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Resumen

En este articulo se presentan los resultados preliminares de una
investigacion que estudia las formas y la evolucion del
razonamiento que tienen los estudiantes al abordar tareas
relacionadas con la semejanza. En una primera etapa se elabora
una caracterizacion a priori de los descriptores de nivel de Van
Hiele basados en estudios previos de Gualdron y Gutiérrez
(2007), los cuales se confirman y amplian mediante una
intervencion, usando una unidad de ensefianza disefiada siguiendo
las lineas de Lemonidis (1991) y el modelo de razonamiento de
Van Hiele siguiendo las lineas de Gutiérrez y Jaime (1998). La
muestra del estudio es un grupo de estudiantes de noveno grado
(14-15 afos) de un colegio de Pamplona, Norte de Santander
(Colombia). Los analisis preliminares del conjunto de datos
muestran interesantes formas de resolucion de ciertas tareas en
las cuales los participantes utilizan un lenguaje rico y muestran
variadas formas de razonamiento.

Palabras clave: niveles de Van Hiele, matematicas escolares,
geometria, semejanza, homotecia, Teorema de Thales.

Abstract

Preliminary results of an investigation in which are being studied,
among other things, the forms and the evolution of reasoning that
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students have to deal with tasks related to the similarity presented
in this work. In a first moment we developed a-priori
characterization descriptors Van Hiele level based on previous
studies Gualdron & Gutierrez (2007), which confirmed and
extended by an intervention using a teaching unit designed along
the lines of Lemonidis (1991) and the model of Van Hiele
thinking along the lines of Gutierrez & Jaime (1998). The study
sample is a group of ninth graders (14-15 years old) from a
college of Pamplona, Norte de Santander (Colombia).
Preliminary analyzes show interesting ways of solving certain
tasks in which participants use a rich language and show various
forms of reasoning.

Keywords: Van Hiele levels, School mathematics, Geometry,
Similarity, Dilation, Thales theorem.

Resumo

Os resultados preliminares de uma pesquisa em que estdo sendo
estudados, entre outras coisas, as formas e a evolu¢do do
raciocinio que os alunos tém de lidar com tarefas relacionadas
com a similaridade. Em primeira instancia foi desenvolvida uma
caracterizacdo a-priori dos descritores do nivel de Van Hiele
baseados em estudos prévios Gualdrén e Gutierrez (2007), que
foram confirmados e estendidos através de uma intervengdo
usando uma unidade de ensino seguindo o modelo de Lemonidis
(1991) e o modelo de Van Hiele entre os linhamentos de
Gutierrez e Jaime (1998). A amostra do estudo é um grupo de
alunos do nono ano (14-15 anos) de uma escola de Pamplona,
Norte de Santander (Colémbia). Analises preliminares dos dados
demostraram formas interessantes de resolver determinadas
tarefas em que os participantes usaram uma linguagem rica e
mostraram diversas formas de raciocinio.

Palavras-chave: Niveis de Van Hiele, Matematica escolar,
Geometria, Similaridade, Homotetia, Teorema de Thales.
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Introduccion

El proceso de ensefianza-aprendizaje de
temas geométricos demanda mas
investigacion dirigida a conocer las formas
gue tienen los estudiantes de adquirir de
manera adecuada y significativa los
conocimientos geométricos, particularmente
el de semejanza de poligonos (Gualdrén,
2006).

A pesar de que la semejanza es una
nocién fundamental para muchos argumentos
matematicos y aplicaciones en matematicas,
gue deberia ser estudiada en detalle (Hansen,
1998; NCTM, 2000), son pocos los estudios
gue se pueden encontrar. La mayoria de
hallazgos sobre el concepto de semejanza
estan  incluidos en  estudios  sobre
razonamiento proporcional, el cual ha sido
estudiado extensamente (Hart, 1984; Hart y
otros, 1981, 1989; Lamon, 1993; Fernandez,
2001; Margarit, Gomez y Figueras, 2001). Se
encuentran algunos trabajos que utilizan la
semejanza como contexto para estudiar la
relacion entre el conocimiento profesional del
educador de matematicas de secundaria y su
practica (Escudero y Sanchez, 1999), o se
encuentran  trabajos que estudian la
comprension de los profesores de primaria en
formacion del concepto de semejanza
(Swoboda y Tocki, 2002; Gerretson, 2004).

Teniendo en cuenta lo expuesto y con
la pretension de que los estudiantes, a partir
de situaciones matematicas concretas,
desarrollen su proceso de razonamiento,
adquieran 'y comprendan conceptos Yy
relaciones matematicas que favorezcan el
aprendizaje de la semejanza; ademas,
pretendemos que las situaciones planteadas
favorezcan el transito de los estudiantes de un
nivel de razonamiento a otro superior. Ante
este panorama hemos formulado la siguiente

pregunta de investigacion: ;cudles son las
caracteristicas que describen los niveles de
razonamiento de Van Hiele para la
semejanza?

Marco conceptual

Para realizar el disefio y posterior andlisis de
las actuaciones de los estudiantes, después de
realizar una intervencion usando la unidad de
ensefianza de la semejanza, se tuvieron en
cuenta los estudios de Lemonidis (1991) y el
modelo de razonamiento de Van Hiele
(Gutiérrez 'y Jaime, 1998; Gualdron vy
Gutiérrez, 2007).

La semejanza como objeto de ensefianza.

Desde el punto de vista de la ensefianza de la
semejanza se analizaron los estudios de
Lemonidis (1991) y una ampliacion al
esguema presentado por este autor (Gualdrén,
2008). El esquema caracteriza  tres
aproximaciones que se consideran
importantes al abordar la semejanza como
objeto de ensefianza:

a) Relacion intrafigural: donde se
destaca la correspondencia entre
elementos de una figura y los
correspondientes de su semejante,
estando ausente la idea de
transformar una figura en otra.
Dentro de esta aproximacion
distinguen las siguientes situaciones:

e Cuando las figuras forman parte de
una configuracion de Thales, en la
que se consideran los aspectos de
proyeccion y homotecia, con sus
correspondientes razones.
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e Cuando las figuras no se consideran
formando una configuracién de
Thales, en la que se considera a las
figuras separadas y en disposicion
homotética.

b) Transformacién geométrica vista
como util: La transformacion
geométrica se percibe como una
aplicacién del conjunto de los puntos
del plano en él mismo. Se utiliza la
semejanza como Util en la resolucion
de problemas —escalas, céalculo de
longitudes desconocidas y calculo de
longitudes inaccesibles—.

c) Transformacion geométrica vista
como objeto  matemético:  Se
caracteriza porgue hay un tratamiento
en el que se busca la transformacion

resultante de dos 0 mas
transformaciones.

En este sentido, Vasco (1998) plantea
que “El curriculo colombiano [en geometria]
no se apoya en la  geometria
transformacional”. Ademas, plantea que el
enfoque de ensefianza de la semejanza por
transformaciones se dirige mas a la
matematica vista como ciencia y no estd
guiada por los aspectos psicologicos del
aprendizaje  de las mateméticas. En
consecuencia, y dadas las edades de los
estudiantes en las que se desarrollara el
estudio (14-15 afios), se decide contemplar
Unicamente la relacion intrafigural y la
transformacion geomeétrica vista como til. El
siguiente esquema muestra un resumen de la
forma como la semejanza puede ser abordada
cuando se la trata como objeto de ensefianza.

Figura 1. La semejanza como objeto de ensefianza

SEMEJANZA

puede ser vista, principalmente,

/ ! \.

Relacién intrafigural Transformacién geomérica Transformacion geomérica
vista como objeto matematico

vista como 0til

las figuras las figuras

Formando parte de
Configuraciones de Thales

vista en vista en
aspecto de aspecto de

por ejemplo
en

No se consideran formando / ‘ \b
parte de una Escalas [Ca’lculo de Iongitudes] [Ca’\culo de Iongitudes]

Configuracion de Thales desconcidas inaccesibles

se pueden se pueden
encontrar en encoentrar

Dispaosicidn
homotética

Fuente: elaboracion propia

El modelo de razonamiento de Van Hiele.

REVISTA CIENTIFICA / ISSN 0124 2253/ SEPTIEMBRE- DICIEMBRE DE 2014 / No. 20 / BOGOTA, D.C.




DESCRIPTORES ESPECIFICOS DE LOS NIVELES DE VAN HIELE EN APRENDIZAJE DE LA SEMEJANZA DE POLIGONOS

El modelo de Van Hiele (Van Hiele, 1957,
Usiskin, 1982; Burger y Shaughnessy, 1986;
Gutiérrez y Jaime, 1996) es un excelente
referente tedrico para la organizacion y
evaluacion de la ensefianza y el aprendizaje
de la geometria. Un buen ejemplo de ello es
NCTM (2000). Este modelo, desde su
aparicion, ha sido ampliamente estudiado, no
solamente en su aplicacion (Jaime, 1993;
Guillén 1997; Ding y Jones, 2006) sino
también en su ampliacion y mejoramiento
(Gutiérrez, Jaime y Fortuny, 1991; Gutiérrez
y Jaime, 1998). No obstante, la semejanza es
un tema de geometria en el que la
investigacion sobre la aplicacion del modelo
de Van Hiele es muy limitada (Gualdrdn,
2006). En esta investigacién se han utilizado
los descriptores de nivel que resultaron de
tener en cuenta estudios previos de Gualdron
(2006) y una ampliacién de estos. EI modelo
intenta explicar cémo progresan los
estudiantes en su habilidad de razonamiento
geométrico e incluye dos  aspectos
importantes:

Primer aspecto, el Descriptivo, en
cuanto que intenta explicar como razonan los
estudiantes. Esto se hace a través de la
definicion de  cuatro  “niveles  de
razonamiento” (por ejemplo, Jaime vy
Gutiérrez, 1990, Burger y Shaughnessy,
1986).

e Primer nivel: la consideracion de los
conceptos es global. No se tienen en
cuenta elementos ni propiedades.

e Segundo nivel: la caracteristica
fundamental es que los conceptos se
entienden y manejan a través de sus
elementos.

e Tercer nivel: la caracteristica basica
de este nivel consiste en el

establecimiento de relaciones entre
propiedades.

e Cuarto nivel: esté caracterizado por la
comprension 'y el empleo del
razonamiento formal, aspiracion de
todo profesor para sus estudiantes de
ensefianza secundaria.

Segundo aspecto, el Prescriptivo, porque da
unas pautas a seguir en la organizacion de la
ensefianza para lograr que los estudiantes
progresen en su forma de razonar. Esto se
lleva a cabo mediante la consideracion de
cinco “fases de aprendizaje” (por ejemplo,
Jaime 'y Gutiérrez, 1990, Burger y
Shaughnessy, 1986).

e Fase primera (Informacién): su
finalidad es la obtencion de
informacion ~ reciproca  profesor
alumno.

e Fase segunda (Orientacion dirigida):
el profesor dirige a los alumnos para
que éstos vayan descubriendo, lo cual
constituye la esencia de ese nivel.

e Fase tercera (Explicitacion): su
objetivo es que los estudiantes sean
conscientes de las caracteristicas y
propiedades aprendidas
anteriormente 'y  consoliden el
vocabulario propio del nivel.

e Fase cuarta (Orientacion libre):
dirigida a consolidar los aspectos
béasicos del nivel.

e Fase quinta (Integracion): tiene como
objetivo establecer y completar la red
de relaciones objeto de ese nivel para
el concepto que se trabaja.
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Unidad de ensenanza de Ia
semejanza

La unidad de ensefianza se disefid con el
objetivo de fortalecer la adquisicion de los
niveles 1, 2 y 3 de Van Hiele, y caracterizar
los niveles de razonamiento en el tema de
poligonos a partir de la intervencion.

En el disefio de las actividades® se
tuvo en cuenta dos aspectos: primero, el tipo
de papel sobre el cual se presentaron cada una
de las 43 actividades, y segundo, el tipo de
figura sobre la que los estudiantes debian
trabajar. De esta forma, las tareas fueron
escogidas/disefiadas para que los estudiantes
trabajaran sobre hojas de papel blanco o
cuadriculado 'y  manipularan  diversas
superficies poligonales,* tanto concavas como
convexas. Las tareas contenian problemas de
calculo, problemas de identificacion de
relaciones, problemas de construccion, y
problemas de demostracion. Cada actividad
fue disefiada para ser presentada en hojas
individuales, y sobre las cuales los
estudiantes debian justificar cada uno de los
procesos que los conducia a la respuesta —
numérica, grafica o verbal— Para el
desarrollo de cada una de las actividades, los
estudiantes podian utilizar reglas, escuadras,
cinta métrica, compds, transportador de
medidas angulares, tijeras y calculadora. La
unidad tenia como caracteristica esencial la
ensefianza basada en el descubrimiento
guiado basado en las orientaciones del
profesor que guia al estudiante sin influir

3 Entendemos actividad como compuesta por una o
varias tareas.

4 En la seleccion de los poligonos se tuvo en cuenta lo
planteado por Jaime, Chapa y Gutiérrez (1992) en
relacion a evitar presentar poligonos Gnicamente en
posicion estandar.

directamente en los razonamientos de los
mMismos.

Metodologia

La investigacion propuesta, de tipo
cualitativo, se llevo a cabo con 27 estudiantes
de noveno grado (14-15 afios), del colegio
del Rosario de Pamplona. La implementacion
de la unidad de ensefianza se realizo durante
el horario normal de clases en el aula habitual
—aula de matematicas del grado noveno—;
en el desarrollo de cada actividad, primero se
trabaj0 de manera individual y después en
grupos de tres estudiantes. La recoleccion de
la informacion se hizo a través de video
grabacion —en el momento del trabajo
individual y en el grupal— y de las
producciones de los estudiantes —Ilas hojas
que debian entregar al finalizar cada
actividad—. El investigador, cuando lo
consideraba  necesario, realizd algunas
entrevistas después de clase a algunos
estudiantes con el fin de pedir una ampliacién
—aclaracion/justificacion— a  respuestas
dadas en las hojas de trabajo. A partir del
analisis de las producciones de los estudiantes
y los registros filmicos, se obtuvieron datos
cualitativos que permitieron construir la
caracterizacion de los descriptores de los
niveles de razonamiento. El profesor titular
del curso orient6 el desarrollo de las
diferentes actividades y el investigador
particip6 como observador participativo.

Analisis y discusidon

A continuacién se presentan algunos de los
aspectos relevantes del analisis de los datos
recogidos. Se muestran algunos ejemplos
representativos de formas de razonamiento y
se haran algunos comentarios sobre ellos.
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En la actividad nimero 24, como se
muestra a continuaciéon, se pedia la
justificacion de la semejanza de los tridngulos
formados en las partes 1y 2; Carlos utiliza la

homotecia para justificar la semejanza. Es
decir, justifica primero por qué se presenta la
homotecia y luego la utiliza para justificar la
semejanza

Figura 2. Actividad 24(1)

24(1) Los segmentos AP y DP pertenecen a rectas secantes que se cruzan en el punto P y, a su vez,
cortan a la circunferencia, como aparece en la figura. Justifique por qué los triangulos APC y DPB
son semejantes.

——— -,

Fuente: elaboracion propia

Figura 3. Actividad 24(2)

24(2) Dibuje un triangulo cualquiera y, desde cada vértice, trace una recta paralela al lado opuesto.
De esta manera obtiene un tridngulo méas grande. Justifique por qué este tridngulo es semejante al
inicial.

———

————
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Fuente: elaboracion propia
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Figura 4.

Respuesta de Carlos a la actividad 24(1)
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Fuente: elaboracion propia

Figura5.

Respuesta de Carlos a la actividad 24(2)
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Fuente: elaboracion propia

En la actividad 21, como se muestra a
continuacion, Carlos utiliza el teorema de
Thales para justificar la semejanza de los
triangulos dispuestos en la figura y luego
utiliza una propiedad matematica que han
“descubierto” con su profesor —“LOS
triangulos en posicion de Thales son

semejantes”—.

Figura 6.
Respuesta de Carlos a la actividad 21

ACTIVIDAD N° 21
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Fuente: elaboracion propia

En la actividad 37, como se muestra a
continuacion, Francisco utiliza el teorema de
Thales para justificar la semejanza de los
triangulos dispuestos en la figura. Luego,
utiliza una correspondencia adecuada, entre
figuras semejantes, para justificar que los
segmentos BC y AC son iguales.

Figura 7.
Respuesta de Francisco a la actividad 37

ACTIVIDAD N°37
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Fuente: elaboracion propia
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En los ejemplos presentados, el
razonamiento exhibido por los estudiantes se
ha clasificado como de nivel 3 de Van Hiele,
donde logran demostrar, informalmente,
algunas propiedades relacionadas con la
semejanza de figuras planas.

Para cada nivel de razonamiento se
enunciara a  continuacion aquellos
descriptores iniciales que han sido validados
por las respuestas de los estudiantes y los
descriptores emergentes obtenidos en la
experimentacion. Los descriptores marcados
con un asterisco son los descriptores
emergentes.

Nivel 1. Reconocimiento

Los estudiantes perciben la semejanza de
figuras de manera global, por lo que:

1.1. Reconocen figuras semejantes basandose
en la apariencia de ellas, es decir, utilizando
Unicamente estrategias de tipo visual. Pueden
presentarse casos en que no reconozcan la
semejanza entre dos figuras porque alguna
esté girada.

1.2. Ven las figuras como un todo y describen
las diferencias y similitudes entre ellas
usando términos como “mdas grandes”, “mads
pequefios”, “estirados”, ‘“ampliados”. Por
ejemplo, cuando un estudiante esté
decidiendo sobre la semejanza de dos
rectangulos, podria decir “este rectangulo no
es tan largo como éste”. También pueden
incluir  atributos  irrelevantes en las

descripciones que hacen.

1.3. Empiezan a percibir  algunas
caracteristicas matematicas de la semejanza,
pero aun lo hacen de manera aislada. Por
ejemplo, algunos pueden tomar medidas de
los angulos y darse cuenta que en las figuras

semejantes éstas son iguales, s6lo que no lo
ven como una condicién necesaria para la
semejanza.

1.4. Pueden identificar, utilizando
argumentos de tipo visual, la semejanza entre
figuras cuando  pertenecen a  una
configuracion de Thales —aspecto de
proyeccion o aspecto de homotecia— 0 estan
en disposicion homotética.

1.5. Pueden identificar y explicar, utilizando
argumentos de tipo visual, la semejanza de
figuras en mosaicos.

Nivel 2. Analisis

La consideracion de la semejanza de figuras a
través de sus elementos y propiedades
permite a los estudiantes:

2.1. Construir o dibujar figuras semejantes a
una figura dada teniendo en cuenta
explicitamente aspectos matematicos como la
medida de los angulos o las longitudes de los
lados.

2.2. Determinar aspectos matematicos
especificos de las figuras semejantes, como la
proporcionalidad de longitudes de los
segmentos y la igualdad de las medidas de los
angulos, asi que pueden inducir las
condiciones necesarias para que las figuras
sean semejantes.

2.3. Descubrir que la posicion de las figuras
semejantes es irrelevante, es decir, que no es
necesario que las figuras semejantes tengan la
misma posicion.

2.4. Entender que la congruencia de figuras
planas es un caso particular de la semejanza
de figuras planas.

2.5. Inducir algunas propiedades relacionadas
con la semejanza en triangulos rectangulos.
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2.6. Comprender que la figura resultante, al
aplicar una homotecia, es semejante a la
figura dada.

2.7. Relacionar la semejanza de triangulos
con el teorema de Thales, comprendiendo que
los triangulos en posicion de Thales son
semejantes.

2.8. Utilizar configuraciones de triangulos en
posicion de Thales o en disposicion
homotética —con centro de homotecia en un
vértice— para demostrar relaciones de
semejanza entre ellos.

2.9. Realizar construcciones o dibujos de
figuras semejantes al darles el factor de
semejanza y ademas predecir si la figura
resultante sera una ampliacién, una reduccion
0 una figura idéntica a la dada. También
pueden realizar construcciones o dibujos de
figuras semejantes usando homotecias y
teorema de Thales.

2.10. Relacionar la razén de semejanza con
las escalas. Es decir, comprender que la
escala es la raz6n de semejanza entre una
reproduccion —foto, mapa, plano, entre
otros— y la realidad que representa dicha
reproduccion.

2.11. Identificar relaciones de semejanza en
figuras planas complejas —dos o0 mas figuras
planas entrecruzadas—.

2.12. Demostrar propiedades relacionadas
con la semejanza de figuras verificando que
se cumplen en algunos casos.

2.13. Utilizar la definicion de semejanza para
la solucién de situaciones matematicas, por
ejemplo determinar longitudes accesibles o
inaccesibles.

2.14. ldentificar la semejanza de figuras
relacionandolas con la transformacion,

ampliacion 'y reduccion de wuna figura
respecto de otra.

2.15 Comprender que los rectangulos
coincidentes en un vértice y que comparten
una diagonal son semejantes.

Nivel 3. Abstraccion

Al establecer relaciones entre las propiedades
y comprender planteamientos generales, los
estudiantes consiguen:

3.1. Determinar empiricamente y justificar de
manera deductiva informal las condiciones
suficientes para la semejanza de rectangulos y
triangulos —incluyendo criterios AA, LLL,
LAL—.

3.2. Distinguir entre condiciones suficientes y
necesarias para la semejanza de figuras. Por
ejemplo, ellos reconocen que, en los
triangulos, es suficiente que dos angulos
correspondientes sean iguales para que sean
semejantes, mientras que en los deméas
poligonos no es suficiente dicha condicién,
pero si es necesaria.

3.3.  Demostrar informalmente algunas
propiedades relacionadas con la semejanza de
figuras planas.

3.4. Demostrar informalmente situaciones
matematicas relacionadas con la semejanza.

3.5. Plantear méas de una demostracion
informal de propiedades o situaciones
matematicas relacionadas con la semejanza.

Conclusiones

Se han analizado las argumentaciones que los
estudiantes propusieron para justificar la
semejanza y se ha encontrado que los
estudiantes poseen mas |y  mejores
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herramientas de razonamiento si se hace una
comparacion con los resultados de estudios
previos (Gualdron, 2006), en donde no se
establecid ningun vinculo entre la semejanza
y el teorema de Thales y la homotecia. Estos
hallazgos sugieren que en la ensefianza del
tema se deberia establecer un vinculo directo
entre la semejanza y la homotecia y el
teorema de Thales.

Se ha logrado que la mayoria de los
estudiantes alcancen razonamientos hasta de
tercer nivel de Van Hiele en la semejanza, lo
cual es altamente positivo dado que
generalmente, a nivel escolar, estos alcanzan
segundo nivel de razonamiento de Van Hiele
(Gualdron, 2006).

Los resultados de este estudio aportan
a la literatura sobre formas efectivas de
mejoramiento del razonamiento,
especificamente, en tareas relacionadas con la
semejanza. El andlisis cualitativo de los datos
permitio confirmar y afinar el listado a priori
de descriptores de nivel planteados y, en otros
casos,  permiti6  obtener  descriptores
emergentes.
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