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Resumen

Este trabajo se inspira en los estudios en los que ha sido pionero indiscu-
tible Raymond Duval (1988a, b, ¢c; 1993), y se situa en la linea de investi-
gacion del NrRD de Bolonia, que busca localizar y evidenciar las diferentes
hipotesis que se hallan en la base de la falta de devolucién (Perrin G.,
1994), y por lo tanto en la base de la escolarizacion del saber matematico
(D"Amore, 1999a).

Abstract

This study derives inspiration from the original discusions of Raymond
Duval (1988a, b, ¢; 1993), and forms part of the research being done by
the NRD of Bologna University. It atempts to draw out and to substabtiate
the diferentes hypotheses that lie at the foundations of unsuccesfull de-
volution (Perrin G., 1994), and therefore also at the foundations of the
schoolong of mathematical awarenes (D’Amore, 1999a).

Concepto y conceptualizacion
{Qué es un“concepto”?

En (D’Amore, 1999b: 193-208) busqué dar las ideas basicas a través de
las cuales se podria dar respuesta a esta pregunta aparentemente in-
genua; pero, lo que invariablemente se llega a constatar con una certi-
dumbre absoluta es que la “definicién” se revela, por muchos motivos,
de una complejidad inmensa...

1. Trabajo desarrollado en el dmbito del Programa de investigacion local (ex 60%): Investigaciones acerca del funcionamiento del
sistema alumno-maestro-saber: motivaciones de la falta de devolucion. Este articulo fue publicado en el 2004: D’Amore B. (2004).
Conceptualizacion, registros de representaciones semidticas y noética: interacciones constructivisticas en el aprendizaje de los con-
ceptos matematicos e hipdtesis sobre algunos factores que inhiben la devolucién. Uno. Barcelona, Espaiia. 35, 90-106.

2. Grupo N.R.D,, Departamento de Matematica de la Universidad de Bolonia, Italia. Grupo MESCUD, Facultad de Ciencias y Educa-
ci6n, Universidad Distrital Francisco José de Caldas de Bogotd, Colombia

Expreso mi gratitud més sincera a Raymond Duval, paciente lector de precedentes versiones de este articulo, que me sugiri6 diferentes mo-
dificaciones e integraciones, que me aconsejo algunos textos que ahora aparecen en la bibliografia y que, mas en general, me esta dirigiendo
y guiando hacia este tipo de estudios.
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Una de las dificultades, es que en la idea de “con-
cepto” participan muchos factores y tantas causas;
para decirlo brevemente, y por tanto en modo in-
completo, no parece correcto afirmar por ejem-
plo que el “concepto de recta” —suponiendo que
exista— es aquel que se halla en la mente de los
cientificos que a este tema han dedicado su vida de
estudio y reflexion; en cambio parece mads correcto
afirmar que existe un fuerte componente por asi
decirlo “antropolégico” que pone en evidencia la
importancia de las relaciones entre R (X,0) [rela-
cién institucional con tal objeto del saber] y R(X,0)
[relacion personal con tal objeto del saber] (estoy
usando simbolos y términos tomados de Cheva-
llard, 1992). Aqui, obviamente, “objeto del saber”
se entiende como “objeto matematico del saber”, el
que Chevallard (1991, p. 8) define:

Un emergente de un sistema de praxis donde
se manipulan objetos materiales que se des-
componen en diferentes registros semioticos:
registro oral, de las palabras o de las expresio-
nes pronunciadas; registro gestual; dominio
de las inscripciones, es decir lo que se escribe
o se dibuja (graficas, férmulas, calculos,...), es
decir el registro de la escritura.

Por lo que, a la “construccién” de un “concepto”
participarian tanto la parte institucional —el sa-
ber— como la parte personal —de cualquiera que
tenga acceso a tal saber, por tanto no solo el cien-
tifico—. Sobre esta posicion se han manifestado
diferentes autores; yo aqui me limito a sugerir el
trabajo de Godino y Batanero (1994) porque este
articulo es de extraordinaria importancia en el de-
bate en el que estoy tratando de insertarme, dado
que trata precisamente de las relaciones entre sig-
nificados institucionales y personales de los obje-
tos matematicos.

Pero entonces, distinguir el “concepto” de su cons-
truccion no es facil y, quizas, no es ni posible, ni
deseable: un concepto se halla, por asi decirlo, con-
tinuamente en fase de construccién y en esta misma
construccion se halla la parte mas problematica y
por lo tanto mas rica de su significado: (Figura 1)

Como hacen otros autores, podriamos llamar a tal
construccién: conceptualizacion, y cuestionarnos
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FIGURA 1.
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qué es y como se da. En el intento de dar luz sobre
este argumento, muchos estudiosos autorizados
han propuesto hipoétesis y teorias sobre las cuales
no entro en detalles, recomendando, para una ra-
pida recapitulacion, a D’Amore (1999b); baste re-
cordar las contribuciones —muchas veces en firme
oposicion entre ellas— de Vygotski, de Piaget, de
Gal’perin, de Bruner, de Gagné, entre otros, solo
para limitarme a los mas conocidos.

Adentrarse en esta aventura, nos conduce al menos a
darnos cuenta de una cosa: que la segunda pregunta
—;Qué es 0 como se da la conceptualizacion? — es
fundamentalmente un misterio (Figura 2).

FIGURA 2.
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Eltriangulo de Gottlob Frege [1848-1925), publicado en 1892:
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El triangulo de C. K. Ogden e |. A, Richards, que queria ser un
compendio de los otros dos, publicado en 1923:
Referencia

/[

Simbolo Referente

Ensenanza de las Matematicas

-
(%}
Y



BRUNO D'’AMORE

|Enseﬁanza de las Matematicas

-
nl
N

Un paso clarificador muy profundo fue intentado
por Vergnaud (1990) que unifica en el concepto su
misma componente constructiva; segiin Vergnaud,
el punto decisivo en la conceptualizaciéon —y en la
didéctica, pero éste es un tema mas especifico, que
deberé retomar y desarrollar en breve— es el pasaje
de los conceptos-como-instrumento a los concep-
tos-como-objeto y una operacion lingiiistica esen-
cial en esta transformacion es la nominalizacion; él
entiende con “conceptualizacion” precisamente esta
apropiacion consciente, cuando propone la siguiente
definicion: un concepto C es la terna (S, I, S), donde
S es el referente, I el significado y S el significante.

La idea de Vergnaud podria ser considerada como
una posible conclusion de una linea “clasica’, la que
pasa a través de los tres famosos “triangulos” (bi-
bliografia especifica en: D’Amore, 1999b):

Queda el hecho que de cualquier manera el apro-
piarse de un concepto —independientemente de lo
que eso signifique— siempre requiere algo mas que
nombrarlo —la cuestion se origina al menos en la
Edad Media— (D’Amore, 1999b).

Por otro lado, no se trata de intentar una teoria
general de estas cosas; pero, ciertamente, el caso de
las matematicas es, en este sector, peculiar; cuando
menos por tres motivos:

e Todo concepto matematico remite a “no-ob-
jetos”; por lo que la conceptualizacién no es
y no se puede basar sobre significados que se
apoyen en la realidad concreta; en otras pala-
bras en matematicas no son posibles reenvios
ostensivos.

e Todo concepto matematico se ve obligado a
servirse de representaciones, dado que no se
dispone de “objetos” para exhibir en su lugar?;
por lo que la conceptualizacion debe necesa-
riamente pasar a través de registros represen-

; o«

3. Aqui “objeto” debe entenderse en el sentido de “objeto
real” o de “cosa”. Lo que eso significa se halla bien expre-
sado en la Metafisica de Aristoteles, cuando afirma que
la cosa, en cuanto parte de lo real, es lo que presenta las
tres caracteristicas siguientes: tridimensionalidad, acce-
sibilidad sensorial multiple —es decir, méds de un sentido
por vez— independiente de las representaciones semio-
ticas y posibilidades de separaciéon material y de otras
partes de la realidad, de otras “cosas”.

tativos que, por varios motivos, sobre todo
si son de caracter lingiiistico, no pueden ser
univocos.

¢ En matemadticas se habla mas frecuentemente
de “objetos matematicos” que no de conceptos
matemdticos en cuanto que en matematicas
se estudian preferentemente objetos mas que
conceptos; “la nocion de objeto es una nocion
que no se puede no utilizar desde el momento
en el que nos interrogamos sobre la naturale-
za, sobre las condiciones de validez o sobre el
valor del conocimiento” (Duval, 1998).

Es absolutamente necesario subrayar que el tér-
mino “concepto” que usaremos en adelante, no se
reconduce a las mismas presencias y al mismo uso
que hacen de él Piaget, Kant, Vergnaud, Vygotski,
Chevallard, citados por mi. En el sendero trazado
por Duval, la nocién de concepto, preliminar o
de cualquier manera prioritaria en casi todos los
autores, se vuelve secundaria, mientras que lo que
adquiere caracter prioritario es la pareja — sig-
no, objeto—, como pondré evidenciar mejor en
el proximo parrafo, en el momento en el que haré
referencia a la paradoja cognitiva del pensamiento
matematico, evidenciada precisamente por Duval
(1993, p. 38). En Duval (1996) se cita un pasaje de
Vygotski en el que sustancialmente se declara que
no existe concepto sin signo:

Todas las funciones psiquicas superiores se ha-
llan unidas por una caracteristica comun su-
perior, la de ser procesos mediados, es decir el
incluir en su estructura, como parte central y
esencial del proceso en su conjunto, el empleo
del signo como medio fundamental de orien-
tacién y de dominio de los procesos psiquicos
(...) La lista central [del proceso de formacion
de los conceptos] es el uso funcional del signo, o
de la palabra, como medio que permite al ado-
lescente de someter a su poder las propias ope-
raciones psiquicas, de dominar el curso de sus
propios procesos psiquicos(...) (Vygotski, 1962;
en la ed. francesa, 1985, pp. 150, 151, 157).

A proposito de esta cita de Vygotski o, mejor dicho,
aprovechandola, es conveniente hacer una rapida

consideracién respecto de la palabra “signo’, consi-
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deraciéon que me ha sido sugerida en conversacio-
nes e intercambios de ideas con Raymond Duval,
en la medida en la que, él afirma, en algunos estu-
diosos de didactica se percibe una reduccion del
signo a los simbolos convencionales que connotan
directa y aisladamente los objetos.

En referencia a De Sausure (1916) —que Vygotski
conocia bien a causa de su formacion de lingiiis-
ta— no existe ningun signo fuera de un “sistema de
signos”. Por ejemplo, las palabras tienen significa-
do solo al interior de un sistema lingiistico —de
aqui los problemas de traduccién bien conocidos-.
Cuando en Duval -y por lo tanto aqui- se habla de
“registro de representacion semiotica” se hace refe-
rencia a un sistema de signos que permite llevar a
cabo las funciones de comunicacién, tratamiento
y objetivacidn, y en cambio no se hace referencia
a notaciones convencionales que no forman un
sistema. Por ejemplo, la numeracién binaria, o el
decimal, forman un sistema, pero no las letras o los
simbolos que se utilizan para indicar operaciones
algebraicas. Quizds convendria entonces traducir a
Vygotski poniendo en vez de la palabra “signo” la
locucion “sistema de signos™.

Es de notarse que desde este punto de vista y con-
trariamente a la difundida opinién, un sistema
semi6tico no es un instrumento: constituye el
funcionamiento mismo del pensamiento y del co-
nocimiento. Solo un cédigo que se use para recodi-
ficar un mensaje ya expresado, puede considerarse
un instrumento.

El caso de las matematicas

Me parece que el siguiente esquema es mucho més
eficaz que las palabras (Figura 3):

Veamos en qué consiste esta paradoja (Duval,
1993, p. 38; la traduccion es mia, concordada con
el autor):

(...) por una parte, el aprendizaje de los ob-
jetos matematicos no puede ser mas que un
aprendizaje conceptual y, por otra, es s6lo por
medio de representaciones semidticas que es
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FIGURA3.

“objeto” matematico a ser conceptualizado: no existe como objeto real

| OBJETIVA INACCESIBILIDAD A LA PERCEPCION
1

\

(Consiguiente necesidad de) representantes semidticos

\

+ Sobre los objetos
4

Actividad matematica®

= Sobre sus representantes
N
Consiguiente paradoja
cognitiva del pensamiento

posible una actividad sobre los objetos ma-
tematicos. Esta paradoja puede constituir un
verdadero circulo vicioso para el aprendiza-
je. ;Cémo sujetos en fase de aprendizaje no
podrian confundir los objetos matematicos
con sus representaciones semioticas si ellos
no pueden mas que tener relacién solo con
dichas representaciones? La imposibilidad de
un acceso directo a los objetos matematicos,
fuera de toda representacidon semiotica, vuel-
ve la confusion casi inevitable. Y, al contrario,
scomo podrian ellos adquirir el dominio de
los tratamientos matematicos, necesariamen-
te ligados a las representaciones semioticas, si
no tienen ya un aprendizaje conceptual de los
objetos representados? Esta paradoja es aun
mas fuerte si se identifica actividad matemati-
ca con actividad conceptual y si se consideran
las representaciones semidticas como secun-
darias o extrinsecas.

En esta paradoja, tan bien evidenciada por Ray-
mond Duval, ;se puede esconder una potencial
causa de falta de devoluciones?

Segun el maestro, la noosfera y el mismo estudian-
te, este ultimo entrando en contacto con un “ob-
jeto” matematico pero, de hecho, y parece ser que
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ninguno se da cuenta, el estd entrando en contacto
solo con una representaciéon semidtica particular
de ese “objeto”. Este no tiene, no puede tener, ac-
ceso directo al “objeto” y el maestro y la noosfera
confunden las dos cosas; el estudiante se queda
como bloqueado, como inhibido: no puede hacer
mas que confundir el “objeto” con su representa-
cién semiotica porque no se da cuenta, porque no
lo sabe. Y por tanto, frente a una sucesiva necesi-
dad conceptual, que se manifiesta por ejemplo con
la necesidad de modificar la representacion semio-
tica del mismo “objeto’, el estudiante no tiene me-
dios criticos ni culturales ni cognitivos; el maestro
y la noosfera no entienden el porqué y acusan al
estudiante, culpandolo de algo que él no entiende.

En realidad: en esta fase paraddjica, ninguno en-
tiende mads lo que esta sucediendo en la medida en
la que cada uno de los actores de esta aventura tie-
ne una percepcion diferente del problema.

Por otra parte, el analisis de las representaciones es
un hecho nuevo, en el estudio de los procesos cogni-
tivos. Aunque si lo es menos desde el punto de vista
estrictamente filosofico. Escribe Duval (1998):

El analisis de las representaciones comenzd
en el momento en el que nos interrogamos
sobre las condiciones de validez del conoci-
miento y que se descubrié que todo cono-
cimiento es inseparable de una actividad de
representacion. La tercera de las Meditaciones
Metaphysicae de Descartes es el primer texto
en el que la problematica de un tal andlisis se
halla desarrollada explicitamente. Ella se halla
enteramente centrada en el contenido de las
representaciones.

Pero deber¢ afrontar esta cuestion con mucho mas
detalle y con mucha mas especificidad. Para hacer
esto, debo afrontar una larga explicacién sobre un
adjetivo presente en el titulo.

Aprendizaje, constructivismo, simbolizacion

sPor qué en el titulo puse el adjetivo “constructivis-
tas”? Para responder a esta pregunta, debo partir de
lejos, inspirandome en Moreno Armella (1999).

En la Critica de la razén pura, Kant postula que el
conocimiento es el resultado de un contacto entre
un sujeto que aprende y un objeto de conocimiento.
El recurre a una comparacién: asi como el liquido
adopta la forma del recipiente que lo contiene, las
impresiones sensoriales adoptan las formas que se
le imponen por parte de las estructuras cognitivas.
Pero para que eso suceda, y es la bien conocida hi-
potesis fuerte de Kant, se necesitan formas innatas
de sensibilidad, como espacio, tiempo, causalidad,
permanencia del objeto, permanencia y uso de ex-
periencias precedentes, entre otros.

Por lo que el conocimiento no es mas una simple
representacion de la realidad externa; es en cam-
bio el resultado de la interaccion entre el sujeto
que aprende —sus estructuras cognitivas— y sus
“experiencias sensoriales” Ademas el sujeto que
aprende abandona la tipica pasividad —cartesiana
o lockiana— y construye, estructura sus experien-
cias, participando activamente en el proceso de
aprendizaje en una verdadera y propia construc-
cion. Se trata de una transformacién: un objeto de
conocimiento, entrando en contacto con un sujeto
que aprende, se transforma, reconstruye, gracias a
los instrumentos cognitivos que tiene.

Para entender bien la posicidon kantiana, me serviré
de Duval (1998); es esencial entender que de Des-
cartes a Kant es comun la problematica de las re-
laciones entre representacion y objeto: se pasa del
contenido de las representaciones del sujeto a los
objetos del conocimiento —cientifico—. Si se quie-
ren analizar las representaciones en su relacién con
los objetos representados, se tienen relaciones en
términos de causalidad: en Descartes se hace la hi-
potesis de una correspondencia entre el contenido
de una representacion y el objeto representado; en
Kant se pasa, como queria evidenciar, al analisis
de investigaciones sobre la organizacién interna
del sujeto, para pasar del contenido al objeto. En
fin, ;cuadl es la naturaleza de las representaciones?*

4. Puede ser interesante lo que Kant escribe a propésito de
la misma palabra representacion: “La palabra represen-
tacién se comprende bien y se emplea con confianza, no
obstante su significado no pueda ser jamas explicitado
por una definicién” (Kant, cit. por Duval, 1998, al inicio
del parrafo 1).
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Los procesos de pensamiento son procesos pura-
mente mentales, tanto en Descartes como en Kant,
lo que implica una estrecha relacion entre las re-
presentaciones del sujeto y los objetos.

Todo esto constituye, segin Duval (1998), la “pri-
mera etapa’; tal posicion serd superada en una
“segunda etapa” de Bolzano al Hilbert del 1904 y
después por una “tercera etapa” que va del Hilbert
del 1922 a Turing y Von Neumann.

Regresemos a Kant ;De dénde provienen preci-
samente esos instrumentos cognitivos que sirven
para transformar las experiencias del sujeto? La
epistemologia del aprendizaje de Kant, para usar
una terminologia moderna, se refiere a un apren-
diz adulto, por lo que ya se halla dotado de un len-
guaje desarrollado, con capacidad de abstraccion
y de generalizacion. ;Es licito ponerse la siguiente
pregunta?: ;como cambia todo esto si hablamos
de aprendizaje en ambiente escolar, de aprendices
no adultos —nifios o adolescentes o jovenes— a
las primeras armas, con lenguajes atin en elabora-
cién?

No es del todo absurdo pensar que la epistemolo-
gia constructivista se haya originado de la necesi-
dad de dar respuesta precisamente a este problema.
Piaget, en 1937, se expresaba asi:

(...) el conocimiento del mundo exterior co-
mienza por una utilizacién inmediata de las
cosas (...) la inteligencia no comienza asi ni
del conocimiento del yo ni de las cosas en
cuanto tales sino de su interaccién y, orien-
tandose simultdneamente hacia los dos polos
de esta interaccion, la inteligencia organiza
el mundo, organizandose a si misma (Piaget,
1937).

Por lo tanto el saber adquirido puede verse como
el producto de la elaboracién de la experiencia con
la cual entra en contacto el sujeto que aprende; y
esta elaboracidn consiste en la interaccion entre el
individuo y su ambiente y en el modo en el cual el
individuo interioriza el mundo externo. Indepen-
dientemente de las peculiaridades de estas “activi-
dades’, el sujeto que aprende debe comprometerse
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en algo que necesariamente lo lleva a simbolizar.
Se trata de una necesidad tipicamente humana, jel
unico sobre la cual todos los autores concuerdan!
Se trata de una elaboracién —con caracteristicas
internas o sociales o incluso ambas— que se or-
ganiza alrededor o en los sistemas semiéticos de
representacion.

Se puede decir mas: que el conocimiento “es” la
intervencion y el uso de los signos. Por lo tanto,
el mecanismo de produccién y de uso, subjetivo e
intersubjetivo, de estos signos y de la representa-
cién de los “objetos” de la adquisiciéon conceptual,
es crucial para el conocimiento.

En este sentido, acepto y hago mio lo que Moreno
Armella (1999) enuncia como “un principio que
nos parece esencial respetar: toda accién cognitiva
es una accion mediada por instrumentos materiales
o simbdlicos”. El conocimiento depende también y
precisamente de aquellos instrumentos de media-
cion que ponemos en accidn para su construccion,
y del conjunto y del tipo de significaciones que ta-
les instrumentos reciben del entorno social.

Ahora, todo eso habia ya sido previsto en el pro-
grama de la epistemologia constructivista, y expre-
sado de la siguiente manera:

[...] la accién no tiene lugar solo como re-
sultado de los impulsos internos [...] En su
experiencia, las situaciones que el nifio en-
cuentra son generadas por su entorno social
y los objetos aparecen situados en contextos
que les dan el significado especifico. El nifio
no asimila objetos puros [...] asimila las si-
tuaciones en las cuales los objetos tienen roles
especificos. En la medida en la que su sistema
de comunicacién se hace mas complejo [...]
eso que podemos llamar experiencia directa
de los objetos queda subordinada [...] al sis-
tema de interpretaciones suministrado por el
entorno social (Piaget, Garcia, 1982, cap. IX).

No hay duda que el conocimiento, en la escuela, y
su aprendizaje como construccién se hallen con-
dicionados por situaciones especificas de la insti-
tucion. Por lo tanto, el aprender en la escuela jno
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es el aprender total! Los problemas del aprendizaje
matematico en la escuela, atin antes de ser de or-
den epistemoldgico, pertenecen a ese ambiente so-
ciocultural tan especifico.’

Pero de estas consideraciones que compartimos,
nacen algunas reflexiones que se revelan rapida-
mente necesarias. Si simplemente se transportan,
por asi decirlo, a la escuela las tesis de la episte-
mologia constructivista, nos hallamos frente a
afirmaciones del tipo: “El estudiante construye su
propio conocimiento’; o, mas radicalmente: “Todo
estudiante construye su propia versién del cono-
cimiento”. Pero, vista la especificidad del ambien-
te escuela, nacen preguntas cuya respuesta parece
lejana; por ejemplo, ;como podemos verificar que
las construcciones del saber del estudiante son
compatibles con las de sus compaieros?, ;con las
exigencias de la institucién?, ;con las expectativas
del maestro?

Si es verdad, como es verdad, que todo conoci-
miento —matematico, en particular-refleja al mis-
mo tiempo una dimension social y una personal, la
escuela no es una excepcion, sino incluso el lugar
donde se institucionaliza esta doble naturaleza.

Durante el aprendizaje de las matemadticas, se in-
troduce a los estudiantes en un mundo nuevo,
tanto conceptual como simbdlico —sobre todo re-
presentativo—. Este mundo no es el fruto de una
construccion solitaria, sino el fruto de una verda-
dera y compleja interaccién con los miembros de
la microsociedad de la cual el sujeto que aprende
forma parte: los propios compaieros y los maes-
tros —y la noosfera, a veces borrosa, a veces eviden-
te— (Chevallard, 1992). Es gracias a un continuo
debate social que el sujeto que aprende toma cons-
ciencia del conflicto entre “conceptos espontaneos”
y “conceptos cientificos”; ensefiar no consiste solo
en el intento de generalizar, amplificar, volver mas
critico el “sentido comun” de los estudiantes; se
trata de una accién mas bien compleja, como nos
ha ensefiado Vygotski en Pensamiento y Lenguaje
(1962):

5.  Esta perspectiva sociocultural tan peculiar ha notable-
mente influenciado los estudios educativos (Wertsch,
1993).

Como sabemos gracias a las investigaciones
sobre el proceso de formacién de los con-
ceptos, un concepto es algo mas que la suma
de ciertos vinculos asociativos formados por
la memoria [...] es un auténtico y complejo
acto de pensamiento que no se puede ensefar
mediante la ejercitacion y al cual se puede lle-
gar solo cuando el desarrollo mental del nifio
ha alcanzado el nivel requerido [...] El desa-
rrollo de los conceptos, o significados de las
palabras, presupone el desarrollo de muchas
funciones intelectuales (atencién, memoria
légica, abstraccion, capacidad de compara-
cion y diferenciacion). También la experien-
cia demuestra que la ensefianza directa de los
conceptos es imposible y estéril. Un maestro
que intenta hacer esto, normalmente no lo-
grara nada, sino un vacio verbalismo.

Por lo que aprender parece ser una construccion
sujeta a la necesidad de “socializar”, lo que se da
obviamente gracias a un medio de comunicacién
—que puede ser el lenguaje- y que en las matemati-
cas cada vez mas serd condicionado por la eleccion
del mediador simbodlico, es decir, por el registro de
representacion preseleccionado -o impuesto, de
diversas formas, incluso solo por las circunstan-
cias—. [Lo que explica finalmente el titulo de este
parrafo](Figura 4)

FIGURA 4.

Aprendizaﬁe \ﬁ/
] .
< L

Simbolizacion

Constructivismo

Semidtica y noética en el aprendizaje
de las matematicas

En matematicas, la adquisicion conceptual de un
objeto pasa necesariamente a través de la adquisi-
cién de una o mas representaciones semioticas. Lo
dice por primera vez Duval, proponiendo la pro-
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blematica de los registros, en los célebres articulos
de 1988 aparecidos sobre los Annales (1988a, b, ¢),
de los cuales el trabajo del 1993 constituye un pri-
mer ensayo de sintesis; pero sobre este argumento
Duval publica también trabajos en el 1989 y 1990;
lo confirman Chevallard (1991), Godino y Batane-
ro (1994). Por lo que, tomando prestado Duval: no
existe noética sin semidtica.

Solo por claridad terminoldgica, pero sin ninguna
pretension de completes, dado que no siempre es-
tos términos se usan en el mismo sentido, prefiero
explicitar los significados de los que me sirvo:

Semiodtica =, adquisicion de una representa-
cion realizada por signos

Noética = adquisicion conceptual de un ob-
jeto.°

Entenderé, de ahora en adelante:
™ = registro semidtico (m=1,2, 3, ...)

R™(A) =, representacion semiética i-ésima (i
=1,2,3,...) de un contenido A en el registro
semidtico r™.

Se puede notar que, con base en estas elecciones,
no solo cambia el registro semiotico también cam-
bia necesariamente la representacion semiotica,
mientras que no se garantiza lo inverso; es decir,
puede cambiar la representacion semidtica mante-
niéndose el mismo registro semidtico.

Una vez mds, uso una grafica para ilustrar la cues-
tion, porque me parece mas incisiva y eficaz’ (Fi-
gura 5):

Son de notar las flechas que van, en la primera par-
te de la grafica, de abajo hacia arriba. Ellas tienen
razon de existir con base en lo siguiente. Los tratos
distintivos fijados del contenido A, dependen de
las capacidades semioticas de representacion del

6.  Para Platon, la noética es el acto de concebir a través del
pensamiento; para Aristdteles, es el acto mismo de com-
prensioén conceptual.

7. Me refiero una vez mds a Duval (1993).
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FIGURASS.

Caracteristicas | representacion | estas tresson

dela tratamiento actividades cognitivas
Semidtica conversion diferentes

f' Contenido A per representar

f Eleccion de las caracteristicas distintivas de A

N Representacioi R"(A) en un registro semiotico dado "
Transformacion de representacion sp TRATAMIENTO
Nueva representacin (i) R" (A) en el mismo registr semidticor”
. CONVERSION

Transformacion de registr6

Nueva representacion (h¥, ) R’ A) en otro registro semiotico r* (v#m)
(m’nf il jf h=11213!'"]

registro elegido. Escogiendo un registro diferente
se fijarfan otros tratos de A. Eso depende del hecho
que dos representaciones del mismo objeto, pero en
registros diferentes, tienen contenidos diferentes.

Caracteristicas de la noética

La adquisicién conceptual de un objeto matema-
tico se basa en dos de sus caracteristicas “fuertes”
(Duval, 1993):

1. el uso de mas registros de representacién se-
midtica es tipica del pensamiento humano.

2. lacreaciony el desarrollo de sistemas semioti-
cos nuevos es simbolo -histérico- de progre-
so del conocimiento.

Estas consideraciones muestran la interdependen-
cia estrecha entre noética y semidtica, como se pasa
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de una a otra: por lo que no solo no existe noéti-
ca sin semiotica, sino que la semiotica se adopta
como caracteristica necesaria para garantizar el
primer paso hacia la noética.

En este momento es un deber hacer una precisiéon
acerca de la teoria que desde hace afios esta desa-
rrollando Raymond Duval. En ella, ¢l da a la con-
versiéon un lugar central con respecto a las demas
funciones, y en particular con respecto a la del tra-
tamiento, considerada por la mayoria como deci-
siva desde el punto de vista matematico. ;Por qué?
Desde mi punto de vista, por al menos tres razones
diferentes:

1. La conversion choca contra los fendmenos de
no congruencia que no son para nada concep-
tuales —en la medida en la que ellos se hallan
ligados al sentido mismo de la conversion-.
Estos fenomenos de no congruencia consti-
tuyen el obstaculo mas estable que se puede
observar en el aprendizaje de las matematicas,
en todos los niveles y en todos los dominios.

2. La conversién permite definir variables cog-
nitivas independientes, lo que hace posible
construir observaciones y experimentaciones
relativamente precisas y finas. Ciertamente,
una vez validadas por medio de una investi-
gacion bastante metodica, después pueden
utilizarse como variables didacticas. Por lo
que Duval no trabaja en el nivel de la observa-
cién de un grupo durante semanas, sino que
se comporta como lo hace un bidlogo o un
médico, cuando desean entender el funciona-
miento del cerebro.

3. La conversién, en casos de no congruencia,
presupone una coordinacién de los dos re-
gistros de representacion puestos en marcha,
coordinacion que no se da automaticamente
Yy que no se construye espontaneamente ba-
sandose solo en el hecho de que se promue-
van actividades matematicas diddcticamente
interesantes. Lo que se llama la “conceptua-
lizaciéon” comienza realmente solo cuando se
pone en accion, incluso solo bosquejandola,
la coordinacién de dos diferentes registros de
representacion.

Lateoria delos registros debe ser valorada basando-
se en los aportes relativos a la riqueza, a las noveda-
des de las observaciones, asi como a las novedades
de las actividades de aprendizaje que las variables
cognitivas permiten definir. Y no en relacion a las
decisiones a priori acerca de qué es la matematica
o con base en consideraciones globalizadoras no
controlables por medio de metodologias precisas.

Cada alumno aprende por su cuenta, y nadie pue-
de aprender —o comprender- jen el lugar de otro!
Ademas, el éxito de una accion didactica no se juz-
ga inmediatamente, sino solo algunos afios mds
tarde: existen muchos casos de éxito inmediato que
se revelan un fracaso después de un cierto tiempo.

Esta es la razén por la cual Duval insiste en el ca-
racter central de la conversion; éste es el punto de-
cisivo, el que verdaderamente diferencia su teoria
de los registros, con respecto a todo lo que se pue-
de decir y se usa decir acerca de los signos y la se-
midtica, o acerca de lo cognitivo. Pero este punto,
debera ser investigado adicionalmente en el futuro,
mucho mas profundamente.

Construccion del conocimiento matematico
y registros de representacion semioética: un
intento de “definicion” de construccion

Por lo tanto, la construccién de los conceptos ma-
tematicos depende estrechamente de la capacidad
de usar mas registros de representaciones semioti-
cas de esos conceptos:

4.  de representarlos en un registro dado

5. de tratar tales representaciones al interior de
un mismo registro

6. deconvertir tales representaciones de un dado
registro a otro.

El conjunto de estos tres elementos y las conside-
raciones de los precedentes parrafos 2 y 3, eviden-
cian la profunda relaciéon que existe entre noética
y constructivismo: ;qué cosa quiere decir “cons-
truccion del conocimiento en matematicas” si no
precisamente la union de esas tres “acciones” sobre
los conceptos, es decir la expresion misma de la ca-
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pacidad de representar los conceptos, de tratar las
representaciones obtenidas al interior de un regis-
tro establecido y de convertir las representaciones
de un registro a un otro?

Es como si se estuvieran especificando las opera-
ciones-base que, en su conjunto, definen esa “cons-
truccion” que, de otra manera, queda un término
misterioso y ambiguo, disponible a cualquier tipo
de interpretacidn, incluso metafisica.?

Es de notarse que, desde un punto de vista cogni-
tivo, se debe dar mas importancia al punto 3 -la
conversion— que al punto 2 —el tratamiento— por-
que eso permite la definicion de las variables inde-
pendientes tanto para la observaciéon, como para
la ensefianza. Pero desde un punto de vista mate-
matico se usa dar mas importancia al tratamien-
to, mds que a la conversién. Y es por eso que en la
historia los matematicos han desarrollado registros
especificos que han permitido diferentes formas de
calculo —aritmético, algebraico, analitico, légico,
entre otros-.

Escolarizacion y falta de noética

La renuncia del estudiante a la devolucién -ob-
viamente inconsciente-, la incapacidad del estu-
diante para implicarse —como consecuencia de
resultados negativos en los diferentes intentos-,
asumiéndose la carga directa y personal de la res-
ponsabilidad dela construccién del conocimiento,
en el ambiente escolar, se hallan ligadas a la inca-
pacidad —a veces solo supuesta— o de representar, o
de tratar o de convertir, por falta de una didactica
especifica. El maestro podria en efecto no preocu-
parse de los componentes individuales de la cons-
truccidén a causa de una supuesta identidad en-
tre semiotica y noética (Duval, 1993) —identidad
que se halla bastante difundida en el pensamien-
to de los maestros, particularmente en aquellos
que no tienen jamas la oportunidad de reflexio-
nar sobre esta cuestion, o que la consideran su

8. Naturalmente esta observacion, todo el pérrafo, pero
incluso todo este articulo, son especificos para la mate-
matica; no se valorar cuanto se puedan extender a una
teoria de los conceptos o, incluso, a una gnoseologia.
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perflua—’. Eso podria llevar a la eleccion de la re-
nuncia por parte del estudiante y por lo tanto a la
escolarizacion de los saberes (D’Amore, 1999a).1°

En cambio, es necesario reflexionar sobre el hecho
que en el aprendizaje conceptual no puede existir
noética si no existe semidtica, en cuanto la adqui-
sicién de un concepto matematico C es de hecho
la adquisicién de una representaciéon semidtica
R™(C) en un registro semiético dado r™; en efecto,
solo a través de C se “manifiesta” y se vuelve dis-
ponible para la construccion del aprendizaje en el
sentido sefialado."

Pero hay méds: cualquiera que sea R (C) en 1™, eso
no da todas las referencias —semidticas— de C en
r™ -la representacion semiética de un concepto no
es univoca jamas—; existirdn otras representaciones
semioticas R™ (C) (h#i) de C en r™ —se pasa de una
a otra con una transformacion de tratamiento-.

Se puede entonces hablar de C™: concepto C repre-
sentado en r™, “limitado” es decir a su aspecto “re-
lativo” al registro semidtico r™.

C™ se puede “aprender” en r™ pero lo que se obtie-
ne es por lo tanto solo una aproximacion parcial a
C, digamos: una “construccion” parcial.

9. Lo que nos reconduce a una discusién mucho mas ge-
neral, aquella sobre las creencias implicitas del maestro,
afrontado de manera profunda, sistematica y recurrente,
en (Speranza, 1997).

10. «Con el término “escolarizacién del saber” pienso refe-
rirme aqui al acto en larga medida inconsciente, a través
del cual el alumno, en un cierto punto de su vida social y
escolar (pero casi siempre durante la escuela elemental),
delega a la escuela (como institucion) y al maestro de la
escuela (como representante de la institucion) la tarea
de seleccionar para €l los saberes significativos (aquellos
que lo son socialmente, por status reconocido y legiti-
mado por la noosfera), renunciando a hacerse cargo di-
rectamente de su eleccion en base a cualquier forma de
criterio personal (gusto, interés, motivacion,...). Dado
que esta escolarizacion comporta el reconocimiento del
maestro como depositario de los saberes que cuentan
socialmente, es también obvio que existe, mas o menos
contemporaneamente, una escolarizacion de las relacio-
nes interpersonales (entre estudiante y maestro y entre
estudiante y compaieros) y de la relacion entre el estu-
diante y el saber: es lo que (...) se llama “escolarizacion
de las relaciones”» (D’Amore, 1999a).

11. Desde mi punto de vista, este es un punto esencial por
tratar en los cursos para la formacién de los maestros,
enriqueciéndolo con ejemplos significativos.
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Para alcanzar la comprension de C se necesita apo-
derarse de la conversién que lleva de R (C™) en r™
a R“J.(C“) en 1", para toda m y n: eso vuelve posible
la eleccion de un registro en lugar de otro frente a
cualquier situacion relativa a C.

Lo tratado aqui es el punto central de toda la argu-
mentacion, lo que nos lleva a confirmar y reforzar
la frase muchas veces recurrente y que constituye
el perno fundamental de todo el aparato que estoy
describiendo: no existe noética sin semiética.

Para reforzar el “juego de las ternas” -represen-
tacion, tratamiento, conversion-, se puede ver el
resultado de la investigacion descrita en D’Amore
(1998). En ella el mismo mensaje, relativo a una
situaciéon que tiene que ver con un simple ejemplo
de relacién binaria —se daban nombres de ciuda-
des y nombres de paises y la relaciéon binaria era:
“estd en”—, se proponia a alumnos de varios niveles
escolares en diferentes registros semidticos y con
diferentes representaciones semioéticas, con la so-
licitud de reconocer que se trataba, precisamente,
del mismo mensaje, de la misma informacion.

El resultado de la investigacién muestra precisa-
mente las enormes dificultades que tienen los es-
tudiantes:

e para llegar a partir de una representacion
hasta al contenido representado.

e para verificar que entre dos representaciones
en un registro semidtico dado se ha llevado
a cabo simplemente una transformacion de
representacion de tipo tratamiento.

e para verificar que entre dos representaciones
semidticas en dos diferentes registros semio-
ticos se ha dado una transformacion de re-
presentacion de tipo conversion.

Ante la ausencia de claves de lectura y ante la difi-
cultad en el “leer” las situaciones, los estudiantes
dan “sentido” al mensaje creando informaciones
de diferentes tipo -a las que en algunos casos
he llamado “informaciones parasitas” - incluso
lejanas de cualquier intencién comunicativa del
autor; y buscan asideros de tratamiento o con-
version en aspectos del todo marginales, como

la forma de los graficos, el tipo de figuras casual-
mente presentes, etc. que para el adulto son in-
significantes.

Ejemplos

Antes de entrar en detalle en algunos ejemplos, se
hacen necesarias algunas notas precautorias.

Una primera nota se refiere a la lengua natural
como registro. Incluso aceptando que esta lengua
sea un registro, debemos precisar de manera ex-
plicita que se trata de un registro mas complejo de
los otros que seran recordados. En primer lugar,
este registro permite funcionamientos discursivos
-y por lo tanto tratamientos—- muy heterogéneos.
Existe asi un funcionamiento espontaneo que es el
de las conversaciones, narrativo, de las discusiones;
y existe un funcionamiento especializado que se
halla, por ejemplo, en el razonamiento deductivo
de las matematicas, y que es del todo diferente. Es
por esto que Duval (1995, p. 91) distingue cuatro
funciones discursivas que caracterizan todo regis-
tro que se llame “lengua™:

e funcidn referencial de designacién de obje-
tos,

e funcién apofantica de expresion de enuncia-
dos completos,

e funcidén de expansion discursiva de un enun-
ciado completo y

e funcidn de reflexividad discursiva.

Una lengua, en sustancia, a diferencia de los otros
registros, es plurifuncional (Duval, 1996, parte
10).

Una segunda nota se refiere al hecho si es 0 no me-
nos licito considerar los signos y las representacio-
nes aisladamente.

Si bien en los ejemplos sucesivos, pero solo con in-
tenciones ilustrativas, se proponga eso, en realidad
se deberia siempre tender a presentar el sistema o
los sistemas que las representaciones forman y en
las cuales funcionan como representaciones. Eso
es facil para el sistema de escritura de los numeros,
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para las figuras geométricas; pero lo es menos para
las escrituras algebraica y logica. La razén de esta
diferencia es la siguiente: el interés de un sistema
semidtico en matematica es mas que nada el poder
permitir un tratamiento —matematico- de las re-
presentaciones. Por lo que se requiere presentarlo,
cuando sea posible, con respecto al juego de trans-
formaciones internas que ellas permiten. Y, desde
este punto de vista, la lengua y las figuras geomé-
tricas no son del todo, hablando con propiedad,
registros “técnicos”. Esto corresponde a la distin-
cién entre dos estructuras de significado: ternario
-lenguas y formas- y binarias —para las cuales los
“tridngulos” evocados en el recuadro del parrafo 1,
son esquemas falsos-.

Solo tomando en cuenta las fuertes limitaciones
inducidas por las dos notas precedentes, tiene sen-
tido aceptar los siguientes ejemplos que tienen solo
una intencion ilustrativa.

Concepto C

Registro semidtico r': la lengua comtn
Representacion semiotica R11: un medio
Representacion semiética R'): la mitad, entre
otros.

Registro semidtico r* el lenguaje aritmético
Representacion semidtica R*: %2 (escritura
fraccionaria)

Representacion semidtica R*: 0.5 (escritura
decimal)

Representacion semiética R*: 5-10" (escritu-
ra exponencial), entre otros.

Registro semidtico r’: el lenguaje algebraico:
Representacion semidtica R’: {xeQ"/ 2x-
1=0} (escritura de la teoria de conjuntos)
Representacion semidtica R’ : y=f(x): x—>x/2
(escritura funcional), entre otros (Figura 6)

Registro semidtico r: el lenguaje figural Represen-
tacion semidtica R* : Entre otros. 0 1

Otros ejemplos pueden tomarse de la teoria in-
genua o elemental de los conjuntos, en la cual el
mismo conjunto puede ser representado en varios
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FIGURA 6.

Registro semidtico r5: esquemas pictograficos

Representacion semidtica R51: E ‘
Representacion semiotica R52: 0 {

Representacion semidtica R53: B r

etc.
Y | transformacion de tratamiento en r’ 05
0,5 transformacion de tratamiento en r’ 5,10"

etc.
Transformacion de
1 - -
1, k A oo
Conversionder’ ar

registros semioticos y, al interior de cada uno de
ellos, usando varias representaciones semioticas.

La falta de devolucion, la interrupcion de la
implicacion

En caso de fracaso en la administracién de esta
enorme masa de representaciones y transforma-
ciones es demasiado trivial y simplista el limitarse
ala sola constatacion, como parece ser que muchas
veces hace el maestro desilusionado de la falta de
aprendizaje de sus alumnos. ;Ddénde se anida el
motivo de tal fracaso? Ya este aspecto es mucho
mas interesante y un analisis de los diferentes fra-
casos podria revelar mucho.

Pero aqui me interesa la problematica de la falta de
devolucién, de la interrupcion de una implicacién
personal. Tengo en mente la figura de un estudian-
te incluso bueno, consciente, sensible, que se limi-
ta, quizas precisamente por esa sensibilidad no sa-
tisfecha o por incapacidad introspectiva de la cual
no tiene la culpa, a observar y constatar su propio
fracaso en el intento de hacer frente a la compleji-
dad de la llamada en causa de la terna “representa-
cidn, tratamiento, conversion”. El estudiante podria
decidir —aunque de manera del todo inconscien-
te— limitar los danos aceptando el formalismo,
la superficie de cuanto se le pide, adecudndose a
escolarizar su propio saber y su propio comporta-
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miento, es decir aceptando la total mediaciéon del
maestro hacia el objeto del saber, aceptando sus
elecciones y también sus gustos (D’Amore, 1999a).
Un analisis muy apretado de las varias componen-
tes, es decir la capacidad de puntualizar los varios
aspectos en los que se configura la construccion
del conocimiento —en nuestro caso especifico,
en el ejemplo dado en 7., ese concepto que tiene
como uno de sus tantos representantes ¥2—, podria
ayudar al maestro a entender cual fue el momento
exacto de la rendicidn, de la falta de devolucion,
de la interrupcion de la implicacion personal del
estudiante en tal construccion.

Existe una enorme diferencia entre la institucio-
nalizacion del conocimiento por parte del maestro
como representante de la institucion que ha decidi-
do cudl es el saber que cuenta; y la escolarizacion,
la aceptacion servil de las elecciones del maestro.

e Enel primer caso el maestro funge de media-
dor entre alumno y saber y hace que el pri-
mero sea activo: consagra las elecciones y los
“descubrimientos” del alumno reconocién-
dole un estatuto institucional de consumo
y un permiso oficial de uso; el fundamento
de todo esto se halla en el hecho que fue el
alumno el que construyo.

e En el segundo caso el maestro funge de me-
diador totalitario y hace que el alumno sea
un sujeto pasivo: le pide fe ciega, fe ciega en
la institucién a cambio de promesas acerca
de capacidades y habilidades futuras que na-
die garantiza que lleguen algtn dia o que no
podrian jamds ser consumidas. El alumno
cesa de construir, es decir cesa de aprender.

Yo creo que el estudio preciso de la terna —repre-
sentacion, tratamiento, conversion- puede apli-
carse al analisis de las situaciones de renuncia a la
implicacién personal, para evidenciar el motivo
que desencadena la renuncia, el motivo de la es-
colarizacion.

Apéndice: relatividad de los registros

Una duda de naturaleza tedrica asalta a quien es-
tudia este tipo de problemas: jun registro de repre-

sentacion semiotica es un absoluto o no? Es decir:
si yo veo un signo, un dibujo, una férmula, una es-
critura, como representacion semiética R* (C) de
un cierto “objeto” o concepto C, ;puedo establecer
con certeza a qué registro semiotico r* pertenece?
Es decir: jexisten en absoluto registros de repre-
sentacion semidtica deducibles a partir de la forma
de una representacion especifica singular?

Desde mi punto de vista, la respuesta es negativa:
la caracteristica especifica de un registro semiotico
depende estrechamente del objeto que se quiere re-
presentar; por lo tanto para “entender” el mensaje
propuesto se necesita tener ya indicaciones preli-
minares acerca del objeto. Lo mostraré recurrien-
do a dos ejemplos.

Ejemplo 1. Si el objeto C es “calculo numérico
en Q) el registro semidtico r' “escritura decimal”
y el registro semiotico r* “escritura fraccionaria”
son dos registros semioticos diversos porque las 3
actividades cognitivas fundamentales ligadas a la
semidtica -representacion, tratamiento, conver-
sién- son diferentes, como se demuestra en Duval,
(1993, pp. 41-42); y ademas el pasaje de uno a otro
es una transformaciéon de conversién —misma ref.

bib.-.

Ejemplo 2. Si el objeto C es “valor de un elemen-
to dado de Q” —por ejemplo el representado, entre
otros, por ¥2—, el registro semiotico “escritura deci-
mal”y el registro semiotico “escritura fraccionaria”
se pueden pensar como idénticos al interior del re-
gistro semidtico r' “escrituras en forma aritmética”
—el pasaje de uno a otro es en efecto una transfor-
macion de tratamiento-.

Daré ahora algunos ejemplos de representaciones
semidticas cuyo aspecto puramente figural se pres-
ta a diferentes interpretaciones, debidas al registro
en el que se piensa que se pueden interpretar: (Fi-
gura 7)

Por lo tanto, una representacion semidtica en si no
es un mensaje en absoluto, a menos que no se es-
pecifique de alguna manera el registro de represen-
tacion; es decir, él depende del objeto que se quiere
representar, en una especie de circulo vicioso. En
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FIGURA 7.

[] | “cuadrado’:en el registro geométrico figural
“es necesario que”: en el registro escritura formal de la logica modal

< | "menor's en el registrd escritura de la aritmética
"angulo”: en el registrd figural geométrico

| “valor absoluto”: en el registro escritura algebraica
‘pareja de rectas paralelas’: en el registro simbdlico
geométrico elemental

/\ | A"4ngulo”: en el registro figural geométrico
‘et": en el registro escritura formal de la ldgica enunciativa

@ '1/8': en el registro esquematico pictografico referido a fracciones
'45"; en el registro figural geométrico sintético
‘sector circular”: en el registro figural geométrico sintético

~|» ‘més’: en el registrd escritura aritmética

“ejes cartesianos no orientados”; en el registrd figural geométrico
analitico

‘rectas perpendiculares”: en el registr6 figural geométrico sintético

X | 'por":enel registrd escritura aritmética
'rectas incidentes”: en el registro figural geométrico sintético

— | x'vector": en el registro algebra lineal o fisica o geometria
“indicador”: en un registro esquema
“implicacion material”: en el registro gica formal o matematicas

@ "vacid": en el registro escritura de conjuntos
“cero”: en el registro escritura numérica de lo: informaticos
“1/2": en el registro esquematico pictografico escritura fraccionaria

otras palabras, una representacion semidtica cons-
tituye un significante diferente segtin sea el signifi-
cado del que es significante.
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