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Resumen

En este trabajo se realiza un estudio completo
sobre oscilaciones libres, amortiguadas Yy
forzadas del sistema masa-resorte utilizando
pocos comandos del paquete Mathematica y un
conocimiento minimo  de  ecuaciones
diferenciales ordinarias. Se obtiene la solucion a
la ecuacion de movimiento y se grafica la
posiciéon, la velocidad, la aceleracion, las
energias cinética, potencial y total en funcién del
tiempo, y la trayectoria en el espacio de fase para
los tres tipos de oscilaciones. Se analizan estas
cantidades fisicas variando parametros como la
masa, la constante elastica y el coeficiente de
amortiguamiento.

Palabras clave: Sistema
Oscilaciones, Mathematica.
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Abstract

In this work, it is performed a complete analysis
of the free, damped and drive oscillations of the
spring-mass system using a few commands of
Mathematica package and a minimum
knowledge of ordinary differential equations. It
is obtained the solution to the motion equation
and the graphs of the position, velocity,
acceleration, kinetic, potential and total energies,
in function of time, and the trajectory in the
phase space for the three types of mentioned
oscillations. It is carried out the analysis of the
related physical observables in function of the
time varying parameters as the mass, the elastic
constant and the damping coefficient.

Key words: Spring-mass system, Oscillations,
Mathematica.
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Resumo

Neste trabalho, um estudo completo sobre
oscilagdes livres, amortecidas e forcadas do
sistema massa-mola é realizado usando poucos
comandos do pacote Mathematica e um
conhecimento minimo de equacdes diferenciais
comuns. A solugdo para a equagdo do
movimento é obtida e a posicdo, velocidade,
aceleracdo, energia cinética, energia potencial,
energia total, em funcdo do tempo, e a trajetoria
da sistema de espaco de fase para todos o0s trés
tipos de oscilagbes. O comportamento das
quantidades fisicas acima mencionadas é
analisado variando, ao mesmo tempo,
pardmetros como massa, constante eléstica e
coeficiente de amortecimento.

Palavras-chave: Sistema mola-massa,

Oscilacbes, Mathematica.

Introduccion

Diversos autores han trabajado oscilaciones
utilizando Tecnologias de la Informacion y la
Comunicacion como paquetes de computacion
(Lopez-Marifio, Hernandez-Olvera, Barroso, &
Caballero, 2017) (Escalante-Martinez, y otros,
2016), analizadores de videos (Monsoriu,
Giménez, & Vidaurre, 2005) (Arévalo, Morales,
Ceballos, Giraldo, & Vega, 2018), camaras
(Shamim, Zia, & Anwar, 2010) (Greczylo &
Debowska, 2002), teléfonos inteligentes
(Castro-Palacio, Velasquez-Abad, Giménez, &
Monsoriu, 2013) (Kuhn & Vogt, 2012) (Vogt &
Kuhn, 2012), simulaciones en paginas web
(Garcia, s.f.), etc. Recursos utiles en el proceso
de ensefianza-aprendizaje de la fisica porque
complementan la teoria con la préactica y
facilitan la comprension de conceptos abstractos,
como la fase o las constantes iniciales (Medina
& Velazco, 2019) (Osaba-Rodriguez, 2019).

Los paquetes de computacion evitan desgaste en
desarrollos algebraicos complejos, permitiendo
dedicar tiempo al analisis de conceptos, graficas

y resultados. En este estudio se utiliza el paquete
Mathematica, como herramienta didactica, para
estudiar oscilaciones lineales: libres
(movimiento armonico simple), amortiguadas y
forzadas de una masa atada a un resorte, sin tener
un conocimiento solido en Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias (EDO). Con pocos
comandos se obtienen la posicion, la velocidad,
la aceleracion, las energias cinética, potencial y
total y la trayectoria en el espacio de fase, sin
desarrollos algebraicos complicados.

El presente trabajo ha sido motivado por (Lopez-
Marifio, Hernandez-Olvera, Barroso, &
Caballero, 2017) quienes estudiaron el sistema
masa-resorte con Maple obteniendo la posicion,
la velocidad y el diagrama de fase para
oscilaciones libres y amortiguadas. Nuestro
trabajo es mas completo porque incluye otras
observables como la aceleracion, las energias
cinética, potencial y total, para oscilaciones
libres, y oscilaciones forzadas del sistema masa-
resorte. El enfoque tedrico lo consideramos de
(Thornton & Marion, 2003) quienes presentan
un analisis mas complejo sobre oscilaciones que
otros libros de fisica fundamental universitaria
(Alonso & Finn (1995), Tipler & Mosca (2008),
Resnick, Halliday & Krane (2001), Serway &
Jewett (2014).

Metodologia

Se us6 el paquete Mathematica para estudiar las
oscilaciones libres, amortiguadas y forzadas de
una masa atada a un resorte, porque Ssus
capacidades numéricas, simbdlicas y graficas lo
convierten en una herramienta atil, que facilita el
rapido desarrollo de problemas matematicos y la
comprension de problemas fisicos.

Teniendo en cuenta que las ecuaciones de
movimiento para los sistemas fisicos
mencionados son diferenciales de segundo
grado, lineales, homogéneas y con coeficientes
constantes, se estudid como resolver estas



Ecuaciones Diferenciales (ED) (Zill, 1998).
Luego utilizamos el Mathematica para
resolverlas. Encontramos que solo con cinco (5)
comandos podemos estudiar los tres tipos de
oscilaciones mencionadas: DSolve (resuelve una
ecuacion diferencial), Manipulate (crea una
interfaz para variar pardmetros en una funcion),
Plot (grafica una o varias funciones),
ParametricPlot (grafica funciones
dependientes de uno o mas parametros) y
Evaluate (evaluUa los coeficientes de una funcion
en un intervalo determinado).

A continuacion, se ilustrard como obtener con el
Mathematica la solucién y la respectiva grafica
de una ED. Consideremos la ecuacién
diferencial ordinaria de primer orden:

x(t) + ax(t) = a Sin(t) (D

donde x(t) =dx/dt y a es un pardmetro.
Asumiendo como condicion inicial x[0] = 0,
utilizamos la instruccion

3.8 =[Pt (== |

DSolve[{x'[t] + ax[t] == a Sin[t],x[0] ==
0}, x, t] (2)

la cual da como solucién,

{{x - Function[{t}, (a e *(1 — e% Cos[t] +
ae® Sin[t]))/(1 +
a®)1}} (3)

Ademas, se puede analizar el comportamiento de
la solucion con respecto al parametro a por
medio de la instruccion

Manipulate[Plot[(a e"* (1 — e Cos[t] +
ae® Sin[t]))/(1 +
a?),{t,0,10}],{a, 0,10}] (4)

donde a € [0,10]. Enla Figura 1, se muestra la
solucion de la ED (1) con a = 3.8.

[N

Figura 1. Solucion a la ED x(t) + ax(t) = a Sin(t) generada en Mathematica



Resultados

1. Oscilaciones libres. Consideremos un objeto
de masa M atado a un resorte con constante
elastica k, sometido a la fuerza restauradora
—kx. Las unidades de k son Kg/s? y g/s? en los
sistemas MKS y cgs, respectivamente. La
ecuacion de

movimiento de acuerdo a la segunda ley de
Newton es (Thornton & Marion, 2003):

#[t] + (—) x[t] = 0 (5)

. d*x 2 _ k . .
donde X = 7Y W5 = €s la frecuencia propia
del sistema. Esta ED es de segundo orden, lineal,
homogénea y con coeficientes constantes. Es
bien conocido que la solucion general de una ED
de este orden tiene dos constantes. Por tanto, se
requiere establecer dos condiciones iniciales del
sistema. Asumimos como condiciones iniciales
x[0] = Ay x[0] = 0. La solucidn a la ecuacion
(5) se obtiene por medio de la instruccion:

DSolve [{x"[t] + (E)x[t] == 0,x[0] ==
4,x'[0] == 0}, xt] (6)

() acos | [% t”} @

{x — Function

donde A es la amplitud del sistema. Definimos
esta solucién,

k
S[t_A_k_M_]:= ACos \/;t (8)

donde S[t_A_k_M_]: es una funcion que
depende de t y de los pardmetros A, k' y M y
almacena temporalmente la solucién (8) la cual
derivamos una y dos veces respecto al tiempo
para obtener la velocidad S'[t,A,k,M] y la
aceleracion S"'[t, A, k, M].

A \/ESM(\/%C)

S'[t, A k,M] = — = 9)
AkCos(\/%t)
S"[t, Ak, M] = = ———= (10)

En la Figura 2 se muestra la evolucion temporal
de estas cantidades, verificando que la posicién,
la velocidad y la aceleracion son funciones
periddicas. Los valores para A, k' y M (en el
sistema cgs) se tomaron en los intervalos [0,5],
[1,10] y [1,10], respectivamente.

En esta misma figura se observa, ademas, que los
valores iniciales de la posicion y la velocidad
corresponden a las condiciones iniciales dadas
para la ED.
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Figura 2. Posicion, velocidad y aceleracion del oscilador arménico simple.

La expresion que describe la energia total para el

oscilador armdnico simple es:

E=T+U =>mx[t]? + 3 kx[t]? = cte (11)

donde T y U corresponden a la energia cinética

y potencial, respectivamente.

Figura 3.

Constante (k) I
Masa (M)

Amplitud (&)

338

En la Figura 3 se muestra la evolucion temporal
de estas energias. T alcanza el valor maximo
cuando el sistema se encuentra en equilibrio,
mientras que U alcanza sus valores maximos en
la amplitud del oscilador. Ademas, la curva
muestra que la energia total es constante.

/ \ / \ “Eo
AAAA, *

Energias cinética y potencial del oscilador armonico simple



En fisica es atil analizar la trayectoria del x[t] y x[t] y las condiciones iniciales x[ty]y

sistema en el espacio de fase, conformado por x[t,] donde t, indica el tiempo inicial,
coordenadas y momentos (Thornton & Marion, graficando el punto P(x[t], x[t]) para un tiempo
2003) (Goldstein, Poole, & Safko, 2000). La t (ver Figura 4).

trayectoria en el espacio de fase del oscilador
libre se obtiene con el Mathematica a partir de

Constante (k) I
as =M+ == =

Amplitud (4) I

Masa M I

Figura 4. Diagrama en el espacio de fase del oscilador armonico simple. El eje vertical es la velocidad
y el horizontal es la posicion

Para construir el espacio de fase del oscilador
libre, se debe seguir la siguiente instruccién (12):

Manipulate[ParametricPlot[Evaluate[{ S[t,k,M,A],S'[t,k,M,A]}],{t,0,30}],

{ { k,0{.}5,Constante (k)},0,5},{ { 4,5, Amplitud (A)},1,10},{ { M, 10, "Masa (M)"},1,10}]. (12)
2. Oscilaciones amortiguadas. En esta seccién (Alonso & Finn., 1995). Aplicando la segunda
se considerard una masa atada a un resorte ley de Newton se obtiene

moviéndose en un medio que ejerce una fuerza

de amortiguamiento proporcional a la velocidad

de la masa(= —bx), donde b es el parametro de #[t] + b i[t] + fx[t] —0 (13)
amortiguamiento del medio con unidades Kg/s M M

en el sistema MKS) (Thornton & Marion, 2003)



Esta ED también es de segundo orden, lineal,
homogénea y con coeficientes constantes. Con
las mismas condiciones iniciales x[0] = A4 vy
x[0] = 0y con la instruccion Dsolve,

DSolve[{x"[t] + 2Bx'[t] + w3x[t] =
0}, x, t] (14)

se obtiene como solucién:

t( -5~ B2~ 2)
x — Function |{t}, e ( o C[1] +

et<_ﬁ +J’ﬂfw@cm (15)

donde g = b/ZM y w3 = k/M'

Es bien conocido que dependiendo de los valores
de By w, hay tres tipos de movimiento (Thorton
& Marion (2003), Alonso & Finn (1995)): (i)
w3 > p% A esta situacion se le llama
subamortiguado. La masa alcanza a oscilar; (ii)
w3 =p% Este caso se denomina
amortiguamiento critico; (iii) w3 < B2 se llama
sobreamortiguado.

Una ventaja del Mathematica es que permite
analizar los tres casos al mismo tiempo
manipulando los parametros A, k,b y M para

variar los valores de f = b/2M y wi = k/M.

Por medio de las instrucciones Manipulate y
Plot y los pardmetros A, k y M en los intervalos
[0, 10], [0,3] y [O, 10], respectivamente, se
obtiene la posicion, la velocidad y la aceleracion
para los casos subamortiguado, critico y
sobreamortiguado (ver Figura 5). Los valores
asignados a 82 y w3 en cada figura garantizan el
tipo de movimiento que ella representa. Se
observa que la particula oscila solamente en el
caso subamortiguado (Figura 5a). En el caso
critico la masa pasa por el punto de equilibrio,
situacion que no sucede en el caso
sobreamortiguado.

Con la soluciéon obtenida en Mathematica se
obtienen las energias cinética, potencial (solo la
asociada al resorte) y total (ver Figura 6). Solo
en el caso subamortiguado (Figura 6a), Ty U
presentan comportamiento oscilatorio.

Por medio de Manipulate, ParametricPlot y
Evaluate se obtiene la trayectoria del sistema en
el espacio de fase en los tres casos. La Figura 7
muestra estas trayectorias con la respectiva
direccion del campo. Esta figura se obtiene con
un procedimiento similar al planteado en la
ecuacion  (12) fijando previamente las
condiciones iniciales. En la situacion de
subamortiguamiento la trayectoria es una espiral
(Figura 7a). En los casos critico vy
sobreamortiguado la concavidad de la
trayectoria es diferente.
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Figura 5. Posicidn, velocidad y aceleracion del oscilador amortiguado, (a) Movimiento
subamortiguado, (b) Movimiento criticamente amortiguado, (c) Movimiento
sobreamortiguado
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Figura 6. Energia cinética, potencial (solo la asociada al resorte) y total del oscilador
amortiguado; (a) Movimiento subamortiguado, (b) Movimiento criticamente amortiguado,
(c) Movimiento sobreamortiguado.
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Figura 7. Diagrama en el espacio de fase del oscilador amortiguado; (a) Movimiento
subamortiguado, (b) Movimiento criticamente amortiguado, (c) Movimiento
sobreamortiguado

3. Oscilaciones forzadas. En esta seccion se
considerard una masa atada a un resorte
sometida a una fuerza de friccion y a una fuerza

externa periddica (F,Cos(wt)). La ED que
describe el movimiento es (Thornton & Marion,
2003)(Alonso & Finn., 1995):



#[t] + — [t] + - x[t] = 2 Cos(wt) (16)

La solucion a esta ED no homogénea, de
segundo orden, lineal y con coeficientes
constantes tiene dos partes, una general y una
particular (Thornton & Marion, 2003) (Alonso
& Finn., 1995). En Mathematica la solucion se
obtiene de la siguiente forma:

DSolve[{x"[t] + 2B x'[t] + wix[t] =
A Cos|[ t]} x, t] (17)

{{ B,

Function [{t}, <e(t(_ﬁ_ ' (ﬁz_lw(’lz)))C[l] +

o[t (‘?2"“""2)))6[2]) +

Fo ((k—Mw2)Cos(a)t)+ba)5in(a)t))
( bZw2+(k—Mw?2)? (18)

Teniendo en cuenta que A= Fo/M, = b/2M y
w3=k/M se obtiene:

Fo((k — Mw?)Cos(wt) + bwSin(wt))
b2w? + (k — Mw?)?

3 A((wo — @H)Cos(wt) + 2pwSin(wt))

B 402B2 + (Wi — w?)?

(19)

la solucion particular es:
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A
= =)
x, (t) \/(a)g e Cos(wt — 6)
= D(w)Cos(wt
—6). 2D

De esta manera la solucion para la ED (ecuacion
(18)) se plantea de la forma,

(A—F=T0™)) oy

(A F=T0)) o

A

J(w%—w2)2+4w2ﬁ2

Cos(wt — §5). (22)

Considerando la ecuacion (22) y haciendo uso de
Manipulate y Plot se obtienen las gréaficas de las
observables de este sistema. La Figura 8
representa la posicion, la velocidad y la
aceleracion del oscilador forzado, considerando
w3 > B?. Se observa que, para tiempos grandes,
en este casot > 25s, estas tres observables
presentan, aproximadamente, comportamiento
periddico. La Figura 9 muestra la evolucion
temporal de las energias cinética, potencial (solo
la asociada al resorte) y total. Finalmente, en la
Figura 10 se muestra la trayectoria, recorrida en
sentido dextrdgiro, en el espacio de fase del
oscilador forzado.
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Figura 8. Posicion, velocidad y aceleracion del
oscilador forzado.
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Figura 9. Energia cinética, potencial y total del
oscilador forzado.

Pagina 126 de 15

Amortiguamiento (b) I

04 =D+

»
«
]

Constante (k) I

05 =|p]|+

»
«
]

Constante [w) I

Masa (m) I

466 =+

»
«
1

Constante Fy I

Figura 10. Diagrama en el espacio de fase del
oscilador forzado.

Conclusiones

En este trabajo se desarroll6 un estudio sobre
oscilaciones libres, amortiguadas y forzadas,
utilizando pocos comandos del Mathematica y
un conocimiento minimo de EDO. Se obtuvo la
solucién a la ecuacion diferencial para cada
movimiento y se graficdé la posicion, la
velocidad, la aceleracion, las energias cinética,
potencial y total, y la trayectoria en el espacio de
fase. Algunas gréaficas reportadas en este trabajo
como la trayectoria en el espacio de fase del
oscilador sobreamortiguado y con
amortiguamiento critico, o del oscilador forzado,
no estan reportadas en la mayoria de los libros
de fisica consultados.

El paquete Mathematica permite encontrar
rapidamente la solucion de la ED del
movimiento, graficar las observables y analizar

REVISTA NORIA INVESTIGACION EDUCATIVA | Vol.2 Num. 8 (2021)



el efecto de los parametros del sistema,
contribuyendo al desarrollo de un aprendizaje
significativo sobre las oscilaciones, sin
desarrollos matematicos engorrosos, asignando
valores a pardmetros como las condiciones
iniciales, la frecuencia propia y el factor de
amortiguamiento. Construir las gréaficas en vez
de analizar las presentadas en los libros permite
una mayor comprension de los fendmenos.

Este trabajo es una guia practica y didactica que
le permite a estudiantes de un curso de fisica de
nivel intermedio, estudiar en poco tiempo de
manera  completa, oscilaciones lineales
considerando EDO. También le sirve al profesor
porque permite presentar de manera rpida las
soluciones a las EDO vy reforzar los conceptos
importantes a traves de las graficas obtenidas,
articulando la teoria con la simulacion del
sistema fisico.
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