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Resumen

En el presente articulo se pretende socializar una
experiencia de aula desarrollada con estudiantes
de grado 6° de Educacion Basica secundaria (10
— 12 afios) con el objetivo de fomentar en ellos
el descubrimiento de una propiedad geométrica
en cuanto a los triangulos inscritos en
semicircunferencias. A partir de ello, se delimito
este abordaje desde dos aspectos. Primero, la
potencia de las Trayectorias Hipotéticas de
Aprendizaje, como herramientas para prever
coémo conducir a los estudiantes hacia una meta,
de manera flexible, y asiatender posibles
situaciones que deban enfrentar. Segundo, la
posibilidad de apoyar a los estudiantes en el
desarrollo de procesos de generalizacion
desde una propuesta compuesta por fases y
pasos. De esta manera, se desea, contribuir con
ello a modificar ambientes de aprendizaje
centrados en brindar informacion, para dar paso
a espacios de indagacion genuina.

Palabras clave: Trayectoria Hipotética de
Aprendizaje (THA); Generalizacion;
Generalizacion Geométrica; Conjetura.

Abstract

In this article aims to communicate a classroom
experience in which 6th grade students from
Secondary Basic Education (10 - 12 years old)
were sought to discover a geometric property of
the triangles inscribed in semicircles. Attention
is wanted to be draw to two aspects. The first,
the power of the Hypothetical Learning
Trajectories, as tools to foresee how to lead
students towards a goal, in a flexible way,
attending to possible situations that they must
face. The second, the possibility of supporting
students in the development of generalization
processes, based on a proposal of phases and
steps. It is believed to contribute with this to
modify learning environments focused on
providing information, to give way to spaces for
genuine inquiry.
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Introduccion

Como lo mencionan Gomez y Lupiafiez (2007)
la nocién de Trayectoria Hipotética de
Aprendizaje (THA) ha despertado gran interés
entre investigadores y profesores en Educacion
Matematica, desde hace aproximadamente 25
afios. En efecto, segin dichos autores, Martin
Simén fue el primero en introducir esta nocion y
surgi6 como un modelo de apoyo para la
ensefianza de las matematicas, basado en la
identificacion de desempefios predeterminados y
en el disefio riguroso de tareas para lograrlos. Asi
mismo, las THA son herramientas que ayudan a
los profesores a centrar la mirada en el
aprendizaje, como fuente de informacién para la
ensefianza de conceptos 0 procesos matematicos.
De esta manera, permiten tener una comprension
mas clara sobre como los escolares aprenden
matematicas y sobre como se puede intervenir
para apoyar el desarrollo de los conocimientos
matematicos que estén trabajando. En definitiva,
con estos presupuestos en mente se asume el reto
de construir una THA para promover el proceso
de generalizacion de una propiedad geométrica
por parte de nifios de sexto grado de educacion
béasica secundaria, con edades entre los 11y 12
afos.

Por consiguiente, acerca del proceso de
generalizacion, se observa que este es
importante en el desarrollo del pensamiento
matematico y es uno de los principales retos de
la formacion matematica. Es considerado como
un proceso central del trabajo escolar. En los
Estandares  Béasicos de  Competencias
Matematicas colombianos (MEN, 2006) se
plantea que:

Las actividades de generalizacién
de patrones numéricos,
geométricos y de leyes y reglas de

tipo natural o social que rigen los
numeros y las figuras son muy
importantes; son una forma de
preparar el aprendizaje
significativo y comprensivo de
los sistemas algebraicos y su
manejo simbdlico, antes de llegar
a grados superiores de secundaria

(pag.67).

Por otra parte, en los Lineamientos Curriculares
de Matematicas (MEN, 1998), también se
menciona la importancia de promover
actividades de generalizacion de patrones
numéricos y geomeétricos, ya que la exploracion
y la manipulacion de nameros y figuras hace que
los estudiantes busquen regularidades, formulen
enunciados generales y argumenten acerca de la
certeza de estos.

De acuerdo con lo anterior, en este articulo
ademas de comunicar una experiencia de aula en
donde se busca que los estudiantes generalicen
la  siguiente propiedad: dada una
semicircunferencia y un triangulo inscrito en
ella, si uno de los lados del triangulo es
diametro, entonces el triangulo es rectangulo, se
expone la THA prevista y se presentan los
momentos del trabajo de los estudiantes. De esta
manera, se pretende hacer un contraste con la
Trayectoria Real de Aprendizaje (TA). También,
se hace una sintesis de algunos trabajos sobre
THA en Educacién Matematica, se presenta el
marco conceptual que fundamenta la THA
propuesta y se informa sobre el proceso que dio
lugar a su elaboracion. Finalmente, se espera que
por medio de este articulo se geste un interés en
cuanto al uso de esta importante herramienta.

Estudios sobre THA en Educacion
Matematica

En una revision bibliografica acerca del tema, en
el campo de la Educacion Matematica, se
encontré como primer referente sobre las THA
el estudio de Simén (1995). En este, el autor
define las primeras bases acerca de las THA. En



una investigacion posterior, Tzur (1999) toma la
idea de Simdn (1995) para el desarrollo de un
trabajo referente a la construccion del concepto
de fracciones impropias en nifios de cuarto
grado. Ademas de usar la idea de THA, Tzur
propone algunos elementos que debe tener en
cuenta un docente al construir una THA. En
efecto, estas primeras miradas hacia las THA por
parte de Simén (1995) y Tzur (1999)
cobraron mayor impacto tras unir sus estudios
con el fin de producir un nuevo trabajo en donde
involucran dos elementos importantes, a saber:
las etapas de aprendizaje en los nifios enfocadas
directamente en el concepto de fracciony los
tipos de tareas que promueven la ensefianza de
dicho concepto matematico en el disefio de una
THA, Tzur y Simoén (1999). En el afio 2000,
Tzur retoma sus estudios sobre THA fracciones,
y la produccién investigativa hecha en conjunto
con Simoén, en donde busca que los estudiantes
dejen de ver la fraccién unitaria como una
relacion parte-todo a verla como un operador,
(Tzur, 2000). Finalmente, En 2004 Simo6n y
Tzur, amplian sus investigaciones y enfatizan en
el rol que cumplen las tareas matematicas en el
aprendizaje de un concepto y, por lo tanto, en la
concepcién de una THA.

A partir del trabajo de Simoén y Tzur, surge el
interés investigativo en Educacion Matematica
sobre THA. En la mayoria de los estudios, los
autores toman como referente la definicion de
Simén (1995) y proponen sus propias
perspectivas. Uno de estos estudios corresponde
a Clements y Sarama (2004) quienes dejan de
lado el caracter hipotético enunciado en
investigaciones anteriores acerca de las THA y
plantean un nuevo paradigma, a saber: las
trayectorias reales de aprendizaje (TA). Asi
mismo, al hacer una comparacion indican que las
THA hace referencia al conocimiento a priori
mientras que las TA al conocimiento posteriori.
En consecuencia, para el 2009, Clements y
Sarama toman sus trabajos desarrollados en el
2004 y exponen una TA sobre el proceso de

conteo e indican la transicion por niveles de
acuerdo con las edades de los nifios. Por otro
lado, GOomez y Lupidfiez (2007) toman la
definicion de Simon (1995) sobre THA vy la
conciben como una herramienta importante en la
formacion de profesores de matematicas de
secundaria. De esta manera, construyen una
THA sobre funcion cuadratica donde enuncian
los posibles caminos o rutas que siguen los
escolares en el aprendizaje; esta trayectoria
orienta a profesores sobre como deberia
ensefiarse este concepto.

Asi mismo Leon, Celis y Guilombo (2014)
toman las ideas de los trabajos desarrollados por
Simon y Tzur (2004) y Sarama y Clements
(2009) para construir una TA de nociones
geomeétricas, dirigida a estudiantes sordos en
escolaridad inicial. Con el fin de aterrizar dichas
perspectivas sobre las THA en Colombia, en esta
revision bibliografica, concebimos este trabajo
como el primer estudio sobre trayectorias
realizado en nuestro pais. Por otro lado, un
nuevo trabajo enfocado a la poblacion de
inclusion colombiana es desarrollado por
Rodriguez (2016) y usa como referente a Sarama
y Clements (2009). En dicho trabajo, se articulan
las ideas en torno a las THA e inclusion, asi
como la incorporacién de tecnologia en la
ensefianza de las operaciones sumay resta 'y en
el proceso de conteo en estudiantes que
presentan alguna discapacidad no solo referida a
la sordera.

En la ultima década se encuentran varios
trabajos que retoman las ideas de Simén 'y Tzur
(2004), asi como las de Clements y Sarama
(2004, 2009). Por ejemplo, Martinez, Llinares y
Torregrosa (2015) usan las TA para analizar
trayectorias de aprendizaje de maestros en
formacion y disefian THA sobre la ensefianza del
concepto de fracciones, haciendo uso del
tangram como herramienta didactica. Por otra
parte, Ivars, Buforn y Llinares (2016) dirigen su
investigacién hacia los maestros en formacion
con el fin de promover en ellos competencias



profesionales en funcién de TA sobre las
fracciones. En el afio 2017, Carcamo desarrolla
un estudio enfocado a la innovacion docente en
donde identifica una TA de los conceptos
algebraicos “conjunto generador” y “espacio
generado”. De igual modo, Sicuamia (2017)
presenta una TA para la formacion de profesores
de basica primaria en ejercicio en torno a la
orientacion espacial. Finalmente, en el afio 2018
Orts, Llinares y Boigues sugieren una THA del
concepto de recta tangente para alumnos de
bachillerato.

Definicion, componentes y caracteristicas de
una THA

En consonancia con lo planteado por Simon
(1995), Clements y Sarama (2004) en este
trabajo definimos la Trayectoria Hipotética de
Aprendizaje (THA) como: un proceso
conjeturado de pensamiento y aprendizaje
orientado por una meta especifica, el cual se
organiza con base en unas tareas relacionadas
entre si que ayudan a conseguir la meta a partir
de una hipdtesis acerca de la ruta que deberia
sequir el aprendizaje. En efecto, las tareas se
disefian para suscitar aquellos procesos mentales
0 acciones hipotéticas que los estudiantes
deberian realizar para transitar por niveles de
pensamiento que apoyen el logro de objetivos
especificos en un dominio matematico. En el
Cuadro 1, presentamos los elementos que
componen una THA y las caracteristicas
distintivas.

Elementos de una THA

Caracteristicas de una THA

La meta de aprendizaje.

instruccion. particulares.

aprendizaje mediante el cual se
disefian las tareas de instruccion.

Se basa en la comprension de los conocimientos actuales de los estudiantes.

Una secuencia de tareas de | Es una ruta que sirve para planificar el aprendizaje de conceptos matematicos

Una o més trayectorias o0 | Mediante tareas matematicas, proporciona herramientas que promueven el
progresiones hipotéticas sobre el | aprendizaje de conceptos matemaéticos particulares; las tareas son parte clave
desarrollo del pensamiento y el | del proceso de instruccion.

La participacion del profesor en orientar la ensefianza segin la THA es
esencial, debido a la naturaleza hipotética e inherentemente incierta de este
proceso. Por consiguiente, el rol del docente es activo.

Cuadro 1. Elementos y caracteristicas de una THA

Proceso de Generalizacion

En geometria, usualmente la generalizacion se
hace con el fin de descubrir propiedades de
objetos geométricos partiendo del estudio de
casos particulares. Posteriormente, se identifican
caracteristicas comunes y se expanden estas
caracteristicas al objeto geométrico visto de
manera general. A partir de ello, seguin Mora
(2012) la generalizacion esta relacionada con
otros procesos propios de la actividad
matematica, que podrian considerarse mas
particulares tales como: inducir, observar,

descomponer, hacer analogias,
descontextualizar e identificar caracteristicas
comunes y argumentar. Por consiguiente, estas
relaciones dejan ver que la generalizacion es
importante y debe atenderse en la ensefianza de
las matematicas. Asi pues, al tomar como
referencia a Mora (2012) y a Cariadas, Deulofeu,
Figueiras, Reid y Yevdokimov (2008)
proponemos que el proceso de generalizacion se
organice en cuatro fases y siete pasos. De esta
manera, en el Cuadro 2 sintetizamos nuestra
propuesta.



Reconocimiento de semejanzas y diferencias entre los atributos de varias representaciones que tienen
una propiedad comdn.

Fase 1
Ver

Pasos:

1. Traduccién de un enunciado verbal o escrito en dos 0 mas representaciones.

2. Exploracion empirica de las representaciones realizadas.

3. Observacion de caracteristicas especiales de las representaciones y de sus regularidades, con base
en la percepcion de las representaciones individuales.

Fase 2

Descripcion oral de la regularidad identificada en las representaciones. Es fundamental que los
estudiantes hablen, comuniquen sus ideas, expresen lo que ven, de manera oral.

Describir

Paso:

4. Formulacién oral de una regularidad detectada con base en las caracteristicas especificas de las
representaciones.

Escritura de la conjetura formulada oralmente, con apoyo de dibujos, simbolos, términos y notacion
geomeétrica, de manera natural, espontanea, propia, preferiblemente por necesidad y no por persuasion

Fase 3 | O instruccion del profesor.

Escribir | Paso:

especificas.

5. Escritura de la regularidad descrita en un enunciado tipo conjetura con base en las representaciones

Busqueda de razones para sustentar la certeza de la propiedad hallada. Se apoya en preguntas como:
¢ Como se esta seguro de que la propiedad siempre se cumple? ;Por qué se da esa situacion?

Fase 4 Pasos:

Verificar | 6. Justificacion empirica de la conjetura y bsqueda de una explicacion.
7. Generalizacion del enunciado de la conjetura a la figura geométrica genérica, es decir, sin

condiciones especificas.

Cuadro 2. Pasos del proceso de generalizacion de una propiedad geométrica

Metodologia

Con base a las fases anteriores se disefid la THA
sobre el proceso de generalizacion de una
propiedad geométrica a partir de las siguientes
etapas:

Etapa 1: Fundamentacién conceptual: Ademas
de revisar la nocion de THA y establecer sus
caracteristicas, se estudié el proceso de
generalizacion geométrica para proponer unas
fases y pasos de tal proceso.

Etapa 2: Disefio de la THA: Se propuso una
meta de aprendizaje, asi como un conjunto de
tareas. En efecto, las tareas se estructuraron de
acuerdo con previsiones sobre posibles
actuaciones y dificultades que podrian tener los
estudiantes. Asi pues, una implementacion

piloto nos ayudé a configurar mejor la

trayectoria.

Etapa 3: Implementacion de la THA: La THA se
aplico a estudiantes de grado sexto de un colegio
distrital de la ciudad de Bogota; cabe destacar
que la segunda autora de este articulo era la
profesora. Aunque la implementacion se realiz6
con todo el curso. Para empezar, se
seleccionaron seis estudiantes, los cuales se
destacaban en la clase de geometria por sus
competencias comunicativas, para hacer una
grabacién de audio y video de aquello que los
estudiantes hacian o hablaban.

Etapa 4: Contraste entre la THA y la TA: A
partir del material compuesto por grabaciones de
audio y video se realizd un contraste entre lo
previsto en la THA y la TA. De esta manera, se



propusieron algunas sugerencias para futuras
implementaciones.

THA sobre el proceso de generalizacion de una
propiedad geométrica

Posteriormente, se presento la THA en torno al
proceso de generalizacién de una propiedad

geométrica. En efecto, en el Cuadro 3 se
referencia la meta de aprendizaje y el enunciado
del problema inicial que se les propuso a los
estudiantes. Asi mismo, en el Cuadro 4 se
expone la trayectoria propiamente dicha.

Meta de aprendizaje

Enunciado del problema

Descubrir, conjeturar y proponer, a manera de expresion
general, la siguiente propiedad geométrica: dada una
semicircunferencia y un tridngulo inscrito en ella, si uno
de los lados del triangulo es didametro, entonces el

Construye una

semicircunferencia.
propiedad geométrica comun tienen los triangulos que
se forman tomando los extremos del didmetro y otro
punto de la semicircunferencia, como vertices.

Explora qué

triangulo es rectangulo.

Cuadro 3. Meta de aprendizaje y enunciado del problema.

En la columna 1 del Cuadro 4 se incluyo los
pasos del proceso de generalizacion segun la
progresion prevista para el aprendizaje (excepto
la primera accion que busca una interpretacion
del enunciado). Asi mismo, en la columna 2 se
expuso una idea de lo que podria pasar cuando
los estudiantes se enfrentan al problema. De
igual manera, en la columna 3 se plantearon
tareas que el profesor podria construir, de

sugerencias adicionales para el profesor. Por otra
parte, las tareas se concibieron para ser resueltas
mediante el uso de papel con el apoyo de
materiales como: regla, compés y transportador.
Sin embargo, si se desea, pueden adaptarse a un
trabajo con un programa de geometria dinamica,
aprovechando la posibilidad de arrastrar puntos
de la construccion, para hacer la exploracion
empirica de manera dindmica, esta idea esta

acuerdo con lo que podria pasar. De manera

mayormente

expuesta en

nuestra

andloga, en la columna 4 se realizaron (Bocanegra y Devia, 2019)
Progresion ¢ Qué puede pasar? Tareas para apoyar la Sugerencias de gestion
progresién
Fase 1: Ver

Interpretar el
enunciado del
problema

Los estudiantes entienden

los términos del enunciado
del problema e interpretan
lo que tienen que hacer.

No se propone tarea.

No aplica.

Los estudiantes no
entienden algunos
términos geométricos
involucrados en el
enunciado del problema.

Tarea 1:

Explica con tus palabras qué
entiendes por
semicircunferencia,
diametro, extremos del
didmetro y vértice.

Resaltar las palabras que
pueden generar dificultades en
la interpretacion y preguntar
por su significado, poner
ejemplos, preguntar por las
relaciones entre algunos de los
objetos mencionados.

Los estudiantes no
entienden qué tienen que
hacer.

Tarea 2:

Explica con tus palabras de
queé se trata la tarea.

Guiar la interpretacion
dirigiendo la atencion a los
objetos geométricos a
considerar para delimitar




sobre cudl objeto se debe
buscar algo.

Guiar la atencion hacia las
palabras del enunciado con el
fin de indicar aquello que se
debe hacer para interpretar el
proposito de la tarea.

Traducir el
problema a una
representacion
geométrica para

Los estudiantes hacen una
representacion correcta de
una semicircunferencia
con més de un triangulo
inscrito que tienen un
didmetro como lado.

No se propone tarea.

No aplica.

Los estudiantes hacen una
representacion correcta
con un solo tridngulo.

Tarea 3:

Construye, en la misma
semicircunferencia, al menos
otro triangulo que cumplan

Pedir releer el enunciado y
representar otros tridngulos.

hacer la 2
exploracion. las condiciones del
(Paso 1) enunciado.
Los estudiantes no tienen | Tarea 4: Proporcionar plantillas de
destreza en el uso de Construye una circunferencias. Pedir a los
compas o no tienen un semicircunferencia usando el | €studiantes recortar y doblar
compas adecuado. molde de una circunferencia. | Por la mitad para luego usarlas
como moldes. Finalmente,
dibujar los triangulos.
Los estudiantes deciden No se propone tarea. No aplica.
investigar las medidas de
los lados y de los angulos
de los triangulos.
Los estudiantes realizan Tarea 5: Proponer ejemplos sobre
alguna accion sobre la Explica qué propiedades propiedades que se pueden
representacion (como pueden tener los triangulos, | investigar en los triangulos,
Hacer una contar los segmentos, que adin no conozcas. hasta conseguir alusion a

exploracién
empirica para
enriquecer la
representacion en
busca de alguna
propiedad.

(Paso 2)

comparar las figuras que
hay, resaltar lados, medir
lados o angulos) sin
centrar la atencidn en el
objeto que se quiere
investigar.

A los estudiantes no se les
ocurre investigar las
medidas de los lados y de
los &ngulos.

estudiar las medidas de los
lados y medidas de los
angulos.

Los estudiantes hacen uso
correcto del transportador
y la regla graduada.

No se propone tarea.

No aplica.




Los estudiantes hacen uso
incorrecto del
transportador y la regla.

Tarea 6

Construye y toma las
medidas de distintos angulos
y segmentos.

Explicar como se miden
angulos y segmentos haciendo
uso del transportador y la
regla.

Proporcionar una guia
adicional en la que los
estudiantes deban construir y
medir angulos y segmentos.

Proporcionar escuadras o
cufias para comparar angulos,
si los estudiantes tienen
dificultades para medirlos.

Observacion de la
propiedad en un
conjunto de
triangulos.
(Paso 3)

Los estudiantes
encuentran la propiedad
solicitada.

No se propone tarea.

No aplica.

Los estudiantes exploran
con un namero limitado de
triangulos.

Tarea 7:

Construye otros triangulos
inscritos en la circunferencia
pero que no tengan un
didmetro como lado, y
compéralos con los que
hiciste inicialmente.

Sugerir a los estudiantes que
exploren los triangulos hechos
en semicircunferencias mas
grandes 0 pequefias.

Pedir a los estudiantes
construir nuevos triangulos
que cumplan las condiciones
del enunciado del problemay
estudien qué propiedades
tienen.

Los estudiantes no
encuentran alguna
propiedad comun a todos
los tridngulos.

Tarea 8:

Construye triangulos que
cumplan las condiciones del
problema y otros que no las
cumplan y comparalos hasta
encontrar semejanzas entre
ellos con sus respectivas
condiciones.

Presentar varias
representaciones de triangulos
inscritos en circunferencias
(que sean ejemplos y no
ejemplos de la situacion a
explorar) para que los
estudiantes hagan
comparaciones hasta centrar la
atencion en un angulo
especial.

Fase 2: Describir

Formulacién oral
de una
regularidad

Los estudiantes formulan
oralmente la conjetura
usando una expresién
condicional.

No se propone tarea.

No aplica.




detectada con
base en las
caracteristicas
especificas de las
representaciones.
(Paso 4)

Los estudiantes formulan
oralmente la conjetura,
pero no mencionan
algunas de las condiciones
del antecedente o el
consecuente de esta.

Tarea 9:

Recuerda las condiciones
que debe tener el tridngulo,
segln el enunciado del
problema. Si un tridangulo
tiene esas condiciones ;qué
propiedad podemos afirmar
que tiene?

Pedir analizar formulaciones
de enunciados similares a la
conjetura, pero en donde
falten condiciones. Por
ejemplo: “Si un triangulo tiene
los vértices en una
semicircunferencia, ¢;es
rectangulo?”, “Si ningun lado
de un tridngulo cuyos vértices
estan en una
semicircunferencia es un
didmetro, ¢es rectangulo?

Los estudiantes no saben
como iniciar la
formulacién o la formulan
de manera incorrecta.

Tarea 10:

Completa la oracién: si un
triangulo tiene sus veértices
en una semicircunferencia y
un lado es el didmetro puedo
afirmar que el tridangulo es:

Pedir a los estudiantes trabajar
en parejas. A partir de ello,
uno de ellos da las
condiciones de un triangulo y
el otro decide si se puede
afirmar o refutar que el
triangulo es rectangulo, sin
necesidad de medir sus
angulos.

Fase 3: Escribir

Escritura de una
conjetura en
formato
condicional.
(Paso 5)

Los estudiantes realizan la
escritura de la conjetura
correctamente.

No se propone tarea.

No aplica.

Los estudiantes no saben
como formular la
conjetura de manera
escrita o la formulan de
manera incorrecta.

Tarea 11:
Completa la oracién:

Si un triangulo
entonces el triangulo es

Proponer diferentes formatos
condicionales para expresar la
misma conjetura. Por ejemplo:

Cuando vea un tridngulo

puedo afirmar que
Dado un tridngulo ,
este es

Todos los triangulos
son

Fase 4: Verificar

Verificacion
empirica de la
conjetura.
(Paso 6)

Los estudiantes completan
la circunferencia 'y
construyen segmentos
congruentes y paralelos a
los lados del tridngulo, por
los extremos del diametro.
Observan que se forma un
rectangulo.

Tarea 12:

Verifica que los angulos son
rectos aun cuando el
cuadrilatero tenga un lado de
longitud pequefia.

Solicitar completar la oracion:
Si un cuadrilétero tiene
vertices en una circunferencia
y la diagonal es didmetro
entonces los angulos son




Los estudiantes verifican
la conjetura comprobando
que se cumple en casos
extremos (por ejemplo,
cuando el vértice que no
es extremo del didametro
estd muy cerca a otro
vértice).

Tarea 13:

Completa la circunferencia y
construye segmentos
congruentes y paralelos a los
lados del triangulo, por los
extremos del diametro.
Observa qué cuadrilatero se
forma.

Los estudiantes no saben
como verificar la
conjetura.

Tarea 14:

Verifica que se cumpla la
propiedad encontrada en
otros tridngulos, incluso unos
con el vértice que no es
extremo del diametro
ubicado muy cerca de un
extremo.

Apoyar la construccion de un
cuadrilatero inscrito en la
circunferencia, con las dos
diagonales como diametros,
haciendo otro tridngulo
congruente al primero.
Comprobar que es un
rectangulo observando la
congruencia y biseccion de sus
diagonales, luego concluir que
los angulos son rectos.

Generalizacién de
la conjetura.
(Paso 7)

Los estudiantes
generalizan la propiedad
geomeétrica encontrada.

No se propone tarea.

No aplica.

Los estudiantes no
generalizan la propiedad
geomeétrica encontrada.

Tarea 15:

Discute con tus compafieros
la siguiente afirmacion: “no
necesito medir los angulos
de un triangulo que tiene los
veértices en una
semicircunferencia y un lado
es el diametro para saber que
es rectangulo”.

A poyar la discusion entre los
estudiantes promoviendo la
siguiente idea: es posible
suponer que un tridngulo sea
rectangulo, sin medir los
angulos, solo porque cumple
las condiciones incluidas en el
enunciado del problema.

Cuadro 4. THA.

Resultados

Interpretacion del enunciado de la tarea

Antes que nada, es importante aclarar que en esta
descripcion, analisis 'y exposicion de los
siguientes resultados cobra sentido enunciar
el interés sobre los asuntos especificos
delimitados por las fases y pasos expuestos en la
previa THA y posteriormente aplicada a los
estudiantes. Por consiguiente, a continuacion, se
presentan algunas de las producciones realizadas
por los estudiantes y a su vez obtenidas en el aula
de clase al aplicar la THA. A su vez, se podria
hallar una mayor ampliacion de estas
producciones en nuestra tesis Bocanegra y Devia
(2019).

Los estudiantes Oscar, Ana, Mariana, Sebastian,
Michell y Valeri se organizan en grupo.

Mariana lee el enunciado del problema. A partir
de ello, los nifios manifiestan a la profesora
Angélica no entender los términos involucrados.
A pesar de ello, cabe aclarar que los estudiantes
habian trabajado, en clases anteriores, las lineas
notables de la circunferencia. Por consiguiente,
al oirlos, ella les propone la Tarea 1 e inician
interpretando qué es una semicircunferencia.
Enseguida, Oscar representa una circunferencia,
a mano alzada, en una hoja blanca y los
comparieros hacen lo mismo. Sin embargo, la
profesora Angélica pregunta: “Si, lo que acaban



de dibujar es una circunferencia, ¢que seria una
semicircunferencia?”. - “La mitad”, dijo Oscar.
Los demés, mediante gestos, manifiestan
entender. Luego, la profesora pregunta al grupo
que entienden por diametro y por extremo de un
diametro. Seguido a ello, Mariana, Michell,
Sebastian y Valeri representan un radio. En
cambio, Oscar y Ana no hacen ninguna

representacion y mencionan que no se acuerdan.
Seguido a ello, la profesora dibuja en el tablero
dos circunferencias; en una representa un radio y
en la otra un diametro (Figura 1). Luego
pregunta, ¢cual es la relacion entre las dos
lineas? A lo que Sebastian responde: -“son
diametros”; seguido a ello los demads asienten.

Figura 1. Diferencia entre radio y diametro

En consecuencia, la profesora les pregunta si
estan seguros a lo cual Oscar paso con cierta
alegria al tablero, borra el AD y motiva la
siguiente conversacion:

Oscar: Yo digo que ese segmento
[sefialando AB] es un radio y no
un diametro.

Profesora: ¢Y qué es un didametro?

Oscar: Un diametro son dos radios.

Profesora: ¢Dos radios cualesquiera?

Ana: No, tienen que estar en la misma
linea.

Profesora: Deben estar contenidos en la
misma recta y esta pasa por el
centro de la circunferencia. Y,
icuales son los extremos de un
diametro?

Oscar: Tenemos una
semicircunferencia... entonces...
queda como un transportador. El
punto B es cero grados y el punto
D es ciento ochenta.

Valeri: Asi es muy confuso, es mas facil
decir que los extremos del
didmetro son B y D, que hacen
parte del didmetro y la
circunferencia.

En concordancia con lo anterior, en el cuadro 5
presentamos las definiciones sobre angulo que
escribieron algunos nifios, referente a la
definicion de veértice de éangulo no hubo
discusion, pues los estudiantes manifestaron
tener claro su significado. Una vez aclarada la
terminologia, la profesora retoma el problema y
les pregunta qué deben hacer. Como manifiestan
no entender, ella propone la Tarea 2.
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Cuadro 5. Algunas definiciones consignadas por los estudiantes.

Oscar: Para solucionar la actividad, los

Para abordar la tarea, la profesora Angélica
indica a los nifios subrayar con color verde las
acciones que se mencionan en el enunciado y
con color rojo los objetos geométricos con los
que tienen que trabajar y les pregunta ;qué es lo
que tienen que hacer?

Oscar: Para resolver el problema toca
hacer el dibujo de wuna
semicircunferencia y en ella
ubicar el diametro y los extremos.
Luego se hace un punto en
cualquier lugar de la
semicircunferencia y ese punto y
los dos puntos del diametro
formarian un triangulo. Cuando
se hace eso, toca encontrar una
propiedad geométrica de ese

triangulo.

Profesora: ¢Se puede hallar una propiedad
geométrica observando
caracteristicas de un solo
triangulo?

Ana: A mi me ensefiaron el afio pasado

que para encontrar una propiedad
geométrica se deben usar dos o
mas objetos.

triangulos se realizan tomando un
punto de la semicircunferencia y
los dos puntos extremos del
diametro... mmm... pero...
bueno, para hacer varios
triangulos hay que coger varios
puntos de la semicircunferencia.
Y pues... mmm... ahi se halla
una propiedad geométrica comin
a todos los triangulos que se
hicieron.

Después de la intervencion de Oscar, Valeri dice
- “el enunciado del problema estd un poco
enredado, pero ya lo comprendo”, por otro lado,
los demas estudiantes mediante gestos
manifestaron tener claro lo que deben hacer.

Paso 1: Traducir el problema a una
representacion geométrica para hacer la
exploracion

La profesora Angélica nota que los estudiantes
no tienen buena destreza con el uso del compas,
por consiguiente, opta por proponer la Tarea 4.
De acuerdo a esto, les entrega plantillas
circulares hechas en cartulina, los estudiantes las
doblan por la mitad y la usan de guia para
representar una semicircunferencia. Luego, con



el fin de diferenciar los triangulos concluyen
utilizar colores distintos. Finalmente, usan una
regla para construir algunos triangulos segun las

especificaciones

dadas obteniendo asi lo

expuesto en la Figura 2.

Figura 2. Representacion del enunciado hecha por Mariana

Al hacer la representacion los estudiantes se
manifiestan muy solidarios y se apoyan unos a
otros, la siguiente conversacion es una muestra
de ello.

Mariana:  Usando lo que dijimos hace un
rato. Para encontrar una
propiedad que se cumpla en
muchos triangulos toca hacer mas

de dos tridngulos.

Sebastian: (El punto puede estar en
cualquier lugar de la
semicircunferencia?

Oscar: Se puede en cualquier lugar de la
semicircunferencia y se forma un
triangulo.

Paso 2: Exploracion empirica de las

representaciones realizadas

Como el fin es identificar una propiedad
geométrica en los triangulos construidos, la
profesora les pide a los estudiantes explorar la
representacion hecha. En consecuencia, los
nifios cuentan el niamero de lados, de vértices y
de éangulos. Posteriormente, Sebastidn muy
emocionado dice: - “Siempre en los triangulos
podemos ver que tienen tres lados, también tres
vértices y los angulos que también son tres”. Sin
embargo, la profesora les dice que eso ya lo

saben y por ende el objetivo es buscar algo
distinto, debido a esto, se evoca el siguiente

diélogo.
Michell:

Profesora:

Michell:
Valeri:

Oscar:

Profesora:

Oscar:

Mariana:

Profesora:

Yo sé. Tal vez se puede mirar la
forma que tienen los tridngulos.

¢Como asi que la forma? ;A qué
te refieres?

Pues si es grande, chiquito...

Yo creo que Michell se refiere a
la medida de los lados, /no?

Si vemos algo en comdn, los
triangulos tendrian que ser
escalenos, isdsceles o equilateros.
Ya que esa es la clasificacion
segun sus lados, ¢cierto, profe?

Si, eso es correcto. (O qué otra
propiedad podriamos mirar?

Profe, entonces ver si es
obtusangulo,  acutdngulo o
rectangulo ¢verdad?

O sea, clasificacion por la medida
de sus angulos.

Si, tienen toda la razén ¢Creen
que podriamos explorar algo
mas?



Sebastian: Profe, también podriamos mirar
los angulos externos del triangulo

Yy Ver qué pasa.
Profesora: Si, también.

Ana: Las propiedades que se pueden
estudiar son: la medida de los
lados, la medida de los angulos
internos y externos, hacer la
clasificacion de los triangulos por
la medida de sus lados y sus
angulos.

Profesora: ¢(Como hacemos para explorar
para ver qué propiedades tienen
los triangulos?

Valeri: Podemos usar, para medir los

angulos, el transportador. Y para
medir los lados, la regla.

Una vez los estudiantes inician a medir los
angulos, la profesora se da cuenta que Sebastian,
Michell, Valeri 'y Mariana no usan
correctamente el transportador. Por esta razon,
suspende temporalmente el trabajo y propone la
Tarea 6. Para esto ademas de darles una hoja con
varios angulos que debian medir, les pide dibujar
angulos especificos (45°, 60°, 80°, 125°), medir
algunos segmentos y construir segmentos dadas
sus medidas, todo esto con el fin de verificar si
los estudiantes hacen uso correcto de la regla
graduada.

Paso 3: Observacion de caracteristicas
especiales de las representaciones

Concluida la tarea referente al uso de la regla 'y
el transportador, los estudiantes miden lados y
angulos de los triangulos dibujados en la
representacion. Al finalizar, Ana un poco
angustiada dice: - “no encuentro algo comun
pues todas las medidas me dan distintas”. A
causa de esto, la profesora los anima a seguir
explorando y luego de unos minutos se da el
siguiente dialogo:

Oscar:
Profesora:
Oscar:

Profesora:

Oscar:
Profesora:

Sebastian:

Mariana:

Michell:

Valeri:

Profesora:

ijHe encontrado algo!

¢Qué?

Medi todos los triangulos y
encontré que tienen un lado que
mide siempre lo mismo. Por la
forma como se hizo la
construccién de la figura, hay un
lado que es el mismo en todos los
triangulos.

Eso es correcto. ¢Y dijimos que
ese lado como se Ilamaba?

Ese segmento es el diametro.

Si... bueno, miren que ya
sabiamos que todos los tridngulos
tenian un lado igual, porque es el
didmetro. Pero estamos buscando
algo que no sabemos con la
informacion que nos da el
enunciado.

[Pasados unos minutos]

Los angulos de abajo siempre me
dan menor a 90°.

iAh! Y a mi me resulta que el
angulo de arriba siempre es de
90°. Muestra su representacion
(Figura 3).

b ’. e
.90 — €0
e, \\ :

3 ~28 N s
&, ol X
« O ~N \
Al o JIA\M N
. 1O0cm tocm 10 Cr\*\ docm
Figura 3

La medida del &ngulo cuyo
vértice es distinto a los extremos
del diametro.

A mi no me da noventa, pero si
parecido.

Esto sucede por falta de precision
al medir con el transportador o
porque no estan midiendo de
manera correcta. Si tuviéramos



algo que nos permita medir con
exactitud muy seguramente esto
no ocurriria.

Oscar: Mira profe, siempre el &ngulo de
arriba es de 90 y los otros dos
angulos son agudos ¢Ves?...
(ves? Entonces... no estoy muy
seguro, pero podria decir que esos
triangulos son siempre
rectangulos.

Al ver esto, la profesora Angélica decide
proponer la Tarea 7 y les pregunta ¢qué pasa Si
la semicircunferencia es méas grande o
mas pequefia que la construida? A esto, Oscar
afirma: - “el angulo de arriba ya no seria de
noventa, sino mayor’, por consiguiente,
Sebastian y Mariana manifiestan estar de
acuerdo con Oscar, sin embargo, los demas
manifiestan no saber lo que puede pasar.
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Figura 4. Exploracién de Michell

Aunque Oscar ha formulado la propiedad que
debian descubrir, la profesora decide proponer la
Tarea 8. Para esto, entrega una hoja en la que se
representan varias semicircunferencias, cada una
con un tridngulo inscrito en ella. En unos casos,
un lado del tridngulo es un diametro y en otros
casos no. Luego, les pide a los estudiantes
identificar en qué casos el triangulo es
rectangulo. Inicialmente, los nifios intentan

Paso 4: Formulacién oral de una regularidad
detectada

Para el desarrollo de latarea 7, la profesora
entrega a los estudiantes plantillas de
semicircunferencias de distintos radios, luego,
les pide que construyan triangulos con las
caracteristicas dadas en la tarea anterior y
analicen que pasa con los angulos de estos
triangulos. Después de medir los angulos de
varios triangulos Oscar menciona: - “en todos
los triangulos siempre hay un angulo de 90”.
Ante esto, los demas estudiantes, entusiasmados,
confirman en coro lo mencionado por Oscar y
Michell muestra su trabajo (Figura 4).

Figura 5. Exploracion de Sebastian

adivinar la medida de los angulos, la profesora al
darse cuenta de esto les dice: - “Nosotros ya
encontramos una propiedad, ¢alguien la puede
recordar?”. A esto, Oscar dice: - “Si tenemos una
circunferencia o una semicircunferencia, el
didmetro y un punto en la circunferencia, se
forma un triangulo y el angulo de arriba siempre
va a medir 90 grados... O sea, el triangulo es
rectangulo”. Una vez finalizada la narracion por



parte de Oscar la profesora les indica que
examinen las representaciones que se les ha
entregado, teniendo en cuenta lo dicho por
Oscar. Después, Sebastian interviene diciendo: -
“En el primer caso (Figura 5), ningan lado del
triangulo pasa por el centro de la circunferencia,
entonces, como no hay diametro, porque no pasa
por el centro de la circunferencia, pues ese
angulo ACB no va a medir 90°”. Por tanto, la
profesora interroga: “;COmMo sabes eso
Sebastian?” y Sebastian responde: “Eso fue lo
que encontramos y pues teniamos que el
didmetro pasa por el centro siempre y pues si
pasa por el centro, entonces el angulo de arriba
es de 90. Este me midio 85°”.

Después de examinar otros ejemplos y no
ejemplos de la situacion, la profesora les pide
formular oralmente la propiedad encontrada:

Oscar: Las circunferencias en donde el
lado del triangulo formado pasa
por el centro y el tipo de tridngulo
que SsC forma es... mmm...
rectdngulo. Porque cuando se
tiene que un lado del triangulo es
el mismo didmetro, pues un
angulo siempre es de noventa.

Profesora: Vamos a organizar las ideas de
Oscar. ¢Qué debemos decir
primero?

Pues profe, yo creo que primero
va como se construye la figura.

Valeri: jAh! Si. Como si fuéramos a
hacer una definicion.

Profesora: Si, Valeri. Asi tenemos que
hacerlo. ¢Entonces qué ponemos
primero?

La circunferencia, los extremos
del didametro y el diametro que

Mariana:

Michell:

obviamente pasa por el centro de
la circunferencia.

Profesora: Si, pero al decir que es el
didmetro no es  necesario
mencionar que este pasa por el
centro de la circunferencia, esto
ya lo tenemos, por definicion.

Valeri: Entonces seria algo asi: En la
circunferencia, tomando los
puntos extremos del didmetro y
otro punto, se forma un tridngulo
rectangulo.

Oscar: Profe, yo lo diria asi: En una
circunferencia, formando un
triangulo con Vvértice en los
extremos del didmetro y otro
punto en la circunferencia, el
triangulo que se forma es un
triangulo rectangulo.

Profesora: Bueno, ahora vamos a escribir la
conjetura.

Paso 5: Escritura de una conjetura

Para escribir la conjetura la profesora entrega
una hoja a cada estudiante. En esta deben
escribir, ~ espontaneamente, la  propiedad
encontrada segun la propiedad enunciada
oralmente. Lugo, valiéndose de la Tarea 11, les
dice: “Recuerden que para escribir la conjetura
debemos hacerlo de la forma: dado
entonces . Ademas, les pide reformular
las expresiones y apoya a cada estudiante en la
escritura. A continuacion, en el Cuadro 6
presentamos tres ejemplos de escritura inicial y
la produccion final.
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Propuesta de escritura inicial de la conjetura de Valeri,
Sebastian y Oscar

Propuesta de escritura de la conjetura, usando el
formato condicional, de Valeri, Sebastian y Oscar.

Cuadro 6. Formulacion de conjeturas (Valeri, Sebastian y Oscar)

Paso 6: Justificacion empirica de la conjetura

Finalizada la tarea 11 la profesora les pide
verificar que la conjetura se cumple para
cualquier triangulo que se construya segun las
condiciones dadas. En consecuencia, los nifios
hacen representaciones auxiliares y nuevas
representaciones con las mismas caracteristicas,
las cuales les permiten afirmar que la conjetura
siempre se cumple. Luego, la profesora a cada
estudiante le entrega una hoja en la cual hay un
cuadrilatero inscrito en una circunferencia y les
pide gue sin tomar medidas de los angulos y los
lados aseveren que la figura mostrada es un
rectangulo. Después de pensar y analizar por un
momento, tiene lugar la siguiente conversacion:

Oscar: Pues tracemos estos segmentos
(sefala las diagonales).

Profesora: ¢Para qué?

Ana: Si hacemos esos segmentos que
dice Oscar son las diagonales.

Mariana:  jAy! Si. Mira si yo hago un

segmento, como si fuera la
diagonal... pasa por el centro de

la circunferencia, entonces es un
diametro.

Y eso ¢para queé nos sirve?

Profe, ya teniendo el didmetro
pues tenemos lo que hemos
venido haciendo todas estas
clases. Es que tenemos el
didmetro y un punto en la
circunferencia y de ahi se forma
un tridngulo con un angulo recto.

Si, siempre pasa eso.

Profesora:
Mariana:

Oscar:

Cabe resaltar que la verificacion se hubiera
logrado de manera eficiente si los estudiantes
hubiesen afirmado que el cuadrilatero era un
rectaingulo  porque sus diagonales son
congruentes y se bisecan (por ser diametros de la
circunferencia). Inicialmente esta fue Ila
expectativa de la profesora, ya que en clases
anteriores de esta manera se habia abordado la
definicion de rectangulo. Ademas, una vez
garantizado que el cuadrilatero es rectangulo,
esta era razon suficiente para justificar que los
triangulos formados por las diagonales eran
rectangulos. Aunque la conversacion no se dio



en estos términos, los nifios se aproximaron
bastante.

Paso 7: Generalizacion de la conjetura

Al concluir la tarea, la profesora pide a los
estudiantes observar una representacion hecha
en GeoGebra en donde es posible apreciar la
verificacion de la propiedad a través del arrastre.
Luego, la profesora les pide enunciar lo que
observan, debido a esto, Mariana afirma:
“Cuando se tiene una circunferencia, un
diametro y otro punto en la circunferencia,
siempre... siempre, el tridngulo que se forma es
rectangulo”, los demds estudiantes apoyan tal
afirmacién y se muestran contentos con el
gjercicio, aunque la tarea no estaba incluida en la
THA se consideré importante su asignacion ya
que permitia conseguir la meta propuesta. Es asi
como concluimos nuestro trabajo referente a la
aplicacion de la THA que promueve la
generalizacion de una propiedad geométrica.

Discusion y conclusiones

Al cotejar la TA con la THA, se observa que la
profesora Angélica siguié la siguiente ruta:
Interpretacion del enunciado del problema >
Tarea 1 - Tarea 2 > Tarea 4 - Tarea 6 =
Tarea 7> Tarea 8 - Tarea 11 > Tarea no
contemplada en la trayectoria. No propuso la
Tarea 3 porque no se dio el caso en el que algun
estudiante representara un solo tridngulo. Esto
pudo deberse al trabajo de interpretacion del
enunciado del problema. No propuso la Tarea 5
porque los estudiantes fueron creativos a la hora
de proponer como explorar la representacion. No
propuso las Tarea 9 y 10 porque la Tarea 8, con
el examen de ejemplos y no ejemplos de
triangulos que cumplian la condicion dio la
pauta para la formulacion oral de la conjetura.
Ademas, es de destacar el papel que jug6é Oscar
en la formulacién. A partir de la Tarea 11, la TA
se distancia de la THA, sin embargo, se

considera que los siguientes sucesos pueden ser
el motivo de tal distanciamiento: La profesora
implementa dos tareas, la primera un tanto
diferente a lo previsto en la Tarea 13,
proporcionando a los estudiantes un cuadrilatero
inscrito y pidiéndoles justificar por qué era un
rectangulo. Quizas presupuso que era mas facil
enfrentar la verificacion de esa maneray que los
nifios recordarian la definicion de rectangulo
basada en las diagonales. No implemento las
Tareas 12 y 14 pues los estudiantes ejecutaron
verificaciones en casos extremos
espontaneamente. Y, en lugar de pedir
generalizar la conjetura (Tarea 15) decidio
mostrarles una representacion en GeoGebra en
donde se hace ostensiva la propiedad, para
infinitos triangulos, usando el arrastre.

Aunque la THA y la TA se distancian un poco,
es evidente que la THA fue fundamental en la
gestion de la profesora con los estudiantes. Le
sirvié de guia para atender necesidades de los
estudiantes, segun la produccion que iban
logrando. En ese sentido, consideramos que es
una herramienta poderosa para la gestion de la
ensefianza, cuando esta busca estar mas centrada
en orientar el trabajo de los estudiantes, que en
informar. Aunque da pautas para prever y
atender situaciones de la actividad matemaética
de los estudiantes, si se asume de manera
flexible, permite al profesor construir su propio
camino, atento a los requerimientos de los
nifios.Acerca del proceso de generalizacion,
consideramos que esta experiencia puede servir
de ejemplo sobre como emprender el reto de
trabajar la generalizacion geométrica en edades
tempranas. Experiencias como la descrita son
muy potentes desde el punto de vista de la
construccion de significado de la propiedad
descubierta 'y permiten hacer realidad
planteamientos sobre la necesidad de crear
ambientes de aprendizaje, donde los estudiantes
sean los constructores del saber.
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