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Resumen

Este articulo como revision de tema, esta
concebido en tres Partes de | as cuales se expone la
Parte | en esta publicacion, consistente en la
Representacion Matricial de las Rotaciones de un
Cuerpo Rigido. En la Parte Il se expondra la
Representacion por Cuaterniones, y en laParte 111
se aplican estas representaciones para la obtencion
de la Dinamica y Cinematica de un Cuerpo Rigido
(Ecuaciones de Euler). En la Parte | se incluye
también un analisis de las Matrices Angulo-Eje de
Euler. La importancia de estas representaciones
estd en su aplicacion al problema de la Actitud
presente en el area de la Robotica, Sistemas de
Navegacion y Guia, y Sistemas Satelitales.
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Abstract

This Article as a review of a theme, is conceived
in 3 parts of which Part | is exposed in this
publication, and consists in the Matrix
Representation of Rotations of a Rigid Body. In
Part Il the Cuaternion representation will be
presented, and in Part 111 these two representations
will be applied to obtain Dynamics and
Kinematics of a Rigid Body (Euler Equations). In
Part | it is included the Angle-Axis Euler Matrix
Representation. The importance of these
representations lies on its application to the
problem of Attitude, present in areas such as
Robotics, Navigation and Guidance, and Satellite
Systems.
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Introduccion

Para determinar la Orientacion de un cuerpo rigido
[1], independientemente de su estado de
movimiento traslacional y los movimientos
rotacionales del mismo, se define el concepto de
Actitud [2] , [3] como la orientacion respecto de
marcos de referencia o Sistemas Coordenados
adecuados en algun punto de su trayectoria
traslacional, o en cada punto de la misma. Como
las trayectorias son una funcion del tiempo, la
Actitud en consecuencia también es una funcion
del tiempo. El problema de determinar la Actitud
[5] y posterior o simultaneamente controlarla [3],
se presenta en diversos campos de la tecnologia
como son la Robotica, Sistemas de Navegacion y
Guia, Sistemas Satelitales. Se hace entonces
necesario un modelamiento matematico preciso de
la Actitud, es por ellos que en este articulo se
presenta como parte |, una de | as representaciones
delasrotacionesy su Actitud asociada. En la parte
Il se expondrd otra representacion de las
rotaciones muy utilizada en la actualidad por sus
beneficios en cuanto a facilitar el célculo de la
Actitud y/o la precision y el bajo costo
computacional que puede lograrse con esta
representacion, esta es la denominada
representacion  por  Cuaterniones  [2],[4].
Finalmente en una 32 publicacion se expondra la
parte Ill, sobre la aplicacion de estas
representaciones a la obtencion de la Dinamica del
Cuerpo Rigido [1].

Matrices de rotacion

Algunas Definiciones Relacionadas con la
Rotacién de Un Cuerpo Rigido

Un cuerpo rigido es aquel en el que las particulas
gue lo conforman preservan su distancia cuando
este presenta movimientos de traslacién o
rotacion. La rotacién de un cuerpo rigido se puede
entender como el movimiento del cuerpo alrededor
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de un gje que pasa por un punto fijo en cualquiera
deeste[2].

Supongamos un sistema coordenado ( x,y,x )
inmovil cuyo origen se encuentra en € punto fijo
alrededor del cual rota el cuerpo rigido. Un vector
de posicién r de una de las particulas que
componen el cuerpo se puede representar como la
composicion lineal o suma de tres vectores
unitarios y ortogonales a lo largo de los ges que
definen este sistema coordenado. Estos tres
vectores unitarios se denominan (al, a2, a3), (ver
figural):

a3

r=[x'al y-a2 z-a3]

Figura 1. Cuerpo rigido en forma de cubo donde uno de
sus vértices coincide con el origen de un sistema
coordenado (x,y,z). La direccion de los ejes es la de los
vectores (al, a2, a3) respectivamente
Fuente: [2]

Una vez realizada la rotacion del cuerpo rigido, s
los vectores (al, a2, a3) hubieran estado ligados al
cuerpo, estos habrian sido transformados a otro
conjunto de vectores (b1, b2, b3) iguamente
unitarios y ortogonales (ver figura 2) que
definirian un segundo sistema coordenado. Un
vector determinado, en particular €l vector de
posicién anterior puede ser representado
igualmente desde cualquieradelos dos sistemasde
referencia, en e sstema (bl, b2, b3) su
representacion la podemos denominar r'. El
problema esencial de encontrar la actitud del




cuerpo es € siguiente: dados los vectoresr y r',
encontrar la transformacién entre ambos sistemas
coordenados (0 entre las dos representaciones)

[2].

En muchos problemas de Actitud se considera un
sistema inmovil o fijo, y otro movil o en rotacion
respecto del sistemafijo.

r =x.al+y.a2+z.a3

r'=x".bl+y".b2+z".b3 \. a3

Figura 2. Problema de actitud sistema Fijo y mdvil
Fuente: [2]

El vector de posicion se puede representar
utilizando dos marcos de referencia distintos
rotados uno respecto del otro, con direcciones
asociadas cartesianas (al,a2,a3) y (bl,b2,b3). El
vector puede estar fijo a cuerpo rotante o fijo en
el sistema inmovil y ser representado en el sistema
fijo como r, y en el rotado como r’.

Representacion Matricial de las Rotaciones:

En [2] seconsideraun cuerpo rigido con una triada
devectoresunitarios ortogonalesfijosal cuerpo as,
a2, a3 de modo que:

aXa=as (1)

Lo cual es valido para cualquier permutacion
ciclicadelos indices 1, 2, 3. El problema basico de
la Actitud es especificar la orientacion de esta
triada y por lo tanto la del cuerpo rigido relativo a
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un sistema coordenado de referencia que puede ser
denominado (x, y, z):

a1

X

Figura 3. Sistema coordenado (x,y,z) Yy una triada de
vectores ai, a, asrigidamente ligada al cuerpo rigido
Fuente: [2]

Especificando |as componentes de cada uno de los
vectores ai, az, asalolargodelostresges(x, y, z)
se determinard univocamente la orientacion o
Actitud del cuerpo rigido. Esta especificacion
genera 9 parametros o cantidades que pueden ser
ordenados en forma de matriz asi:

A1x A1y Qqg a;
A =|A2x Qzy Q2z| = |aA2 (2)
Azx A3y A3z as
Donde:
ar= [®1x A1y Qiz], a2 = [A2x A2y Q2z] y
as= [3x 43y A3z] son las representaciones de

los vector a1, a2 a3 en € sistema de referencia
(x,y,2).

Cadauno deloselementos a;; coni = 1,23y j =
x,y,z €S el coseno del angulo entre un vector
unitario ligado a cuerpo (au, a2, 0 as) y un vector
asociado aun gje del sistemade referencia (X, y 0
z); en este sentido, a,,, es por gemplo el coseno
del angulo entre los vectores unitarios a1y x. Por
esta razon a la matriz A se la denomina como la
matriz de cosenos directores. Los e ementos de
A no son todos independientes puestos que por




ejemplo si tomamos al y a continuacién a2, estos
deben cumplir con lo siguiente:

ajy +aj, + ai, =1
A1x Apx + Ay Aoy + Ay Ay, = 0 3

En general se cumple que:

a;.a; = 6ij (4)
(1 sii=j
8yj = {0 sii#j
haciendoj = 1,2,3 equivaentea Xx,y,Z.
Las ecuaciones (3) y (4) expresan la unitariedad y

ortogonalidad de los vectores ax . Igualmente
Implica que:

1 0 0
AAT=1=(0 1 0 %)
0 0 1

Donde 1 eslamatriz identidad y el superindice
(") es la transposicion.

Se puede concluir entonces de (5) que:

Al=AT (6)

Es decir que la inversa de la matriz A es
equivalente a su Transpuesta, de igual manera, A

esunamatriz real Ortogonal. Por otraparte setiene
gue el determinante se define como:

det (A) =a1. (a2 x &) (7)
Entonces:.
det(A) =1 (8)

Por |o tanto A es ortogonal y propia. El espacio de
matrices que satisfacen las ecuaciones (7) y (8) es
denominado “Grupo Ortogona Especial” SO (3),
[5] por sus siglas en inglés:
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SO(3) ={A|AeR¥3,A = I,det(4) = 1} (9)

La matriz de cosenos directores es entonces una
transformacion de coordenadas que traza (maps)
vectores en el marco de referencia (el inmovil) al
marco del cuerpo (el que gira). Si tenemos un
vector v con representacion en el marco de
referencia (inmovil):

VX
Sedefinee vector v=1[vx vy v;]T = [Vy],
VZ

dimensién de v = 3x1, Entonces Av =V, locud
puede ser modelado como

!
Ai1x A1y Q1z][Vx V1 a.Vv
Apx Ay Az Vyl = V’2 =|da2.V (10)
A3x a3y a3z] | Vg V,3 dz .V

De (5) sededuce que:

(AAH) =ATA=(1)T=1 (12)
Multiplicando (10) alaizquierdapor AT se
obtieneque AT Av =AT V', esdecir que:
v=ATV (12)
Lo cua significa que la matriz de rotacion inversa
para transformar vectores (V') representados en €
marco rotado, a vectores (v) en & marco de
referencia inmovil es la matriz transpuesta de A, es
decir AT. Estas transformaciones Propias y
Ortogonales expresadas en las matrices A
preservan lalongitud o magnitud de los vectoresy
los é&ngulos entre ellos, es decir generan
rotaciones.

El producto A entre dos matricesA1 y A2 Propias
y Ortogonales, A = A1 A2 esPropiay Ortogonal
y representa una rotacion compuesta de dos
rotaciones sucesivas: primero Ay a continuacion
A1




Se puede demostrar que las matrices reales,
propias y ortogonales, tienen a menos un vector
propio 71 con valor propio igual a uno. Es decir
existe un vector unitario 7, que no cambiabgjo la
transformacion A:
AR =17 (13)
Esto implica que e vector i tiene las mismas
componentes a lo largo de los ges ligados a
cuerpo que a lo largo de los ges del sistema de
referencia fijo. Esto s6lo es posible si i es
coincidente con el eje de rotacion. Esto demuestra
el denominado Teorema de Euler [1], [2] que
estableceque: “El desplazamiento mas general de
un Cuerpo Rigido con un punto fijo, es una
rotacion alrededor de un eje que pasa por el punto
inmovil”. Esto es cierto incluso cuando € cuerpo
tiene también movimientos traslacionales, puesto
gue siempre habra un marco de referencia donde
la velocidad de al menos un punto del cuerpo sea
nula

La matriz de cosenos directores es la cantidad
fundamental que especifica la orientacion de un
cuerpo rigido, pero no es la Gnica parametrizacion
posible de la orientacién. A continuacion se
exponen otras dos parametrizaciones muy
utilizadas.

Otra Representacién Matricial de Rotaciones:
Matrices Angulo — Ejede Euler [2]

Si se especifican como ejes de rotacion ejes
coincidentes con los de marcos de referencia, la
matriz A en (2) para los ejes de rotacion X, y, z se
puede especificar como Ax, Ay, Az, Yy S
consideramos que la rotacién es en cada caso en un

angulo igual de valor ¢ se obtiene:
1 0 0
Ax(@) =0 cos(@) sen(®)| (14)
0 —sen(®) cos(®)
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cos(@) 0 —sen(0)]
Ay (D) = 0 1 0
[sen(®) 0 cos(@) |
[ cos(@) sen(®) O]
Az(®) =|—sen(®) cos(®) 0
L0 0 1.

En general se cumple que latraza de A se expresa
como:

Tr(A (©)) =1+ 2 cos(0) (15)
En general los ges de rotacion no seran los ejes
paralelos con marcos de referenciasi no un ge con
orientacion cualquiera 7 (representado por
ejemplo en el marco de referencia inmovil x, y, 2)
y rotaciones respecto de este eje en un angulo @ (
>0 s ccw, o regla de mano derecha aineando €l
pulgar con la direccién de 7). La matriz de
cosenos directores para este caso, siendo la mas
general posible es expresada como:

A=[A; A, As],con

cos(@) + n,z( (1 — cos(@))
A =|n, ny(l — cos(@)) — n,sen(®)
n,n,(1 - cos(9)) + n,sen(9)

(16)

', n,(1— cos(0)) + n,sen(®)]
Ay, =| cos(®) +n2 (1 - cos(9))
n, nz(l — cos((Z))) —n,sen(0) |
(n, n,(1—cos(@)) — n,sen(®)]
Az = |n,n,(1 = cos(@)) + n,sen(®)
cos(@) + n? (1 — cos(®))
Es decir:

A =cos(®) 1+ (1 —cos(@)AA T -sen(@N (17)




Donde se cumple que:

Lamatriz identidad seidentificapor 1y €
producto exter no entre vectores con dim=3x3 es:

nX
ﬁﬁT: ny [nx ny nz] =
nz

nk o men, ngn,
nyn, ny nyn, (18)
ngn, ngn, ng
Siendo N dado por:
0 -n, n
N=| n, 0 —ny, (29)
—n, Ny 0

N es una matriz antisimétrica (N = -NT), que por
gjemplo actuando sobre un vector v generaun
producto cruz dado por:
NV < A XV (20)

N también se denota como [7 x]. Lo cual permite
obtener la expresion (17) mediante la cua se

deduce la denominada formula de Rotacion
(Goldstein), (ver figura4).

r' =cos(0) r + (1 — cos(@)AA Tr - sen(@)Axr (21)

Para la transformacion deun vector r querotaun
angulo 6 alrededor de 7 en sentido horario
(clock wise, cw). Por otra parte, la Transpuesta de
A se define como:

Tr(A) = a,x + ayy, + az, . Engenera Tr(A) =
Y1 a; Siladimension de A =nxn

REDES DE INGENIERIA

fi]

Figura 4. Vectores de posicionr, 1’, y eje de rotacion n
Fuente: [1]
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La expresion (16) podemosinterpretarlacomo una
parametrizacion de A = A (@,7); con parametros
(®,7), [9]; y con base en ella expresar la matriz
como una funcion exponencial y esta a su vez
como un desarrollo en serie de potencias como a
continuacion se detalla:

B> B3

Si B esunamatrizentoncese® =1+ B + T

Por otra parte, si ¢71 es el producto del angulo de
rotacion por el vector eje de rotacion y teniendo en
cuenta (18):

A~ A~ co P p
A (o) =ep ([0 X]) = S 2 (22)
A partir de esta expresion y definiendo w(t) como
la velocidad angular de rotacion alrededor de 7i(t)
en €l instante t mediante:
wO=2 7t (23)

dt

Manipulando algebraicamente (22) en forma
similar a como se aplica con € concepto de
cuaternion se puede obtener:

Wy

L0 = —[w® x]- A®) ; w® = [wy] (24)
Wy

Lo cual representa el Marco Inmovil mediante:




0 —w, Wy
[wx]=] w, 0 —w,
—Wy Wy 0

Usando la regla del producto en la diferenciacion
se puede establecer la relacién entre las tasas de
cambio de un vector en diferentes sistemas
coordenados:

Si se cumple que:

v =A-'v con v=Alv'=BV (26)
Entonces

av'(t) _ dA(®) | _av(t)

— T v(t) + A(t) — (27)

Teniendo en cuenta (24) y (26) se deduce que:

() _ dBO) s () + B(t) - av'(t)

dt dt dt,
= —w(t) xv(t) + B(t) - =

(30)

Estas expresiones seran de utilidad para describir
la cinemética y dinamica de un cuerpo rigido.

Conclusiones

La representacion de las rotaciones por matrices
permite en consecuencia deducir la dindmica de un
cuerpo rigido, pero no es la unica forma de
representar rotaciones, existen otras
representaciones como la que emplea el concepto
de Cuaternion el cual tiene agunas ventagas
respecto a la representacion por Matrices de
Rotacion y que serd expuesto en la proxima
publicacion.
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