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Resumen

Se presenta un marco tedrico y se muestra una si-
mulacion numérica de la propagacion de solitones.
Con especial atencién a los solitones épticos espa-
ciales, se calcula analiticamente el perfil de soliton
correspondiente a la ecuacién Schrodinger no-lineal
para un medio Kerr. Los resultados muestran que los
solitones Opticos son pulsos estables cuya forma y
espectro son preservados en grandes distancias.

Palabras clave: ecuacion de Schrodinger no lineal,
optica no lineal, solitones.
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Abstract

This document presents a theoretical framework and
shows a numerical simulation for the propagation of
solitons. With special attention to the spatial opti-
cal solitons, we calculates analytically the profile of
soliton corresponding to the non-linear Schrodinger
equation for a Kerr medium. The results show that the
optical solitons are stable pulses whose shape and
spectrum are preserved at great distances.

Keywords: nonlinear optics, nonlinear Schrodinger
equation, solitons.
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INTRODUCCION

El desarrollo de la fisica no lineal se remonta a
1834, cuando el ingeniero escocés John Scott Rus-
sell, al encontrarse en el canal Unién en Hermins-
ton, registra el movimiento de traslacion de una
onda sin cambiar su forma al propagarse a una
gran distancia de alrededor tres kilémetros [1].
Fue hasta 1871, cuando el Boussineqg-publica el
formalismo fisico-matematico para explicar las
observaciones de Russell. En 1895 los matemati-
cos holandeses Korteweg y De Vries modelan las
observaciones de Russell por medio de una ecua-
cién diferencial parcial no lineal llamada ecuacion
KdV [2]. En 1965 los fisico- matematicos, Norman
Zabusky y Martin Kruskal, realizaron los primeros
trabajos en la obtencién de soluciones numéricas
de la ecuacién KdV, demostrando asi la existencia
de ondas solitarias que se mantenian propagando
permanentemente sin sufrir deformacién alguna,
denominaron a dichas soluciones no lineales so-
litones [3], [4].

Los solitones son ondas solitarias capaces de propa-
garse sin distorsion a través de sistemas no lineales,
es decir, sistemas cuyo comportamiento esta go-
bernado por ecuaciones diferenciales no lineales
[5]. La formacion de los solitones abarca diversos
sistemas en la naturaleza, desde su formacion en
los canales de agua, hasta su existencia en fibras
opticas, en los impulsos eléctricos de las neuronas,
en procesos de condensacién de Bose Einstein y en
la teoria de las cuerdas [6], [7], [8], [9]. Podemos
encontrar diferentes clases de solitones: brillantes,
oscuros, topolégicos, no topoldgicos, solitones de
Bragg, solitones vectoriales, solitones tipo vortice,
solitones espacio-temporales, solitones discretos y
solitones embebidos [10], [11], [12]. En general, los
solitones representan un fenémeno natural que ocu-
rre bajo ciertos mecanismos de diversa naturaleza
(mecanica, 6ptica, etc.) y puede explicarse mate-
maticamente como una solucién a una ecuacién de
onda cuyo caracter no lineal permite soluciones en
la forma de paquetes de onda localizados.

[27]

Este tipo de pulso tiene la facultad de propagarse
sin distorsién con un adecuado balance entre un
fenémeno no lineal y un fenémeno dispersivo [13].
Vale resaltar que en el campo de las telecomunica-
ciones, las caracteristicas no lineales y dispersivas
de las fibras 6pticas les permiten transmitir solito-
nes [14]. Se encuentra, en ellas el estudio de los
efectos no lineales, entre los cuales se encuentra
la propagacion de solitones, los cuales son pulsos
estables de luz infrarroja que pueden propagarse
a lo largo de las fibras, por cientos de kilémetros,
sin prestar distorsion en su perfil temporal ni en su
espectro de frecuencias.

Desde un punto de vista 6ptico podemos distinguir
dos principales tipos de solitones: si los fenéme-
nos no lineales logran contrarrestar el fenémeno de
dispersion cromatica (fenémeno donde diferentes
longitudes de onda viajan a diferentes velocidades)
produciendo una invarianza del perfil en el tiempo,
se habla de un solitén 6ptico temporal, mientras
que si la no linealidad contrarresta la difraccion y
la invarianza del haz es producida en alguna coor-
denada espacial, se habla entonces de un solitén
6ptico espacial. Teniendo en cuenta la descripcién
dada en el trabajo [4], debe tenerse en cuenta que
cuando un haz de luz laser se propaga en un me-
dio no lineal, se modifica el indice de refraccion,
de tal manera que este aumente como resultado de
una mayor intensidad del laser produciendo asi el
fenémeno de auto enfocamiento del haz éptico, y
oponiéndose asi a la tendencia natural del haz de
experimentar una divergencia debido al fenémeno
de difraccién [15].

Cuando existe un balance del fenémeno de auto
enfocamiento y de difraccion el haz no sufre de-
formacioén, creandose asi un soliton éptico espa-
cial. En el presente trabajo nos concentraremos
en estudiar solitones 6ptico espaciales en medios
materiales no lineales tipo Kerr, donde el indice
de refraccion presenta una dependencia lineal
con la intensidad del campo. El propésito del
presente trabajo es presentar una revision en la
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solucion analitica de la ecuacién de Schrodinger
no lineal unidimensional. Para ello seguiremos
los lineamientos dados en el trabajo de S. Lépez
Aguayo y colaboradores, quienes presentan una
revision complete de los resultados analiticos y
las simulaciones numéricas en el estudio con-
cerniente a la propagacién de solitones 6pticos
cuando se resuelve la ecuacion de Schrodinger
no lineal.

METODOS

Este trabajo estd estructurado de la siguiente ma-
nera: haciendo uso de la aproximacion paraxial,
deduciremos la ecuacion no lineal de Schrodinger,
ecuacion que serd solucionada analiticamente para
encontrar el perfil de propagacion del soliton.

Las leyes fundamentales de la electrodindmica vie-
nen determinadas por las ecuaciones de Maxwell,
en el sistema internacional se escriben [16],

oD

o8 xH=J+—; VeD=p; VeB=0. (1)

@xb::——;
ot

<V

En la ecuacién (1), E(:0) y D(F1) representa respec-
tivamente los vectores de campo eléctrico y de des-
plazamiento eléctrico. El vector (1) representa la
induccién magnética y #(.1) el vector de campo
magnético. Las fuentes de los campos electromag-
néticos se representan por la densidad volumétrica
de carga eléctrica #(*:t) y el vector de densidad
de corriente eléctrica /). Estas ecuaciones se
complementan con las ecuaciones constitutivas o
relaciones materiales; para medios lineales, homo-
géneos e isotropos vienen determinadas por [17]:

D(F.t)=€E(F.t) 'y B(F.t)=uH(F.t) (2)
Los parametros que caracterizan las propiedades
materiales y eléctricas de los medios materiales que
aparecen en la ecuacion (2), se representan por € la
permitividad dieléctrica y u la permeabilidad mag-
nética. En ausencia de fuentes (p=0yj=0) la
ecuacion de onda de D’ Alembert para el vector
de campo 6ptico es:

V2E ()L S g 3)

En la ecuacion (3), la constante de la velocidad de
laluz en el vacioes c¢=1//u, e, . Consideramos
un vector de campo E(#,t) cuasi-monocromatico,

E(F,t)=§(F)e™, (4)

Donde las cantidades £(7) y w que aparecen en la
ecuacion (4), son el vector de amplitud del campo
eléctrico y la frecuencia angular, respectivamente.
Al reemplazar la ecuacion (4) en la ecuacion (3) y
teniendo en cuenta que el cuadrado del vector de
onda es k? = n?k?, siendo k, = 2w /4 el nimero de
onda en el vacio, 4 la longitud de onda y n el indice
de refraccion, se obtiene:

V2E(7)+ n*k2E(F) = 0 (5)

Si el medio material posee una no-linealidad del
tipo Kerr, el indice de refraccion se escribe

n=n,+n, |E|2 (6)

En la ecuacion (6), n, y n, representan los indices
de refraccién lineal y no lineal, respectivamente.
Para solucionar la ecuacién (5), consideramos que
la direccién de propagacion del campo coincide
con el eje z, se propone una solucién de la forma

§(F) =y (F)e 7)

donde hemos definido B, = k_,n,. Reemplazando
(6) en (5) se encuentra

dy Dy dy oy 272 272
+ + +2if ——+(n’k, —njky )y =0 (8
axz ayZ 622 ﬂo 62 ( 0 0 0)'7// ( )
En la aproximacién paraxial se considera que la
envolvente transversal de campo varia suavemente
a lo largo de la direccion de propagacién, de ma-
nera que

o’y
oz’

« ‘Zﬁoaa—i/ (9)
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Al tener en cuenta la ecuacion (9), en la ecuacién
de onda (8) obtenemos la ecuacion reportada en [4],

2 2
iﬁo%+%{%+%}+%(#k§—ngkg)u/—0 (10)
Reemplazamos en la ecuacién (10), el indice de
refraccién dado por la ecuacién (6) y manteniendo
solo el término a primer orden en 11, (1, < 1,), se
obtiene la ecuacion que rige la evolucion del cam-
po a través de un material tipo Kerr.

oy 1|dw dw| Bk 2
if,——+—| =+ —5 [+ =0

Z 0z 2{6)62 o 2 mlyly (am
Para resolver la ecuacién (11), hacemos el siguiente
cambio de variables:

X=X/w,, Y=Y/, Z=2/0, ¥ u=vk0Ld|n2|1p' (12)

Donde @, es un parametro de escala transversal
relacionado con el ancho del haz inicial L, = £, w;
, es conocida como la distancia de Rayleigh o la
distancia de difraccién, para n, >0, es la distancia
caracteristica de la no-linealidad. Se demuestra que
la ecuacién (11) se logra escribir de manera adi-
mensional teniendo en cuenta la ecuacién (12), asi

S+ D)+ U =0 (13)
La ecuacion (13) es conocida como la ecuacién
no lineal de Schrodinger (NLSE, por sus siglas en
inglés, Nonlinear Schrodinger Equation). Se dice
que esta ecuacion es (2+1) dimensional, donde el
2 se refiere al nimero de dimensiones transversa-
les del haz y el +1 corresponde a la direccién de
propagacién en z [18].

La solucion de NLSE ha sido estudiada mediante el
método de dispersion inversa, para el presente tra-
bajo se trabajard por simplicidad dnicamente con
la NLSE (1+1) dimensional,

ou | 19%*U

ou | 19%U gy
zaz+zaxz+|’u|u—0 (14)

Proponemos una solucién soliténica de la forma

Ux,z) = f(x)e™™ (15)

Donde f(x) y n son funciones a determinar. Se re-
emplaza la ecuacién (15) en la ecuacion (14) y re-
sulta lo siguiente:

dzf
E—nf+f3=0. (16)

1d

Teniendo en cuenta que f'&f"(x) =—(F'®f' )
se multiplica la ecuacién (16) por 2% y se integra
para obtener:

(&) =nfr-2f2+a (17)

En la ecuacién (17) 4 es una constante de integra-
cién, para nuestros calculos como caso particular
elegimos que 4 = 0. Resolviendo la ecuacién (17)
para df /dx, se obtiene:

Yo 1-Lrm a9

Para solucionar la ecuacién (18) consideremos el
siguiente cambio de variable [19],

%f(x) =sech 8 (19)

Reemplazamos la ecuacién (19) en la ecuacién
(18) y después de resolver las integrales se obtiene,

6 = —/nx (20)

La solucién buscada para la ecuacioén (16), tenien-
do en cuenta la ecuacién (20), viene dada por:

f(x) = VZn sech(vnx) 1)

Para determinarse la constante n, en la funcién pu-
ramente real la ecuacion (21), se imponen las si-
guientes condiciones:

fX)=a y U=y para xX=0 (22)

dax

fx)—0 y g—m para
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Reemplazamos en la ecuacién (17), las condicio-
nes dadas por la ecuacién (22) y la ecuacion (23),
obteniendo el valor de la constante

n=- (24)

Finalmente, se sustituyen los resultados dados por
las ecuaciones (21) y (24) en la ecuacién (15)

u(X, Z) = asech (:T;X)eiaZZ/Z (25)

Siendo un nimero real y representa la amplitud
del solitén. El resultado obtenido por la ecuacién
(25), representa la solucién analitica de la ecuacion
NLS (1+1) dimensional.

RESULTADQOS

Figura 1. Solitén espacial brillante fundamental dado
por la ecuacién (25) con @ = 1.

Figura 2. Perfil de la solucién soliténica dada por la
ecuacién 21)cona = 1,2Zya = 3.

Figura 3. Propagacion del soliton representado por la
ecuacion (25) con @ = 1.

Figura 4. Intensidad del solitén con o = 1.

DISCUSION

La ecuacion (25), representa un haz cuya seccién
transversal no cambia conforme se propaga en el
medio como se muestra en la figura 1. En ella se
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observa que el perfil transversal del haz evolu-
ciona periédicamente a lo largo del eje de pro-
pagacion, generandose compresiones, maximos
locales y volviéndose a ensanchar, recuperando
la forma %(x=0) = asech (:—Jﬂ), [4], [19]. En la figura
2 presentamos los perfiles para las soluciones de
la ecuacién (21), con tres valores diferentes de
amplitud del solitén. La curva color gris es para
a =1, la curva a trazos es para @ = 2 y la linea
continua negra es para a = 3. Como se describe
en el trabajo [4], se encuentra un proceso no li-
neal de auto-enfocamiento en el que existe un
balanceo con el fenémeno inherente de difrac-
cion de la luz, resultando asi que se propague un
haz éptico invariante. Lo anterior se observa en
la figura 3, en ella se presenta la propagacion de
un haz descrito por la ecuacion (25), se observa
de manera general que dicho haz se comporta de
manera periédica durante su propagacion en el
medio Kerr. El solitén mantiene su perfil incluso
para cualquier valor de z, formando asi su propia
guia de onda durante toda la propagacion, lo cual
se aprecia claramente en la figura 4. Los resulta-
dos que se presentan son importantes ya que nos
muestran que el comportamiento de los solitones
al propagarse a lo largo de las fibras 6pticas en
los sistemas de transmision de informacién, pues
pueden contrarrestarse los efectos de dispersion,
lo que hace posible transmitir pulsos mas cortos a
grandes distancias.

CONCLUSIONES

Hemos presentado una introduccién en el drea de
la fisica no lineal, en especial en la teoria bésica
sobre solitones épticos concentrandonos en los so-
litones espaciales unidimensionales en presencia
de un medio no lineal tipo Kerr. La ecuacion de
Schrodinger no lineal es comun en sistemas débil-
mente no lineales pero fuertemente dispersivos. Al
igual como ocurre en otro tipo de ecuaciones no
lineales de la fisica matematica, existe un equili-
brio entre la no linealidad y la dispersién, dando
lugar a propiedades y caracteristicas importantes

[31]

en las soluciones de esta ecuacién, como son los
solitones. En el presente trabajo ilustramos una
solucién particular para la ecuacion no lineal de
Schrodinger, que nos permite evidenciar el empleo
de los solitones espaciales como guias de ondas.
Es decir, se observa que el comportamiento de los
solitones a propagarse a lo largo de fibras dpticas
es importante para los sistemas de transmisién de
informacion, ya que al contrarrestarse los efectos
de dispersién de primer orden es posible transmitir
pulsos mas cortos a mayores distancias, permitien-
do reducir los costos de implementacién y funcio-
namiento de un sistema comunicaciones 6ptico.
Los resultados obtenidos esta en concordancia con
los reportados en [20], donde solucionan numéri-
camente la ecuacion de Schrédinger no lineal por
el método de descomposicién ortogonal eviden-
ciando la no distorsion de perfil a lo largo de una
guia de propagacion del pulso.
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