
Tecnura • p-ISSN: 0123-921X • e-ISSN: 2248-7638 • Vol. 20 No. 50 • Octubre - Diciembre 2016 • pp. 43-54.
[ 43 ]

Tecnura
http://revistas.udistrital.edu.co/ojs/index.php/Tecnura/issue/view/799

DOI: http://dx.doi.org/10.14483/udistrital.jour.tecnura.2016.4.a03

Investigación

RESUMEN
Contexto: Los resultados experimentales en materia-
les granulares muestran que el comportamiento es-
fuerzo deformación tiene dependencia con la escala 
de análisis, sin embargo, debido a las supocisiones 
intrínsecas que tiene la mecánica del medio conti-
nuo, los análisis de elementos finitos basados en el 
continuo de Boltzmann no permite tener en cuenta 
longitudes características en su formulación que re-
fleje la escala.
Método: En este trabajo se presenta la formulación 
especializada de los elementos finitos para un pro-
blema de deformación plana para el continuo de 
Cosserat. Se presentan los grados de libertad de un 
elemento finito cuadrilatero y se deduce el operador 
diferencial para obtener el vector de deformación, 
su función de forma, la matriz de interpolación, la 
matriz de rigidez y el vector de fuerza nodal. Final-
mente se implementa el continuo de cosserat con 
el elemento descrito en un programa de elemen-
tos finitos codificado por los autores. El programa 
se ejecuta para resolver el problema de esfuerzos y 
deformaciones en una capa homogenea de material 
con comportamiento lineal elástico.

Resultados: Se obtiene las diferencias entre los com-
ponentes de esfuerzos y deformaciones de corte en-
tre el continuo convencional y el de Cosserat junto 
con la aparición de momentos a nivel de punto de 
Gauss.
Conclusiones: La deducción e implementación del 
continuo de Cosserat permite un análisis de elemen-
tos finitos alternativo al del continuo Convencional 
con la posibilidad de introducir una longitud carac-
terística en su formulación para tener en cuenta los 
efectos de escala y rotaciones que se observan en 
materiales granulares.
Palabras clave: Continuo de cosserat, elementos 
finitos.

ABSTRACT
Context: Experimental results show that the 
stress-strain behavior of granular materials depends 
upon the scale analysis. However, due to the intrin-
sic assumptions of the mechanics of a continuum 
medium, the analysis of finite elements based on the 
Boltzmann´s continuum does not allow to consider 
characteristic lengths in its formulation to reflect the 
scale effect.
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INTRODUCCIÓN

Es bien conocido que el comportamiento esfuer-
zo-deformación de materiales granulares está muy 
influenciado por el tamaño de la partícula. Resul-
tados de ensayos controlados de laboratorio en 
suelos como el corte directo muestran una alta 
dependencia con el tamaño de la partícula (Ba-
zant y Xiang, 1997; Ceratto y Lutenegger, 2006; 
Gao, Haixue y Weibing, 2000; Orlando, Hanes y 
Shen, 2009; Palmeira y Milligan, 1989; Ramos y 
Prada, 2015; Techjman, 2007; Wu, Matsushima y 
Tatsuoka, 2008; Zhou, Helenbrook y Shen, 2009). 
Dicha dependencia surge cuando el tamaño de la 
partícula es comparable con el tamaño de la caja 
de corte. En este caso, la suposición de continuo 
convencional o continuo de Boltzmann deja de ser 
válido, y para su modelación es necesario recurrir 
a modelos alternativos que estén más acordes con 
la fenomenología del proceso. La modelación con 
elementos finitos con el continuo convencional o 
continuo de Boltzman presenta dos limitaciones 
para simular materiales granulares cuyo tamaño 
característico afecta los resultados: a) no se puede 
determinar la rotación de las partículas dado que 
no es un grado de libertad habilitado y b) el con-
tinuo convencional no tiene una longitud caracte-
rística que permita simular procesos dependientes 

de la escala. Como una alternativa para sobrepasar 
las dos limitaciones mencionadas, surge el conti-
nuo de Cosserat. Este presenta una longitud intrín-
seca que logra generar solución del problema de 
valor de contorno dependiente de la escala; ade-
más su formulación se basa en que cada punto 
material tiene grados de libertad de traslación y de 
rotación. A pesar de que se observan en los últi-
mos años modelaciones con elementos finitos que 
usan medios continuos alternativos al convencio-
nal (Azadeh y Curran, 2008; Neff, Chelminski, Mu-
ller y Wieners, 2007; Ramos y Prada, 2015; Riahi 
y Curran, 2009, 2010; Sharbati y Naghdabadi, 
2006), no se presenta la derivación de los insumos 
básicos para realizar un análisis de elementos fini-
tos con el continuo de Cosserat. En este trabajo se 
presenta la formulación especializada de los ele-
mentos finitos para un problema de deformación 
plana para el continuo de Cosserat. Se muestran 
los grados de libertad de un elemento finito cua-
drilátero y se deduce el operador diferencial para 
obtener el vector de deformación, su función de 
forma, la matriz de interpolación, la matriz de rigi-
dez y el vector de fuerza nodal. Por último, se im-
plementa el continuo de Cosserat con el elemento 
descrito en un programa de elementos finitos codi-
ficado por los autores. El programa se ejecuta para 
resolver el problema de esfuerzos y deformaciones 

Method: This work presents a finite element formu-
lation to analyze plane-strain linear problems using 
the Cosserat continuum. The degrees of freedom of 
a four-node quadrilateral finite element are presen-
ted and the differential operator is derived to obtain 
the deformation vector, function form, interpolation 
matrix, stiffness matrix and nodal load vector. Fina-
lly, the Cosserat continuum with the aforementioned 
element is implemented in a finite element software 
coded by the authors. The software is used to solve a 
stress-strain problem of a homogeneous layer with a 
linear elastic behavior.

Results: The differences of the stress and shear strain 
responses between the conventional and the Cosse-
rat continuum along with the moments acting at the 
Gauss point level are obtained.
Conclusions: The derivation and implementation of 
the Cosserat continuum provides an alternative fini-
te element analysis to the conventional continuum, 
along with the advantage of introducing a characteris-
tic length in the formulation to account for the scale 
effects and rotations observed in granular materials.
Keywords: Cosserat continuum, finite element 
method.
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en una capa homogénea de material con compor-
tamiento lineal elástico. Se obtienen las diferencias 
entre los componentes de esfuerzos y deformacio-
nes de corte entre el continuo convencional y el 
de Cosserat, junto con la aparición de momentos 
y rotaciones a nivel de punto de Gauss. La deduc-
ción e implementación del continuo de Cosserat 
permite un análisis de elementos finitos alternativo 
al del continuo convencional con la posibilidad de 
introducir una longitud característica en su formu-
lación para tener en cuenta los efectos de escala 
que se observan en materiales granulares.

METODOLOGÍA

El continuo de Cosserat

El continuo de Cosserat fue propuesto por los her-
manos Cosserat (Cosserat y Cosserat, 1909), sin 
embargo, no fue hasta que Eringen (1968) realizó 
un tratamiento detallado con la comparación ex-
plícita con el continuo convencional.

En la parte superior de la figura 1 se presenta 
esquemáticamente la cinemática del medio conti-
nuo convencional. En la parte inferior se ilustra el 
medio continuo de Cosserat. En la parte izquier-
da está la configuración para un tiempo t=0 y en 
la parte derecha, la configuración para un tiempo 
t>0. Se supondrá que el continuo está compuesto 
por esferas. Cada una tiene un punto negro que 
permite observar la posible rotación y desplaza-
miento de los elementos que están sometidos a un 
campo de fuerzas. Se observa que no existe dife-
rencia para la configuración de referencia entre 
el continuo convencional y el de Cosserat (t=0). 
Cuando se aplica un campo de fuerzas (t>0), la ci-
nemática del continuo convencional permite que 
los elementos presenten un movimiento diferen-
cial, es decir, cada esfera puede cambiar de po-
cisión por medio de una traslación en el plano, 
pero no puede rotar sobre su centro de masa, en 

tanto que las esferas que representan el continuo 
de Cosserat presentan traslación y rotación.

t = 0 t > 0 

Continuo 
clásico 

Continuo 
Cosserat 

Figura 1. Representación esquemática de la cinemática 
del continuo convencional o de Boltzman y del 
continuo de Cosserat

Fuente: elaboración propia.

El método de elementos finitos aplicados al 
continuo de Cosserat

En condiciones planas de deformación, el conti-
nuo de Cosserat tiene tres grados de libertad, dos 
traslacionales Ux, Uy y una rotación Wc. El vector 
de desplazamiento en notación de elementos fini-
tos es (ecuación (1)).

	

  	 (1)

El vector de deformación (ecuación (2)) para 
el continuo de Cosserat se define como (Eringen, 
1968).

	   	 (2)

Donde cada componente del vector de defor-
mación es (ecuación (3)).

	
��� � ���

�� 	� ��� �
���
�� �		��� � ���

�� � ���	��� � ���
�� � ���	�� � ��� ����� 	� 		�� � ��� ����� 		  		  (3)
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d50 es la longitud característica y es el tamaño 
medio del arreglo granular.

Los esfuerzos axiales, esfuerzos de corte y mo-
mentos en deformación plana en un continuo de 
Cosserat se representan en la figura 2, junto con 
los grados de libertad.

Figura 2. Grados de libertad en condición plana de 
deformación y esfuerzos y momentos que se presentan 
en un continuo de Cosserat

Fuente: elaboración propia.

El vector de deformación está relacionado con 
el vector de desplazamientos por medio del opera-
dor diferencial L. La ecuación (4) presenta además 
el número de elementos de cada componente.

	
  	 (4)

Por tanto, el operador diferencial L (ecuación 
(5)) se puede obtener por inspección de la ecua-
ción (3).
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 	 (5)

Por otro lado, si se supone una relación elástica 
esfuerzo deformación (σ = Cε) lineal para un con-
tinuo tipo Cosserat tiene los siguientes componen-
tes (ecuación (6)).
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  	 (6)

En donde cada uno de los componentes de la 
matriz de rigidez están en función de los grados 
de libertad para el problema de deformación pla-
na. Para un elemento cuadrilátero lineal, el vector 
de desplazamiento del elemento está relacionado 
con los desplazamientos de los nodos por medio 
de la siguiente relación (ecuación (7)).

	   	 (7)

La matriz de interpolación o matriz de conecti-
vidad (ecuación (8)) está dada por (Belytschko, Liu 
y Moran, 2006).

� � �
�� 0 0 �� 0 0 �� 0 0 �� 0 0
0 �� 0 0 �� 0 0 �� 0 0 �� 0
0 0 �� 0 0 �� 0 0 �� 0 0 ��

�  	(8)

Donde los componentes de la matriz están da-
dos por (ecuación (9)).

		
  		  (9)
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ξ y η son las coordenadas naturales del elemen-
to cuadrilátero y están relacionadas con las coor-
denadas físicas por medio de la relación ξ = x/a y  
n = y/b (figura 3). Así, 2a y 2b son los lados inicia-
les del elemento finito cuadrilátero.

1 (-1,-1) 2 (+1,-1)

3 (+1,+1)4 (-1,+1)

Figura 3. Elemento cuadrilátero en el sistema de 
coordenadas naturales y físicas

Fuente: elaboración propia.

El vector de desplazamientos (ecuación (10)) 
del elemento cuadrilátero lineal en un continuo de 
Cosserat de la ecuación (7) está dado por los gra-
dos de libertad representados en la figura 4.

La figura 4 presenta un esquema de los grados 
de libertad de un elemento cuadrilátero lineal en 
un continuo de Cosserat.

Figura 4. Grados de libertad en un elemento lineal 
cuadrilátero en el continuo de Cosserat

Fuente: elaboración propia.

  		  (10)

La matriz de deformación B = LN, definida como la que relaciona el operador diferencial L y la matriz 
de forma está dada por (ecuación (11)).

								        (11)
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La matriz de rigidez para el elemento cuadrilá-
tero de Cosserat está definido por (ecuación (12)).

	
  	 (12)

Dado que ξ = x/a y n = y/b, el diferencial 
de área dA de la ecuación (12) está dado por 

  y la matriz de rigidez del 
elemento será (ecuación (13)).
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 	 (13)

La matriz de rigidez C dada por la ecuación (6), 
que está incluida en la definición de la matriz de ri-
gidez del elemento para el continuo de Cosserat en 
elasticidad lineal se presenta en la ecuación (14).
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 (14)

Donde E es el módulo de Young, υ es la real-
ción de poisson, G es el módulo de corte, GC es el 
módulo de rotación (referencia) y d50 es la longitud 
característica. La matriz de rigidez del elemento 
(ecuación (12)) tiene tamaño 12 × 12. Para el caso 
de elasticidad lineal de Cosserat, la evaluación de 
los términos de la matriz de rigidez de los elemen-
tos se pueden obtener de forma analítica. Algunos 
de los términos son (ecuación (15)).

 

 

 

	(15)

El vector de fuerza nodal está dado por la in-
tegral en superficie de la matriz de conectividad 
transpuesta por el vector de fuerza (ecuación (16)).

	
 	 (16)

Especializando la ecuación (16) al continuo de 
Cosserat, se tiene la ecuación (17).
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 	 (17)

En la ecuación (17), fsx y fsy son cargas unifor-
memente distribuídas y fw es un momento aplicado 
directamente en el nodo. Al desarrollar el primer 
elemento del vector fe (ecuación (17)) se obtiene 
la ecuación (18).

������� � � �����
�

�� � � 1
4 �1 � ���1 � �����

�
�� 	(18)

Si se supone que la carga está aplicada en el 
lado 1-2 del elemento (figura 5), entonces la ecua-
ción (18) queda como se muestra en la ecuación 
(19).

Como las coordenadas η = -1 en el lado 1-2 del 
elemento cuadrilatero, se obtiene que la ecuación 
(20).

Dependiendo del lado donde se encuentre car-
gado el elemento, el vector de fuerza nodal será 
diferente para el mismo nodo. Generalizando la 
ecuación (17) para la aplicación de la carga en 
cualquiera de los cuatro lados del elemento finito 
cuadrilátero se tiene la ecuación (21).
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Donde a es la mitad de la longitud del lado 1-2.
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  	 (21)

† para elementos cargados en el lado L1-2, ‡ para 
elementos cargados en el lado L1-4, « para elemen-
tos cargados en el lado L2-3 y ⊗ para elementos car-
gados en el lado L3-4 (figura 5).

Figura 5. Elemento cuadrilátero de Cosserat cargado 
con momentos puntuales en los cuatro nodos fw

i y una 
carga uniformemente distribuida fsy en el lado 3-4 L3-4

Fuente: elaboración propia.

Para clarificar la aplicación del vector de fuerza 
nodal por elemento, se muestra la ecuación (22), 

que es la especialización para el elemento cuadri-
látero de la figura 5.

            			   (22)

RESULTADOS

Carga uniformemente distribuida en un 
continuo de Cosserat con material elástico 
lineal

En la sección anterior se plantearon todos los ele-
mentos necesarios para realizar un análisis de 
elementos finitos. De lo anterior, es necesario 
ensamblar la matriz de rigidez general y el vec-
tor de carga general para el problema de valor de 
contorno y, de esta manera, obtener los desplaza-
mientos-rotaciones en los nodos y las variables de-
rivadas: deformaciones y gradientes de rotaciones.

Para aplicación, se plantea el caso típico de 
un carga distribuida en una parte de la superficie, 

asemejando el caso de un zapata cargada superfi-
cial. Las constantes elásticas para el modelo cons-
titutivo seleccionadas son: E = 1E6 Pa. υ = 0.35; 
G = 3.7E5 Pa; GC = 7.4E5 Pa; d50 = 2E-4 m. La 
malla de elementos finitos se realiza con elemen-
tos cuadriláteros con base y altura igual a 0,5 m 
(u=b=0,5 m). Una vez solucionado el sistema ge-
neral F = KX, se tienen los desplazamientos noda-
les. Al ser un modelo constitutivo elástico lineal, 
se puede obtener la inversa de la matriz de rigidez 
sin necesidad de recurrir a métodos incrementales, 
ya que los desplazamientos no dependen de la tra-
yectoria (conservativos).

La malla de elementos finitos junto con la de-
formada en el continuo de Botzmann y el continuo 
de Cosserat se presentan en la figura 6.
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Los círculos de la figura 6 presentan la posición 
de los nodos en su estado no deformado. Las cru-
ces muestran la deformada de la malla una vez se 
aplica la carga superficial en el continuo de Cos-
serat y en continuo convencional. Se observa que 
no se generan diferencias entre los dos continuos 
(Cosserat y Boltzmann) en los valores de los gra-
dos de libertad convencionales, desplazamientos 
horizontales y verticales. Sin embargo, en la figura 
7 se presentan las rotaciones de Cosserat. La direc-
ción de la flecha indica proporcionalmente la can-
tidad que rotó cada nodo. Cuando no hay carga, 

la totalidad de las flechas apuntan hacia arriba. La 
parte inferior está restringida a la rotación de Cos-
serat, por lo que las flechas son completamente 
verticales. Como es de esperarse, debido a la sime-
tría del problema de valor de contorno, las rotacio-
nes de Cosserat en el eje de simetría son cero. La 
mayor concentración de rotaciones se encuentra 
inmediatamente debajo de la base cargada. Este 
grado de libertad no está presente en el continuo 
de Boltzmann y está indicando la rotación como 
cuerpo rígido que pueden tener los elementos. La 
rotación, que es una característica importante de 

Figura 6. Malla de elementos finitos del problema de valor de contorno. Posición de los nodos en el estado 
deformado y no deformado. Izquierda: Continuo de Boltzmann. Derecha: Continuo de Cosserat

Fuente: elaboración propia.

Figura 7. Rotaciones de Cosserat para el problema de valor de contorno

Fuente: elaboración propia.
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los materiales particulados, no puede ser simulada 
con la modelación con elementos finitos basados 
en el continuo convencional. Se ha visto desde el 
punto de vista experimental y numérico con mo-
delación con elementos discretos que la resisten-
cia a la rotación de las partículas es la responsable 
de la generación de las bandas de corte y de la lo-
calización de la deformación (Arévalo, Ramos-Ca-
ñón y Prada, 2014; Correa, Maldonado, Prada y 
Ramos, 2015), razón por la que es ventajoso que 
un modelo tenga la posibilidad de tener en cuenta 
este grado de libertad adicional.

Con relación a los esfuerzos, en el continuo de 
Cosserat los esfuerzos de corte σyx  son diferentes 
a los de corte σyx, por lo que el tensor de esfuer-
zos no es simétrico. Para garantizar la ecuación de 

balance de moméntum de momentos, surgen los 
momentos aplicados en un punto material (figura 
2). La figura 8a ilustra la distribución de esfuerzos 
σyx = σxy para el continuo convencional y los esfuer-
zos σxy (figura 8b) y σyx (figura 8c) para el continuo 
de Cosserat.

Finalmente se presentan los momentos del ten-
sor de esfuerzos Mzx y Mzy junto con   y 

  (ecuación (6)). Estos últimos términos no 
aparecen en el continuo convencional y repre-
sentan la variación infinitesimal espacial de las 
rotaciones con las coordenadas, análogo a las de-
formaciones convencionales que indican la varia-
ción infinitesimal espacial de los desplazamientos 
con las coordenadas (figura 9).

Figura 8. a. Distribución espacial de esfuerzos de corte σyx = σxy en el continuo de Boltzmann. b. Distribución de 
esfuerzos σxy en el continuo de Cosserat. c. Distribución de esfuerzos σyx en continuo de Cosserat.

Fuente: elaboración propia.
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Se observa que los momentos que se presen-
tan en cada una de los nodos afectando el equili-
brio del tensor de esfuerzos son complementarios 
a los esfuerzos de corte desarrollados en el pro-
blema de valor de contorno. Las microrrotacio-
nes surgen de forma análoga a los componentes 
convencionales del tensor de deformaciones. Es-
tos no están asociados a la generación de cambio 
de volumen, sino que se magnifica la distorsión 
que puede presentar el continuo representado por 
Cosserat. Por otro lado, es importante anotar que 
dentro del modelo constitutivo elástico lineal de 
Cosserat se encuentra inmersa una longitud ca-
racterística. En este caso se define como el tama-
ño medio de la partícula d50. Este aspecto permite 
tener en cuenta que la respuesta esfuerzo defor-
mación depende del tamaño de la partícula y, por 
otro lado, el continuo tiene el grado de libertad de 
rotación por lo que estaría representando la posi-
bilidad cinemática inherente a su naturaleza que 

tiene los materiales granulares. El efecto del tama-
ño de la muestra se ve reflejado que la muestra en 
más rígida con muestras más pequeñas que con 
muestras grandes para el mismo material (Ramos y 
Prada, 2015). Los resultados del continuo de Cos-
serat tiene la posibilidad de ser complementados 
con análisis de confiabilidad (Prada et al., 2011), 
de abarcar problemas de carácter dinámico (Ve-
ga-Posada, Zapata-Medina y Ramos-Cañón, 2016) 
o de solucionar problemas de valor de contorno 
donde las distorsiones pueden ser importantes (Ra-
mos-Cañón, 2015; Lamus, Plazas y Luna, 2015).

CONCLUSIONES

Es de esperarse que cuando un material particu-
lado está cargado, los elementos que constituyen 
este material presenten rotaciones. Dicho aspecto 
no lo puede representar el continuo de Boltzmann, 
en tanto que se observa en las figuras 7 y 9 que los 

Figura 9. Distribución espacial de a. Momentos del tensor de esfuerzos Mzx b. Momentos del tensor de esfuerzos 
Mzx c. Microrrotaciones   y d. Microrrotaciones  .

Fuente: elaboración propia.
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nodos del continuo de Cosserat presentan rotación 
del orden de 5 E-4 rad como resultados del proce-
so de carga.

Las rotaciones, los esfuerzos normales, los es-
fuerzos de corte y los momentos están relaciona-
dos con la longitud característica, que en este caso 
es el diámetro medio de la partícula. Se presentan 
diferencias de los esfuerzos de corte σxy y σyx del 
orden de 200 kPa para nodos específicos. El análi-
sis elástico convencional no podría tener en cuen-
ta una longitud característica del problema por lo 
que los resultados serían independientes de la es-
cala del problema del valor de contorno.

El continuo de Cosserat genera componentes 
adicionales del tensor de deformación denomina-
dos microrrotaciones. Los valores pueden ser ma-
yores a -2E-4 1/m. Es importante mencionar que 
dichas microrrotaciones (variación espacial de la 
rotación) son proporcionales a la longitud caracte-
rística del problema.

Se presentan los ingredientes fundamentales 
para realizar un análisis de elementos finitos con 
el continuo de Cosserat. Las matrices de deforma-
ción, las funciones de forma, la matriz de rigidez 
de un elemento tipo cuadrilátero y el vector de 
carga se desarrollan explícitamente para que ten-
gan la posibilidad de ser integrados a las estruc-
turas de programación de elementos finitos en el 
marco de modelación convencional. Lo anterior 
abre las perspectivas de análisis de problemas es-
fuerzo-deformación cuyo material sea de carácter 
granular. Las formulaciones presentadas en este 
trabajo pueden ser adaptadas a modelos consti-
tutivos inelásticos para poder considerar el com-
portamiento no lineal de geomateriales, por lo que 
es una manera alternativa de incluir aspectos in-
herentes al comportamiento del material granular 
que no es posible describirlos con base en el con-
tinuo convencional.
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