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28 Con - Ciencias 

TEOREMA DE PITÁGORAS: , 
UNA DEMOSTRACION SIN PALABRAS 

Jorge Adelmo Hemández1 

Este artícufo contiene una démostraciónsin pafa/iras déf Teorema dé Pitágorf1S,¡ algunas jónnas dé conseguir Temas 
Pitagóricas Primitivas (TPPj así como fa caracterización dé dicIias temas. Contiene adémós una ampfiación a regiones 
más generalés constrnidás sobre fos catetos y fa liípotenusa dé Wl triángufo rectá.7tguf0 y fa generalkación aEspacws 

Vectoria!es NonnadÍJs 

TfUs articCe contains a demostratWn "witftout wordS" a60ut Pita90ras • s Theorem¡ 6esiáes tliat) it contains tlie expúmation 
to sorne w'o/s to fmifd primitive Pita90ric triadS (PPT) aruí tlieir cf1aracteristics as weCC. Tfiere are sorne otfier topics Cike a 
9eneraLextension to tlie ca.tFtetos aruíto tlie liypotlienusas ofrectanguCe-~Ces¡ aruía9enerafuation in NormaL VectoriaL 

Spaces 

KrywordS: Temas) Pitagóricas) Primitivas) Catetos) Hipotenusa, Nomuufos) Eud1uanos) vectoriales) 
'lliángufos) Espacio) Rectángufo 

Introducción 

Uno de los temas en los que se hace más énfasis en la enseñanza de la geometría es en el llamado 
"Teorema de Pitágoras": En un triángulo rectángulo, el área del cuadrado constrllldo sobre la hipote­
nusa é:5 igual a la suma de las áreas de los cuadrados constrwdos sobre los catetos, é:5 decir, en un triángulo 
dehipotenusaz y decatetosx, y , secumple:z2 = X2 + y2. 

Una de las demostraciones más sencillas es la que se muestra en las figuras: 

y x y x 

y 

x x 

y x x y 

Ternas Pitagóricas 

Una terna de números enteros positivos (x, y, z) es una Terna Pitagórica (TP) si se satisface la 
ecuación Z2 = X2 + y2 . 
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Son conocidas las TP (6,8,10), (9,12,15) yen ge­
neral (3k, 4k, 5k) k Z+ . 

¿Cómo encontrar otras TP que no pertenezcan a esta 
clase! . Se construye una tabla de multiplicación de 
números enteros positivos: 

* 1 2 3 4 5 6 7 oo. 

1 1 2 3 4 5 6 7 oo. 

2 2 4 6 8 10 12 14 oo. 

3 3 6 9 12 15 18 21 oo. 

4 4 8 12 16 20 24 28 oo. 

5 5 10 15 20 25 30 35 oo' 

6 6 12 18 24 30 36 42 oo. 

7 7 14 21 28 35 42 49 oo. 

Si tomamos cualquier rectángulo de vértices a, b, c, 
d sobre la tabla 

a b 

clL...--~l 
Se cumple que a.c = b.d (1). En efecto: a = n.m; 
b = (n+k).m; c = (n+k).(m+t); d = n.(m+t) 

a.c =n.m.(n+k) .(m+t)=(n+k).m.n.(m+t) = b.d 

Multiplicando la ecuación (1) por cuatro (4) se ob­
tiene que: 4ac = 4bd. Es decir, 

2ac - 2bd = 2bd - 2ac. 

Sumando a cada lado de esta última ecuación 

se obtiene: 

luego, (a+c)2 +(b-d)2 = (b+d)2 +(a-c)2 

Si se elige un rectángulo que satisfaga b = d, se 

obtiene: (a+c)2 =(b+d)2 +(a-c)2. 

Tomando z = a + c, x = b + d, Y = a - c se tiene 
que Z2 = X2 + y2 , Y resulta para cada elección una TP. 
Como pueden construirse infinitos rectángulos en la 
tabla, también serán infinitas las TP encontradas. 
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Otra forma de obtener TP es proceder con una tabla 
para la suma de enteros positivos similar a la del pro­
ducto: 

+ 1 2 3 4 5 oo. 

1 2 3 4 5 6 oo. 

2 3 4 5 6 7 oo. 

3 4 5 6 7 8 oo. 

4 5 6 7 8 9 oo. 

5 6 7 8 9 10 oo. 

Si consideramos cualquier rectángulo a, b, c, d de la tabla: 

a k b 

t 

d c 
Se encuentra que a + c = b + d (2). En efecto, 
a = n + m; b = (n + k) + m; c = (n + k) + (m 
+ t); d = n + (m + t). Entonces a + c = (n +m) 
+ (n + k) + (m + t) = (n + k) + m + n + (m + 
t) = b + d. 

Además, en cualquier rectángulo elegido se cumple 
que: "los productos de los vértices opuestos difieren 
en el área del rectángulo así: 

bd = ac + kt (3 ) 

Si bd, ac y kt son cuadrados perfectos, es decir, bd 
= Z2, kt = X2 y ac = y2, entonces la relación (3) se 
transforma en Z2 = X2 + y2. 

¿Cómo debemos entonces seleccionar los valores a, 
b, c, d en la tabla para obtener la relación pitagórica 
deseada y generar así ternas pitagóricas? 

Al hacer un análisis de la tabla se deduce que a y c 
deben ser los vértices de un cuadrado localizados so­
bre la diagonal principal. Según esto: a = 2p; c = 
2q, p, q enteros positivos (4). 

Además b = d, luego de (1): 

2p + 2q = 2b = 2d, es decir, b = d = P + q (5) 

Ahora bien: las dimensiones de cualquier rectángulo 
en la tabla son d - a = t,; b - a = k. Para nuestro 
caso m = t = b - a. 
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Utilizando las ecuaciones (3) y (4), se concluye que 
t=k=q-p (6). 

Finalmente, remplazando (4), (5) Y (6) en (3), obte­
nemos: 

(q - p)2 + (2 J q.p)2 = (q + p)2 (7), Y esta última 

ecuación se reduce a la forma Z2 = X2 + y2 donde y 
= 2 J q . p, es decir, q. p debe serlll1 cuadrado perfecto. 

Forma General de las Ternas 
Pitagóricas (Tp) 

Se sabe que los babilonios conocían el teorema de 
pitágoras mucho antes que los griegos. Sin embar­
go, sabían que cualquier terna de la forma 

(m, ~ (m 2 -1), ~ (m 2 + 1», donde m ~ 3 es un entero 

impar, era una Tp' pero ... no toda TP es de esta 
forma; por ejemplo (15,8,17). 

Surge entonces la siguiente pregunta: (Existe algrma 
fórmlda que genere todas las temas Pitagóricas? La res­
puesta es "sí". 

Ante todo podemos advertir que si (a,b,c) es una Tp' 
también lo es (ka, kb, kc), en donde k ~ 1. Por lo 
tanto es suficiente obtener una fórmula que genere 
Ternas Pitagóricas Primitivas (TPP), es decir, aque­
llas ternas (a,b,c) cuyas componentes no tengan un 
factor común k> 1. Por ejemplo: (3,4,5), (5,12,13), 
(7,24,25) son TPP. 

Teorema 1 

Sean a, b, c enteros positivos, entonces (a,b,c) es 
una TPP si y sólo si existen enteros positivos u y v, 
u>v (u,v) = 1, ambos impares tales que: 

{a , b}=~uy,U2_y2} y e=u 2 +y2 Es claro que 

e2 = a2 + b2 

Se muestra ahora otra fórmula que genera TPp, la 
cual se deduce fácilmente y sugiere un método para 
resolver algunos problemas de Geometría. 

Teorema 2 

La terna (a,b,c) es una TP si y sólo si existen enteros 
positivos u y v de igual paridad tal que uv sea un 
cuadrado perfecto y: 
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a =~ 

Prueba: 

u-v 
b=-

2 
u+v c= --

2 

Supongamos que (a,b,c) es una TP. Entonces a2 + b2 = el, 
es decir, a2 = c2 - b2 , luego a2 = (c - b) (c + b). 

Sean u = c + b, v = c - b. Entonces puede deducir­
se lo siguiente: 

1. u.v es un cuadrado perfecto 
2. u,v son enteros positivos de la misma paridad pues­

to que b y c son enteros positivos c > b 
3. u > v pues c + b > c - b 
4. De u = c + b; v = c - b se deduce que 

u-v 
b= -

2 ' 
u+v 

e = -- y además a2 = c2 - b2 
2 ' 

= u.v de donde a = J u.v 

Recíprocamente, supongamos que u y v son enteros 
positivos de la misma paridad u > v tal que u.v sea 

un cuadrado perfecto. Haciendo a = .¡u:v 
b=U-v 

2 ' 
Ejemplo: 

U+v 
e = - 2- ' se cumple quea2 + b2 = c2

. 

Determinar todos los triángulos pitagóricos que tie­
nen un cateto común a = 15. Solución: a2 = 225. 

Ahora factorizamos 225 en todas las formas posibles 
como producto de enteros positivos de igual paridad 
así: 

a2 =45* 5 = 75 * 3 = 25* 9 = 225 * 1 
Ahora, para cada factorización hacemos u: = factor 
mayor, v: = factor menor. Se obtiene entonces la 
siguiente tabla: 

u v b = u- v 
2 

c=~ 
2 

45 5 20 25 

75 3 36 39 

25 9 8 17 

225 1 112 113 

Por lo tanto, existen cuatro triángulos pitagóricos con 
un cateto común a = 15. Dichos triángulos determi­
nan las siguientes TP: (15,20,25), (15,36,39), 
(15,8,17), (15,112,113). 
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Generalización del Teorema de Pitágo­
ras a Figuras más Generales Construi­
das Sobre sus Catetos 

Si (a,b,c) es una TPP se cumple que a2 + b2 = c2 . 

. . . . . a 2 b2 e 2 

SI diVIdimos por dos se obtIene: 2+ 2 =2 cuya 

interpretación sería: el área del triángulo rectángulo 
construido sobre la hipotenusa es igual a la suma de las 
áreas de los triángulos rectángulos construidos sobre 
los catetos. 

7r 
Si la ecuación a2 + b2 = c2 se multiplica por "4' se 

. na 2 nb2 ne2 

obtIene - + -- = -- o lo que es lo mismo 
4 4 4 

La interpretación de esta ecuación es: "En un trián­

gulo rectángulo el área del semi-círculo de radio ~ cons­

trwdo sobre la hipotenusa es igual a la suma de las áreas 

de los semi-círculos de radios ~ y ~ constrwdos sobre 
2 2 los catetos» 

En general, si se tiene el triángulo rectángulo (a,b,c) 
y sobre un intervalo [O,c] se define una función con­
tinua f, sobre los intervalos [O,a] y [O,b] se definen 
las funciones continuas h(x) y g(x) así: 

h(x) = ~ f (ix ) g(x) = ~ f (tx ), respectiva-

mente. Se cumple que: 

r f(x) dx = s: g(x) dx + f: h(x) dx ; en efecto : 
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s: g(x) dx = S: ~f ({- x)dx SI U = {-x, 

du = {-dx 

b b2 b2 

luego r g(x) dx = 2 re f(u) du = -2- re f(x) dx ,Jo eJo eJo 

También f: h(x) dx = f: ~ f (~ x )dx si u = ~ x 
a 

du = S dx 
a 

Luego, 

ra 
h(x) dx = ~ re f(u) du = a~ re f(x) dx Jo c Jo c Jo 

Portanto: 

f: h(x) dx + f: g(x) dx = :: f: f(x) dx + :: f: f(x) dx 

= b';/ fa f(x) dx 

= fa f(x)dx 

y finalmente se podría establecer una generalización 
a otros espacios euclidianos : 

Generalización a Espacios Vectoriales 
con Producto Interior 

Si (V, ( )) es un espacio lineal con producto 

interior, u , V son dos vectores tales que <u, v ) = O 

entonces 
2 2 2 

u-v = u + v 

Prueba: 

u-v ={u-v,u-v)= 

= U 2 _ 2 u, v + V 2 

como (u, v) = O se sigue que u-v 2 = u 2 + v 2 
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