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TEOREMA DE PITAGORAS:
UNA DEMOSTRACION SIN PALABRAS

Jorge Adelmo Hernandez'

Este articulo contiene una demostracion sin palabras del Teorema de Pitdgoras, algunas formas de consequir Ternas
Pitagoricas Primitivas (TPP), ast como la caracterizacion de dichas ternas. Contiene adernds urta ampliacion a regiones
1ruds generales construidas sobre los catetos y la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo, y la generalizacion a Espacios
Vectoriales Normados

This article contains a demostration “without words” about Pitagoras ‘s Theorem; besides that, it contains the explanation
to some ways to build primitive Pitagoric triads (PPT) and their characteristics as well. There are some other topics [ike a
general extension to the cathetos and to the hypothenusas of rectangule-triangles; and a generalization in Normal Vectorial
Spaces
Keywords: Ternas, Pitagéricas, Primitivas, Catetos, Hipoterusa, Normados, Euclidianos, Vectoriales,

Tridngulos, Espacio, Rectdngulo

Introduccion

Uno de los temas en los que se hace mds énfasis en la ensenanza de la geometria es en el llamado
“Teorema de Pitagoras™: En un triangulo rectingulo, el drea del cuadrado construido sobre la hipote-
nusa es igual a la suma de las dreas de los cuadrados construidos sobre los catetos, es decir; en un triangulo
de hipotenusaz y de catetosx, y, secumple:z* = x> + y2.

Una de las demostraciones mas sencillas es la que se muestra en las figuras:
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Ternas Pitagodricas

Una terna de numeros enteros positivos (X, y; z) es una Terna Pitagorica (TP) si se sartisface la
ecuacion z? = x? + yi
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Son conocidas las TP (6, 8, 10), (9,12,15) y en ge-
neral (3k, 4k, 5k) k Z*.
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Otra forma de obtener TP es proceder con una tabla
para la suma de enteros positivos similar a la del pro-
ducto:

{Como encontrar otras TP que no pertenezcan a esta 5

clz}sc?‘ Se construye una tabla de multiplicacién de ;‘ é g i ‘: 6
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Si tomamos cualquier rectingulo de vértices a, b, c,
d sobre la tabla

c d

Se cumple que a.c = b.d (1). Enefecto: a = n.m;
b = (n+k).m; ¢ = (n+k).(m+t); d = n.(m+t)

a.c=n.m.(n+k).(m+t)=(n+k).m.n.(m+t) = b.d

Multiplicando la ecuacién (1) por cuatro (4) se ob-
tiene que: 4ac = 4bd. Es decir,

2ac — 2bd = 2bd - 2ac.
Sumando a cada lado de esta ultima ecuacién
aZ+bl+c?+d?  se obtiene:
a’+2ac+c? +b%-2bd+d? =b”? +2bd +d” +a” —2ac+c?

luego, (a+c¢)?+(b—d)? =(b+d)*+(a—c)?

Si se elige un rectangulo que satisfaga =d, se

obtiene: (@+c)? =(b+d)*+(a—c)?,

Tomando z=a+c, x=b+d, y=a—c setiene
que z* = x? + y*, y resulta para cada eleccién una TT.
Como pueden construirse infinitos rectingulos en la
tabla, también seran infinitas las TP encontradas.

Si consideramos cualquier rectingulo a, b, ¢, d dela tabla:
a k b

d c
Se encuentraque a+c=b+d (2). En efecto,
a=n+m;b=(n+k)+myc=(n+k)+ (m
+1t);d=n+ (m + t). Entonces a + ¢ = (n +m)
+(+k+(m+t)=n+k)+m+n+ (m+
t) =b + d.

Ademds, en cualquier rectingulo elegido se cumple
que: “los productos de los vértices opuestos difieren
en el area del rectangulo asi:

bd=ac+kt (3)

Si bd, ac y kt son cuadrados perfectos, es decir, bd
=72, kt = x* y ac = y?, entonces la relacién (3) se
transforma en zZ2=x"+y.

{Cémo debemos entonces seleccionar los valores a,
b, ¢, d en la tabla para obtener la relacién pitagérica
deseada y generar asi ternas pitagoricas?

Al hacer un analisis de la tabla se deduce que ay ¢
deben ser los vértices de un cuadrado localizados so-
bre la diagonal principal. Segin esto: a = 2p; ¢ =
2q, p,q enteros positivos (4).

Ademds b = d, luego de (1):

2P+2q=2b=2d, eSdeCil', b=d=p+q (5)

Ahora bien: las dimensiones de cualquier rectingulo
en la tabla son d —a = t,;; b—a = k. Para nuestro
caso m=t=b-a.
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Utilizando las ecuaciones (3) y (4), se concluye que
t=k=q-p (6).

Finalmente, remplazando (4), (5) y (6) en (3), obte-
nemos:

(@-pPF+ (2 Jgp)P=(q+py (7), yest ltima

ecuacion se reduce a la forma z* = x> + y* donde y
=2./q.p, esdecir, q.p debe ser un cuadrado perfecto.

Forma General de las Ternas
Pitagéricas (Tp)

Se sabe que los babilonios conocian el teorema de
pitdgoras mucho antes que los griegos. Sin embar-
go, sabfan que cualquier terna de la forma

(m, 1 (m*=1),1(m* +1)), donde ;>3 es un entero

impar, era una TP, pero ... no toda TP es de esta
forma; por ejemplo (15,8,17).

Surge entonces la siguiente pregunta: ¢Existe alguna
formula que genere todas las ternas Pitagoricas: La res-

w_ ™

pucsta es “si.

Ante todo podemos advertir que si (a,b,c) esuna TP,
también lo es (ka, kb, kc), en donde k 2 1. Por lo
tanto es suficiente obtener una férmula que genere
Ternas Pitagoricas Primitivas (TPP), es decir, aque-
llas ternas (a,b,c) cuyas componentes no tengan un
factor comun k > 1. Por ejemplo: (3,4.5), (5,12,13),
(7,24,25) son TP

Teorema 1

Sean a, b, ¢ enteros positivos, entonces (a,b,c) es
una TPP si y sélo si existen enteros positivos uy v,
u>v  (u,v) = 1, ambos impares tales que:
fa,b}= {2uv,u2 —vz} y c=u?+v? Es claro que
c¢d=a’+b’

Se muestra ahora otra féormula que genera TPP, la

cual se deduce ficilmente y sugiere un método para
resolver algunos problemas de Geometria.

Teorema 2

La terna (a,b,c) esuna TP siy sélo si existen enteros
positivos u y v de igual paridad tal que uv sea un
cuadrado perfecto y:

Con - Ciencias

a=\Juv b=

Prueba:

Supongamos que (a,b,c) es una TP Entonces a* + b* = ¢,
es decir, a? = 2 - b?, luegoa’ = (c-b) (c + b).

Sean u =c + b, v = c-b. Entonces puede deducir-
se lo siguiente:

1. w.v es un cuadrado pertecto

2. u,vson enteros positivos de la misma paridad pues-
to que by ¢ son enteros positivos ¢ > b

3.u>v pues c+b>c-b

4. De u=c+b; v=c-b sededuce que

bzu—v! _u+v
2 2

= uvdedonde a=/u.v

y ademis, a’ = ¢ - b?

Reciprocamente, supongamos que 1y v son enteros
positivos de la misma paridad u > v tal que u.v sea

un cuadrado perfecto. Haciendo a = Ju.v
u-—v _u+v

b=——, ¢=
2 2

Ejemplo:

, secumple quea’ +b* = ¢,

Determinar todos los tridngulos pitagdricos que tie-
nen un cateto comun a = 15. Solucién: a? = 225.

Ahora factorizamos 225 en todas las formas posibles
como producto de enteros positivos de igual paridad
asi:

a?=45*5=75*3=25*9=225*1
Ahora, para cada factorizacion hacemos u:= factor

mayor, v:= factor menor. Se obtiene entonces la
siguiente tabla:

u v b= c=8r

45 5 20 25

75 3 36 39

25 9 8 17

225 1 112 113

Por lo tanto, existen cuatro tridngulos pitagdricos con
un cateto comun a = 15. Dichos tridngulos determi-
nan las siguientes TP: (15,20,25), (15,36,39),
(15,8,17), (15,112,113).
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Generalizacion del Teorema de Pitago-
ras a Figuras mds Generales Construi-
das Sobre sus Catetos

Si (a,b,c) esuna TPP se cumple que a*> + b*> = ¢?.

2 2 )
S ey . g . b _ o
Si dividimos por dos se obtiene: —+—=—

2 2 2
interpretacion serfa: el drea del tridngulo rectingulo
construido sobre la hipotenusa es igual a la suma de las
dreas de los tridngulos rectingulos construidos sobre

los catetos.

cuya

Sila ecuacién a? + b* = ¢ se multplica por 40 %€

[ 5]
[E]

2

ra~ whb reo y
& o lo que es lo mismo

()

La interpretacion de esta ecuacion es: “En un trian-

obtiene

ba | &

gulo rectingulo el area del semi-circulo de radio ; cons-
truido sobre la hipotenusa es igual a la suma de fas dreas
de los semi-circulos de radios y Y construidos sobre
los caretos™ 2 4

En general, si se tiene el tridngulo rectangulo (a,b,c)
v sobre un intervalo [0,c] se define una funcién con-

tinua f, sobre los intervalos [0,a] y [0,b] se definen
las funciones continuas h(x) y g(x) asi:

h(x]:gf[gx}

mente. Se cumple que:

g(x) = g f (% X ], respectiva-

_[: f(x)dx = jﬂl g(x)dx + E h(x) dx ; en efecto:
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Y finalmente se podria establecer una generalizacion
a otros espacios euclidianos:

Generalizacion a Espacios Vectoriales
con Producto Interior

sy ! \ e ey = >
si (v.{ _,] es un espacio lineal con producto
interior, u, v son dos vectores tales que (u , v ) = 0
2 2 2
entonces U—v = i + Vv
Prueba:
u=-v ={u-vu—v)=
=u'=2uv+v’
Lo ey : B o 2 2
como {uv)=0 se sigue que wu-v-=u “+ v
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