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EL PRODUCTO TENSORIAL EN
CONSTRUCTOS TOPOLOGICOS
Y OTRAS CATEGORIAS

1.

Carlos Ruiz Salguero®
Jorge Adelmo Hernandez Pardo™
José Reinaldo Montanez™

Bimorfismos

Definicion

Sean X, Y, Z objetos de una categoria C. Se dice que una funcion f: X x Y>Z es un

bimorfismo si:

a. Para cada xeX, la funcion f : Y->Z definida para cada y€ Y como f (y)=:f(x,y),

es un morfismo en la categoria C

b. Para cada ye Y, la funcion f (x)=:f(x,y) es un morfismo en la categoria C.

Ejemplos

Sea C la categoria de los conjuntos. Los objetos de esta categoria son los conjuntos,
y los morfismos son las funciones entre conjuntos. Sean X, Y, Z conjuntos y espacio

f: X xY=>7Z una funcién. Claramente f es un bimorfismo.

Sea C la categoria de los conjuntos parcialmente ordenados. Los objetos de esta
categoria son pares de la forma (X, <), en donde X es un conjunto y “<” es una
relacion de orden (reflexiva, simétrica y transitiva). Los morfismos de esta categoria
son las funciones que preservan el orden en el siguiente sentido: si (X, <) y (Y, <) son
conjuntos parcialmente ordenados, una funcion f: X->Y es un morfismo en esta

categoria, si para todos x, y € X tales que x <y en X, se tiene que f(x) <f(y) enY.

Ahora bien: si X, Y, Z son conjuntos parcialmente ordenados y f: X xY->Z es una funcion,

entonces f: X xY->Z es un morfismo si y solamente si f: X xY->Z es un bimorfismo, lo

cual puede probarse facilmente. Es de notar que si (X, <) y (Y, <) son objetos de C,
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entonces (XxY,<) es un objeto de C, en donde “<” esta
definida por (x,,y,) < (x,,y,) € X xY siempre que
x<x, y y, £y, con (x,,y) y (x,,y,) sean elementos
de X xY.

¢) Sea C la categoria de los espacios vectoriales sobre
un campo K. Los objetos de esta categoria son los
espacios vectoriales sobre K y los morfismos son las
transformaciones lineales entre los espacios vecto-

riales sobre K.

Sean X, Y, Z espacios vectoriales sobre K. Sea f: X xY->Z
una funcién. Entonces, f es un bimorfismo si para cada
xe X la funcion f :Y->Z es morfismo, lo cual significa en
esta categoria, que para todos y , y,€Y y todo keK se
tenga que: £(y,+y,)) = f(xy ty,) =iy ) Hix,y,) =
FY)H(y,), y fky) =t ky )=kf(x,y) = K (y).

Ahora se piden condiciones analogas para cada ye Y en la
funcion f : X->Z. Entonces, f: X xY>Z es un bimorfis-
mo si y solamente si f es una funcion bilineal, es decir, si

f es lineal en cada una de las variables.

En particular, en la categoria de los espacios vectoriales
sobre el conjunto de los nimeros reales R, cada matriz A
de orden n x m determina un bimorfismo f: R" x R">R
definido por f(A)=XAY, en donde X yY son vectores de
R"y R™, respectivamente. También en esta categoria un

producto interior sobre R determina un biformismo.

d) Sea C la categoria de los espacios topologicos. Los
objetos de esta categoria son los espacios topologi-
cos, y los morfismos son las funciones continuas. En
ella los bimorfismos son llamados funciones bicon-

tinuas.

Consideremos la categoria de los espacios topologicos.
Sea X,Y y Z espacios topologicos. Si f:X *Y->Z es una
funcién continua, entonces f: X *Y=>Z es un biformismo.
Sin embargo, el reciproco de esa proposicion no es cier-

to, como se ilustra a continuacion.

Sea R el conjunto de los nimeros reales dotados de su
topologfa usual. La funcion f: R * R>R definida por
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o
x2+y?’
0, si(x,

fx, y) = six, y) # (0,0

y) = (00

es un biformismo y f no es continua.
2.  Producto Tensorial
Definicion

Sean X yY objetos de una categoria C. Se dice que (Z, f),
en donde Z es un objeto de C y f: X xY = Z un bimorfis-
mo, es el producto tensorial de X yY si para toda
pareja (W, g), dondeW es un objetode C y g: XxY >W un
bimorfismo, existe un tnico morfismo ¢: Za W tal que
dof=g
XxY
f/ g

z ¢ W

El objeto Z es tnico salvo isomorfismos y se acostum-
bra escribir X ® Y.

. Ejemplos

a) En la categoria de los conjuntos el producto tenso-
rial de dos conjuntos X yY es la pareja (X xY, i), en
donde X xY es el producto cartesiano de X yY, e
i: X XY 2 X xY es la funcion identidad

b) En la categoria de los conjuntos parcialmente orde-
nados el producto tensorial de dos objetos X yY es la
pareja (X ®Y, 1), donde X ® Y es el producto cartesia-
no de X yY, junto con la estructura de orden parcial
definida por: (x,y,) € (x,,y,), siy solosi, x <x,,y,
¥, <Y, ¢ i: XxY > X xY es la funcion identidad, la

cual es un bimorfismo.

En efecto, para cada xe X, y para todo par de elementos
Y, ¥, €Y se tiene que (x,y,) < (x,y,), lo cual implica
quei(y,) €i(y,),y por lo tanto, i_es un morfismo. Ana-
logamente se prueba que para cada yeY la funcion i es
un morfismo. Se concluye entonces que: i: X xY >X xY

es un bimorfismo. Ahora, si g: X xY>W es un bimorfis
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mo, la funcién ¢: X xY > W definida por ¢(x,y)=:g(x,y)
V (x,y)€ X xY es un morfismo en esta categoria, y ade-
mas es la tnica que verifica la igualdad ¢ oi=g, puesto
que i es un epimorfismo en esta categoria.

c¢) Construccion del producto tensorial en la categoria
de los grupos
1) Sean M y N grupos
2) Sea L(M x N) el grupo libre generado por el conjun-
to M x N. L(M x N)={(m,n )".(m,,n )"...(m,n )* |
meM, neN para I <i<nyr esunnimero entero}.

Si (m, n)e L(N x N), el elemento (m,n)’ se denota como
1 y corresponde al elemento identidad del grupo. Aho-
ra, la siguiente es la forma como se define la operacion
que da estructura de grupo a L(Mx N):

Sean:a = (ml,nl)rl.(mz,nz)rz...(mk,nk)rk e LMxN)y
b = (x,y)"(x,,y,)".--(y,y)%€ L(M x N),entonces
a.b:=(m,n)".(m,n)” ... (m,n)* (x,y)"

(%)% (Y y)"

3) Determinemos las funciones:

a. o: M’x N > L(M x N), definida por:
o (m,,m ,n)=:(m .m,n).(m,,n)".(m n)"' para todos
m,mée MyneN.

b. B: MxN?> L(M x N)
B (m,n ,n)=:(m, n .n).(m,n)".(m,n,)" para todos
meM, n ,n eN.

4) Sea K la interseccion de todos los subgrupos
normales de L(M x N) que contiene al conjunto
o (M2 x N) U B (M x N?).

5) Se determina entonces el grupo cociente L(M x N)/K,
cuyos elementos notaremos en la forma a, siempre
que « a » sea elemento de L(M x N)

6) Determinemos las funciones:

a. it MxN >L(MxN), definida por: i (m, n) : = (m, n)
para todos (m,n)eM x N.

b. j: L(M x N) >L(M x N)/K, definida por:
j (a): = a para todo aeL(M x N)

7) Veamos que la pareja (L(M x N)/ K, joi) es el produc-
to tensorial de MxN.
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a) La aplicacion joi: M x N a L(M x N)/K es un

bimorfismo, como se vera a continuacion.

Sean€ N, veamos que la funcion (joi) : M > LM x N)/K
es un homomorfismo de grupos. Sean m ,m €M, en-

tonces:

(m,.m_,n)(m,,n)"(m n)'e k

porque a(M* x N)eK por lo tanto

(ml.mz,n)(mz,n)'l(ml,n)’1 =1

lo cual implica que:

(m,.m,,n) = (m,,n)(m,,n)

y por lo tanto (joi) (m,.m, )=(joi) (m,).(joi) (m,), de
lo cual se concluye que (joi) es un homomorfismo de
grupos.

En la misma forma se prueba que para cada meN, la
funcion (joi) : N = L(MxN)/K es un homomorfismo de
grupos. Se ha demostrado que (joi) es un bimorfismo.

b) Sea (G,.) un grupo y g: M x N = G un bimorfismo.
La aplicacion h:L(MxN)=> G, definida por:
h[m ,n ]".(m,,n )?...(m n)*]= g(m ,n).g(m,n)...
g(m,,n, ), es una funcion tal que hoi=g, puesto que para
todo (m,n)e M x N, homomorfismo de grupos, como
puede comprobarse facilmente. Se determina entonces
laaplicacion: ¢: L(M x N)/K = G definida por ¢ (a)=:h(a)
para todoa € L(M xN)/ K.

Para demostrar que f esta bien definida, obsérvese pri-
mero que la funcion h se anula en los generadores del
grupo K.

Sea (m .m,,n).(m,,n)".(m n)'eK

entonces h[(m,.m ,n).(m,,n)"(m n)’']
:g(ml.mz,n).g(mz,n) 1 (ml,n)’1
:g(ml.mz,n).(g(mz,n))’l.(g(ml,n))’1

=g (m .m).(g (m))".(g (m))
=g,(m,.m,).g (m,").g (m)=g (m m, m, ".m")

:gn(l)zl

Ahora, sean abe L(M x N)/K, tales que a =b, entonces
a-be K, por lo tanto h(a-b)=1, lo cual implica que
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h(a)=h(b) y asi ¢ (a)=¢ (b); de lo anterior se concluye

que f esta bien definida.

La funcion ¢ es ademas un homomorfismo de grupos
puesto que h lo es. De otra parte, dado (m,n)e Mx N, se
tiene que Qo(joi)=g. El homomorfismo ¢ es el tnico
que verifica esta tltima igualdad puesto que joi es epi-

morfismo.

M x N

L (M xN)
J/\
LMXNYK = o e G

c¢) Construccion del producto tensorial en la categoria

g

de los espacios topologicos:

1) Sean X yY espacios topolégicos con topologias o, 3
respectivamente

2) Sea X xY el producto cartesiano de los conjuntos X
yY. Determinamos una topologfa A para X xY asi: Sea
U © XxY, decimos que U € A, si y solamente si,
para cada x € X el conjunto {y € Y [(x,y)eUle B y
para cada caso y€ Y, el conjunto {xe X|(X,y)e U} € a.

3) Sea X®Y el conjunto topologico que determina X xY
con la topologfa A. La pareja (X ®Y,i) es el producto
tensorial de X yY, en donde i: X xY 2 X xY es la
funcion identidad. En efecto sea x€ X, debemos de-
mostrar que f :Y = X xY es continua, de la siguiente
forma:

Sea UC X xY, Ue A. Entonces

i (U={YeY [i (neU} ={yeY | i(x, yeu}
={yeY| (x, y)eU}. Luego i "'(u)€ B por construccion
de la topologia A;de lo cual se sigue que i_es continua;
de la misma forma se prueba que si y€ Y la funcion i : X
- X xY es continua. '

Por lo tanto i: X xY = X xY es un bimorfismo. Ahora,
sea W un espacio topologico con conjunto subyacente
W y topologia T.

Sea g: X xY = W un bimorfismo. Sea ¢:X®Y 2> W la
funcion definida por §(x, y):=g(x, y)
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XxY
/i //K

xy ——» W
¢=g
La funciéon ¢:X xY = W es continua. Sea VE T; entonces,
como g es un bimorfismo, para cadax€ X, g (V)€ B ypara
cada yeY, g)v'l(V)G o,. Por lo tanto g''(V)€ A, luego
¢'(V)€ . La funcion ¢=g es la tinica que verifica la igualdad
Qoi=g, puesto que i es epimorfismo.

€) Observaciones respecto al producto tensorial en la
categoria de los espacios topologicos:

1) Los espacios topologicos X =(X,0) y Y:(Y,) son
discretos, si y solamente si, el espacio topologico
X ® Y =(X xY,A) es discreto. La demostracion es la
siguiente:

Supongase que X yY son espacios discretos.

Sea U C X xY; entonces, para cada x€ X el conjunto
{yeY|(x,y)e U}ePB porque Y es
Analogamente, para cada y€Y el conjunto
{x€X] (x,y)€ U} €t porque X es discreto. Por lo tan-
to UEA, de lo cual se sigue que X ® Y es un espacio

discreto.

discreto.

Ahora, supongamos que X ® Y es un espacio discreto y
veamos que X es también un espacio discreto. Sea ACX:
comoY#( existe y €Y y Ax{y,} X xY, pero, por hipo-
tesis, Ax {y } € A porque X ® Y es un espacio discreto,
entonces, por definicion de la topologia A, se tiene que
dado y €Y, el conjunto {xeX|(x,y)€A{y}} =A€q,
por lo tanto X es un espacio discreto. De igual manera se
prueba queY es un espacio discreto.

2) Los espacios topologicos X =(x,0) y y=(y,B) son
Hausdorff, si y solamente si, el espacio topologico
X ® Y =(X xY, A) es Hausdorff. La siguiente es la

demostracion correspondiente:

Supongamos que X yY son espacios Hausdorff y veamos
que X ® Y es un espacio de Hausdorff. Sean (x,y,) y

(x,,y,) elementos de X x Y. Entonces, existen conjuntos
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abiertos A,y A enqQ, tales que xo€ A, X €Ay
A/MA =0; también existen conjuntos abiertos By B,
en P tales que y €B,, y €B, y B/ B =0. Entonces,
(XY )EA, x By (x,y)EA x By claramente

(A, x B)M(A| x B))=0. Solo resta ver que A xB y
A xB, son abiertos en A; compruébese primero que
AxB e A. De la misma forma se prueba que A x B € A
Sea x € X, entonces x € A ox €& A; six€ A,
entonces {y € Y/(X, Y) € Ao x Bo} = 0, el cual es
abierto en [3; ahora, si x € A, entonces

YEY/(x,y) €A xB} =B yB € B;as{querxBoes
abierto en A.

Ahora supongamos que X ®Y es un espacio de Hausdorff
y veamos que X es un espacio de Hausdorff.

Sean x,y x, elementos de X. Como Y#0, sea y, € Y.
Entonces existen abiertos U yV en A tales que UNV=0
y (Y, )€Uy (%, y,)E V. Por definicion de la topologia
de A, se tiene que dado y €Y el conjunto
A= {x€X]|(x,y, )€ U}E y el conjunto

A ={xeX]|(x, y)EV}€. Ahora, x €A yxEA Y
claramente A MA =0 pues si existiera z€ A NA =0
entonces (z,y, )€ UNV, lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto X es un espacio de Hausdorff. De igual forma se
prueba queY es un espacio de Hausdorff.

3) Los espacios topolégicos X = (x,00) y Y =(y,) son
conexos, si y solamente si el espacio topologico X ®Y
=(X xY, A) es conexo, como se demuestra a con-

tinuacion:

Supongamos que X yY son espacios conexos y véa-
se que X ® Y es un espacio conexo. Es suficiente
demostrar que para dos cualesquiera puntos
(X5 )5(X,5Y,) de X xY existe un subespacio conexo

que los contiene.

Las funciones, i : X = X xY definida por i, (x)=(xy,)
para cada x€ X,'y i:Y - X xY definida pof i ()=,
para cada Y€ Y, son continuas, porque i: X xY 2> X xYes
un bimorfismo. Entonces sus imagenes i (X)=Xx{y,}
y i,(Y)={x,} xY son conexos. Como (X x {y,} )N({x,}
xY) = {(x,,y,)} se tiene que (Xx{y,})U({x }xY) es

51

conexo y contiene a (x,,y,) ya (x,,y,) conlo cual X ® Y

€S Cconexo.

Ahora, supongamos que X ® Y es conexo y veamos que
X es conexo. La funcion f: XxY = X definida por f(x,y)=x
es continua. En efecto, sea A€ O; entonces f'(A)=AxY
yparacadax€ X, {ye Y| (x,y)€ AxY}=yeB yparay€ Y,
{xe€X/(x,y) € AxY} =A € @, de lo cual se sigue que
AxYe L. Entonces f(XxY)=X es conexo. De igual
manera se prueba queY es un espacio conexo.

3. El Producto Tensorial en Constructos
Topolégicos

Intuitivamente puede decirse que un constructo es una
categoria cuyos objetos son conjuntos estructurados, y
cuyos morfismos son funciones que respetan las estruc-

turas.
. Definicion

Sea F: C = Conj. un funtor de una categorfa C en la
categoria de los conjuntos. Si X es un conjunto, la colec-
cién de los objetos X de C tales que F(X) = X se llaman
estructuras sobre X. Si X es una estructura sobre X
notaremos X = (X, 0) y diremos que tiene como con-
junto subyacente a X y como estructura a d.

Si f: (X, d) = (Y, Q) es un morfismo en C, entonces F(f)
es una funcion de X enY. A los morfismo de C se les
llama funciones admisibles. Es de anotar ademas que la
categoria C es llamada un constructo.

Un constructo C es llamado constructo topolégico,
si y solamente si satisface las siguientes condiciones:

1) Existencia de estructuras iniciales. Para cada
conjunto X y cada familia {X E}iel de ob-
jetos de C indizada por una clase I'y una familia
(f: X > Xi} «, de funciones indizadas por I, exis-
te una tnica estructura & sobre X, la cual es inicial
conrespectoa (X, f, (X, €),I), es decir, tal que para
cada (Y, n) objeto de C de una funcién
g (Y,n) 2 (X, &) es un morfismo, si y solo si, para
cadai€l, fog: (Y, n) 2>, &i) es un morfismo en C.
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2)  Para cada conjunto X, la clase de las C —estructuras
sobre X, es un conjunto.

. Proposicion

Para un constructo topologico C, la condicion (1) de la
definicion anterior es equivalente a la siguiente condi-

cion [Preuss]:

Para un conjunto X y una familia {X, Eiliel de C —
objetos indizados por una clase I y una familia

(f: X = X)€, de funciones indizadas por I, existe una
{inica C —estructura & sobre X, la cual es final con respecto
a{(X, &i), f,X,1}. Es decir que para cada C —objeto (Y,n),
una funcion g:(X, ) = (Y,n) esun C-morfismo, si y solo
si, paracadal€l, gof: (X, &i) = (Y,n)esun C -morfismo.

. Construccién del producto tensorial en la
categoria de los espacios topologicos

Es de anotar inicialmente que la categoria de los espacios
topologicos es un constructo topologico. Ahora, sean X
eY espacios topologicos con topologfas 0L Y B respecti-
vamente. De acuerdo con la proposicion anterior, el pro-
ducto tensorial de X ¢Y esta dado por una pareja (X ® Y, i),
donde X ® Y es un espacio topoldgico con conjunto subya-
cente X ¢Y y una topologia T que vamos a determinar.

Sabemos que la funcién identidad i: X xY = X xY debe
ser un biformismo, es decir para cada x€ X la funcién

i:Y = X xY debe ser continua y para caday € Y, la
funcion i: X = Y debe ser continua, siendo X xY el
producto‘ cartesiano de los conjuntos X yY. Entonces la
topologia T se define de la siguiente manera“U € Tsiy
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solamente si, para cadax € X, i '(U) = {y/ (x, y) €U}
€ Olyparacaday € Y,i' (U)={x /(x, y)e U} ep.

Entonces la pareja {X®Y, i) = [(X xY, T), i] es el produc-
to tensorial de los espacios X = (X,0) yY = (Y,3), sien-
doi: X xY = X xY la funcién identidad de X xY.

. Proposicién: todo constructo topoldgico tiene produc-
tos tensoriales. La siguiente es la demostracion co-
rrespondiente:

Sea C un constructo topologico. Sea (X, £y (Y, o
objetos de C. Consideremos la funcion identidad i: X xY
= X xY y la familia de funciones:
{i 1Y 2 XxY/i(y)=
5 Nhex Y X 2>X XY/A()=:(%,y) oy
Por la proposicion anterior existe la estructura final para
la familia dada. Entonces existe un objeto (Z, B) en C
con Z = X xY y una familia de morfismos:

{i: (Y,0) 2 (XxY),B)} Y i (X, &) ~>

YB)

La funcion i: X xY = X xY es un biformismo y la pareja
(X xY, i) es el producto tensorial de (X, §) y (Y,0) como
se prueba a continuacion.

En efecto, para ver los detalles que faltan, supongamos que
(W, ©) esun objeto de Cy g: X xY =W es un biformismo.
Entonces, se determina una familia de morfismos:

g o) > Wo)le, Uig: (X8> Waje,.

Por definicion de estructura final, existe un morfismo
h:(XxY, B)=>(E,0). Entonces (X x Y, ) junto con la
funcién inclusion i es el producto tensorial de (X, &) y
(Y, &) y por lo tanto C es una categoria con productos
tensoriales.
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