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1. Introduccion

Este articulo tiene su génesis en un problema que el autor enfrenté mientras estaba en la Universidad.
Aunque los tépicos cubiertos aqui son bien conocidos y nada tiene garantia de originalidad, trata de
hacer un agradable tejido de muchos hilos matemdticos. Mas aiin, se muestra el valor de una buena
notacién y de la habilidad lectora de un viejo zorro para resolver un problema.

1
Consideremos las iteradas de la funcién m(x) = 1+;- Comenzando en 1, se tiene la sucesién
1 1
I,1+-1+ Jd+
1+ 1+
1+
Como fracciones simples. ¢ 1235813 (1)
omo fracciones simples, tenemos: 1235 g "

Las cuales se forman con las razones de niimeros consecutivos de Fibonacci'; un argumento por
induccién muestra:
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PALABRAS CLAVES

DEMOST’RACION MATEMATICA, nacido en el siglo XII, ademas de su sucesion, célebre por resolver retos matematicos
MATEMATICAS, como el propuesto por Juan de Palermo en 1224: aproximar la Unica raiz real de
METODOS NUMERICOS, X3+ 2x2+ 10x = 20, aplicando para ello un método que inclufa la interseccion de un
METODO DE LA SECANTE circulo y una parabola; su respuesta la dio en un sistema numérico de base 60!
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Proposicion. Sea F, =F,=1 y, para n>LF, =F,+F,;. Sea x =1y, para

1 Fn+1
nzlx,, =1+ — Entonces % =
X F

n n
La sucesién x, converge, pero dejaremos la prueba de esto para mas adelante. Asumiendo la conver-

—1+ b
x 2

n

gencia, podemos identificar el limite, digamos £, asi: como x, es positivo y satisface *»+1

1
£ debe ser positivo y satisface X =1+ — o, equivalentemente, % es la dnica solucién positiva de
X

(1++/5)

xX—x—1=0.-Asf £ = ¢=T, la razén durea. La sucesion x, en forma decimal estd ilustrada

en la Tabla 1.

n X, n x,

1 1 13 1.618025751
2 14 1.618037135
3 1.5 15 1.618032787
4 1.666666667 16 1.618034448
5 1.6 17 1.618033813
6 1.625 18 1.618034056
7 1.615384615 19 1.618033963
8 1.619047619 20 1.618033999
9 1.617647059 21 1.618033985
10 1.618181818 22 1.61803399
1 1.617977528 23 1.618033988
12 1.618055556 24 1.618033988

Tabla 1.

Tomando 23 iteraciones, los valores se estabilizan en los primeros diez digitos.

Aunque es conocido que las fracciones continuas convergentes producen las mejores aproximaciones
racionales a la razén durea, hay métodos mas rdpidos para aproximar ¢. Uno de ellos, lo hemos visto

en cdlculo, es el método de Newton-Raphson; ver Figura 1.

/

7, 7,

a+l 2

Figura 1.
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A partir de una estimacién inicial T; se calculan 7),T,,..., usando la férmula:

T,) T
n+1:Tn—f,( ”)= - +1,n21
f@,) 2T, -1

Iniciando con T, = 1, obtenemos la sucesién en la tabla 2.

T

n

|

2
1.666666667
1.619047619
1.618034448
1.618033989

wmbhwh—=o

Tabla 2

Tomando solamente 5 iteraciones los valores se estabilizan en los primeros 10 digitos.

El método de la secante (Figura 2) es similar al método de Newton. Comenzando con dos estimacio-
nes distintas §,,S,,y de nuevo para f(¢) = t? —t—1, calculamos

_Sll—l.f(Sn)_Snf(Sn—l)z S S +1

n™ n-l

FS)=f(S,0) Sy +8,, 1

n+l

Para §, =1y §, =2, lasucesién S, es mostrada en la Tabla 3.

n Sn

1 1

2

3 1.5

4 1.6

5 1.619047619
6 1.618025751
7 1.618033985
8 1.618033989

Tabla 3
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SH g, ) S)u»l

Figura 2.

Tomando seis iteraciones, los valores se estabilizan en los primeros 10 digitos.

El fenémeno de interés nuestro, es que los nimeros 7, y S, son todos fracciones continuas que

convergen a ¢, es decir, todas estdn en la lista de las iteradas de I+~ en (1). En la Tabla 4, se
X

comparan las iteradas de 1+ ; , de la Tabla 1 con las aproximaciones de Newton-Raphson de la

Tabla 2 y las aproximaciones del método de la secante de la Tabla 3.

X, Tn Sn
1 1 1
2 2
1.5 1.5
1.666666667 1.666666667
1.6 1.6
1.625
1.615384615
1.619047619 1.619047619 1.619047619

1.617647059

1.618181818

1.617977528

1.618055556

1.618025751 1.618025751
1.618037135

1.618032787

1.618034448 1.618034448

Tabla 4
El patrén que aparece es claro:

1
Teorema 1. Sea x, la n-ésima iterada de m(x) =1+ — jniciando en 1, sea f(x)= x:—x— 1,Sea T, la
X

sucesion formada al aplicar el método de Newton- Raphsona f con T, =1, y sea S, la sucesion formada

ySn:xF-

al aplicar el método de la secantea f con S, =1y §, =2 . Entonces T, = X )
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Esto fue demostrado por Gill y Miller en 1981 [5]. Un anélisis del método de Newton Raphson para
una clase mds extensa de irracionalidades cuadraticas fue hecha por M. Filaseta [4]. Nuestro propdsi-
to es explicar este fendmeno de una nueva manera, e investigar la situacién mas general en que
ocurre.

2. Nuestro Acercamiento al Problema
La solucién de este problema es en gran medida un resultado de buena notacién. Consideremos la

siguiente operacién binaria:

xy+1
X®y=———
Y x+y-1 )

Esta operacion estd bien definida en los reales extendidos R, (es decir, los reales adicionando ), y es
en efecto conmutativa sobre g, excepto en el caso 0/0; es decir cuando xy=—1y x+y=1 o, en
forma equivalente, cuando x e son los ceros distintos de x2 — x —1. Uno puede ver esto también

geométricamente, x @ y es el resultado de aplicar el método de la secante a la funcién x2 — y _1, con
estimaciones iniciales x e Y. El caso 0/0 ocurre cuando la recta secante coincide con el eje x o, en

forma equivalente, cuando los niimeros distintos x e Y son ambos ceros de la funcién x2 — y _1.

El “nimero” o juega un papel especial aqui. Geométricamente, x @ «es el limite de x @ 7
cuando 7 tiende a oo, lo cual ocurre cuando la recta vertical a través de x interseca al eje x - justo
x en él mismo. Esto es, oo actia como una identidad para @ y cualquier recta a través del infinito, es
vertical.

. - . . @ « s
Asumiendo, por el momento, que la @ es asociativa uno puede definir 1" como la “suma” de -

copiasde 1. Como X®1=1+—laenésima iterada de 1 +— esla sumade n-copiasde 1. Esto es,
x X
x” — 1@11.

Siendo x @ x = (x° +1)/(2x —1), locuales s6lo la aplicacién del método de Newton Raphsona 2 — x —1

con estimacion inicial x, entonces el método de Newton Raphson, iniciando en 1 nos da:
LiolLdehede),(dehadde)d@ehDADD))...

De donde por asociatividad, e induccién implica:

T =1% =x

n 27

Andlogamente, el método de la secante aplicado a x? — y —1, iniciando en 1 y 2= | @[, Satisface

S,u=95,DS, yresulta:
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LleLaenel, (denene del)...

lo cual por asociatividad e induccidn implica:
®Fn —_—
S” = 1 - an
Sélo nos queda por mostrar que @ es asociativa. Realizando cdlculos algebraicos, encuentra que:

(x®y)® 7= xyz+x+y+z-1

xy+xz+yz—x—-y—-z+1

Intercambiando x y z, el lado derecho no cambia, pero el lado izquierdo queda convertido

en (z @ y) ® x, lo cual, por conmutatividad,es x® (y @ z).

3. Tratando de Generalizar

En este punto, deseamos generalizar. No hay nada especial con respecto a x? — x —[, 0 el nimero 1
en el argumento dado en la seccién 2. Esto es, si reemplazamos x2 — x — | por cualquier otra funcién

diferenciable f: R — R, se define la adicién por medio del método de la secante, (ver Figura 3)

\\“&
\_‘ Y
%
A F @y T
Figura 3
S (0L )
EY S -
1

+ - . . delaforma m(x) = x@® k, entonces el teorema 1 es
y reemplazamos x por cualquier funcién

valido si es asociativa.
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Asumimos que f es diferenciable, como en la prueba del teorema 1 depende de ;®", estando bien

definida, lo cual requiere que x @ x esté bien definida. Cuando f es diferenciable, entonces toman-

do x® x=1lim x®y, s encuentra:
yax

X@x=x-",
f )
que es el método de Newton Raphson aplicado a la funcién f con estimacién inicial x. Realmente, es

suficiente asumir sélo que f es continua; la diferenciabilidad entonces, se sigue de la asociatividad de @ !.

La pregunta ahora es: ;Para qué funciones f, larelacién es asociativa?. El esquema ensayo-error no
nos brinda muchas luces. Las pruebas algebraicas de asociatividad son esencialmente ad hoc y es
dificil visualizar una estrategia definida para probar o refutar la asociatividad de @ para grandes

clases de funciones f . Porejemplo, si f(x)= x’, entonces

2 2
Xy +x'y
x(—Byzi2 5
X +xy+y

2
que resulta no ser asociativa (1® (1®—1) =0 pero 1®1) @ -1= ;) .

Sin embargo, como el método de la secante es geométrico, quizds podamos encontrar una prueba
geométrica de asociatividad y ello nos podria dar alguna Iuz sobre el problema.

4. Una Mirada Geométrica

Nuestra investigacidn estd basada en el “Misterio Hexagramico” de Pascal, teorema de 1640 (cuando
Pascal tenia 16 afios): para cualquier c6nica y cualesquiera seis puntos P, P,,..., P sobre ella, los

lados opuestos del hexagrama resultante, extendido si es necesario, se intersecan en puntos que per-
tenecen a alguna linea recta. Mas especificamente, sea L(P,(J) larecta que pasa por los puntos p y
Q. Entonces los puntos L(P,, P,)L(P,, P,),L(P,,P,) N L(Ps,Py),y L(P,,P,)(\L(P,,PF,) son co-

lineales (Figura 4).

Ps

Figura 4
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u u
X
\, \ =
S~ Z
—
— o
x®y e
N\,
AN
AN
y
Figura 5

Mostremos ahora, la asociatividad de la “adicién” (2) surgidade f(x) = x? —x—1 (ver Figura 5). La

pendiente de f es ilimitada (en el o) y es a través del “punto en el infinito” que todas las rectas

secantes son verticales (recordemos que oo actia como el elemento identidad para @).

Para cualquier nimero real x, sea y el punto (x, f(x)). Dado u, los puntos 4, y® z, x ,3;,2’ y
x@y son puntos sobre una cénica Yy, aplicando el teorema de Pascal, los puntos
Lo, N L(u,x® y), L(y,2)N Lu,y @ z) y L( x® y,z ) L( x, y ® z ) pertenecen a alguna li-

nea recta. Haciendo que u tienda a oo, las rectas  L{ u,x®y)y L(u,y® z)tienden a ser verticales,

por los dos puntos de aproximacién, (x@® y,0) y (y@ z,0), respectivamente. Estando estos puntos

sobre el eje-x, conseguimos el terceroy asi (x @ y) D z=xD(yDz).

Nuestro argumento es valido para cualquier funcién fcuyo grafico es una seccién cénica con pendien-
te no acotada. El requisito de que la pendiente sea no acotada, permite la existencia de un punto
“virtual” en el que las rectas secantes que pasan por ¢l sean todas verticales. En particular, fdebe ser
de la forma

ax* +bx+c
dx+e

f(x)=

Para algunas a, b, ¢, d, e, con a y d, ambas no nulas. Podemos concluir que:

ax> +bx+c .
Teorema 2. Si f(x)= T con a 'y d ambas no nulas, entonces @ definida por (3) es
x+e

asociativa. Dada cualquier k, sea m(x)=x @k , definimos x, por x, =k y X, =x, @k, sea T,

la sucesion que resulta de aplicar el método de Newton Raphson a f iniciando en k y sea S la

sucesion que resulta de aplicar el método de la secante a f iniciando en k y m(k). Entonces

et _ . Lor _
T _k _xznySl’l_k _an‘

n
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1

En nuestro ejemplo original, aprecidbamos las iteradas de m(x) =1+ —, iniciando en 1, y veiamos
X

ax—+b

cx+d

que ellas eran de la forma 1. Ahora, sea m una transformacion general de Mobius: 7(x) =

1x+1
1x+0

iniciando en k, de la funcién general m son de la forma [ ®" para una definicién apropiada de @.

Esto es una generalizacién del ejemplo original, donde m(x) = . Mostramos que las iteradas,

Dado k, si todas las iteradas de m, (k) son convergentes, ellas convergen a un punto fijo de m—, es

decir, a una raiz del polinomio caracteristico p(x) = ¢x’ + (d —a)x—b . Dado un nimero e, posible-
p p p

p(x)e

mente infinito, consideramos la funcién f(x) = . La operacién @ resulta ser asociativa y

conmutativay las funciones x @ k son transformaciones de M&bius (se probard esto en la seccién 7).
Ademds las transformaciones de Mébius m(x) y x @ m(e) tienen, como miiltiplo constante, los

mismos polinomios caracteristicos [ m(e) @ x = x siy solo sif{x)=0siy solo si p(x)=0] y de acuerdo

con algiin otro valor a manera de punto fijo [ m(e)=¢ @ m(e)],

mx)=x® m(e).

p(x)

—m (k) entonces m(x) = x ® k, y tenemos

Dejando ¢ — 5, '(k), encontramos que si J (X) = .

m, (k) — k@(nﬂ) ]

jempl ()= 2t k=7. E (1) =—2 definiend
Como ejemplo, sea Ax+5 y k=7. Entonces 3 y, definiendo
52x* +39x -39
fix)= 13x—~;+16, , encontramos que :
. _ 25xy+39(x+y)+48
S2xy+64(x+ y)+87
de lo cual se sigue que
@7 = 2x+3
4x+5

m, (1) =7,
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5. Grupos
) ax® +bx+c ] )
Para las funciones de la forma T , {existe un grupo con operacién de grupo @ ?. ;Si!. Geométri-
x+e
e
camente, L =—— ( f = cosid= () actiia como el elemento idéntico. Sea Z(f) = { x:f{x)= 0} el conjunto

d

cero de f y sea G = R _Z(f). Entonces G es cerrado bajo @ . La existencia de un inverso para
cualquier k estd asegurado por el hecho de que toda x @ k es una transformacién de Mobius: dada k,
sea m(x)= x @ k y definimos k' = m™" (¥).

La base del campo R es arbitraria y, siendo las transformaciones de Mbius normalmente concebidas
sobre los nimeros complejos C , podemos considerar el grupo G como el conjunto G = { z
€ C: f(z)# 0} con operacién de grupo @ y como elemento identidad ¢. Asf G es un grupo de Lie
que es homeomorfo a la esfera de Riemann, con una o dos perforaciones.

6. Algunos Ejemplos

2

x“+1 X+y
A. Considere f(x) =———.Lacorrespondiente “adicién” es * ®y= 1
X

. El lector puede reco-

nocer esta adicién y su relacién con m: la Arcotangente actia como un homomorfismo

Tan™ (x® y) =Tan"'(x)+ Tan"" () y, por ejemplo, la férmula de Machin

RRPSPSIN)
239 5 5 5 5

sostiene, que usando la serie de Mclaurin para la Arcotangente , se sigue que:
oo _1 n 4)( 2392n+1 _ 52n+1
= 42 ( ) ( 2n+] ) :
par 2n+D1195™

Ademads, uno puede obtener una férmula para iteradas de transformaciones de M&bius correspon-
dientes a f:

x®c=Tan(Tan™" (x)+ Tan™" (c))
y asi

m,(c) =Tan(nx Tan™ (¢)).

xX+y

2 x@y:

x*—c ’
. entonces 1_,__)%1 que es la ley aditiva de velocidad de la

B. Considere f(x)=

c
relatividad especial con velocidad de 1a luz ¢. Si 2=k es un entero no cuadrado, adicionandose a si

mismo n veces, 1 <n < oo, jproduce infinitamente muchas fracciones continuas que convergen a la
simple fraccion continua de ¢? . La respuesta definitiva fue encontrada por Douglas Hensley [6].
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C.Si f(x)= ; entonces x @ y = x+ y(adicién normal), ;A la multiplicacién normal le corres-

ponde alguna f ?, es decir, ;existe una funcidn ftal que x @ y = xy? En ese caso, sea y=x y tome

x® x = x*. Por otro lado, x @ xes una iteracién del método de Newton-Raphson y tenemos la
ecuaciodn diferencial:

R ic)

=X— .

Jx)

X
Resolviendo, encontramos que f{x)= i Finalmente, chequeando que @ dada por f es de hecho

una multiplicacién ordinaria, concluimos que la respuesta es, jsi!

1
D. Si f(x)=x’, tomemos ¥®y=—1—"
S
Xy

como la adicidn de resistencias en paralelo. El otro caso —resistencias en serie— es cubierto por el caso

fo="
X

eléctrica.

pensando eléctricamente, nos permite reconocer esto

. Una maravilla si todas estas diferentes reglas de adicién tuvieran alguna interpretacion

E. Si fes una transformacién de Mobius, entonces es de la forma Axy+ B(x+ y)+C.

En el ejemplo A, vimos que la Arcotangente actiia como un homomorfismo y que eso conduce a conseguir
una férmula para las iteradas de m. Esto es verdad para todos los ejemplos A-E y mds (Tabla 5):

fx) x® y F(x)
2 X+
¥+l — Tan-'(x)
x 1—xy
x* -1 x+y .,
* 1+ xy Tanh™ (x)
2 -1
o+l x+y Cot™'(x)
) xy+ 1
-x-1
* x+y-—-1
1
— xty X
x
1
z 1 - 17
x +
x y x
x
xy Ln(x)
1-x
ax +b
cx +d Axy + B(x+ y)+ C
Tabla 5
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El lector puede disfrutar haciendo una pausa y tratar de encontrar cémo obtener F de fantes de que lo
hagamos en la siguiente seccién. Hipdtesis muy apacibles sobre una adicién asociativa son conocidas
e implican la existencia de un homomorfismo continuo. Para un tratamiento completo, remitirse a la
literatura, ver [1, pp. 253-273].

7. Un Lema Util y sus Consecuencias

Una consecuencia de la asociatividad de @ es la siguiente. Por una parte no asumimos acerca de f
sino su continuidad y que el grafico tiene pendiente no acotada. Si ¢ es un nimero real tal que
fie)= o, entonces definimos p(x)=f{x)(x-e} pero, por otra parte definimos p(x)=f(x). Si f es una
cénica con pendiente no acotada, entonces p es solo el numerador de f.

Lema 1. Sifes tal que @ es asociativa, entonces:

d p(x®y)

—(x®y) =T

ax(x y) o)
S _f-f»)

Prueba: Sea s(x,y) = . Hagamos ¢ =esif(e) =

x—x®y xX—y
( si f(e)= oo para varios valores de e, cualquier otro de ellos servird), en otro caso sea ¢ = oo. En

cualquier caso, lim  x @ z = x. La asociatividad asegura que estd bien definida y

9 @y =lim X8y xOy®z 0 GO fON, 0 sy
ox s x—x®z e S(x®y,z) f(x) f(x) o s(x@y,2)
Note que:
limH’___p“(x,z) i W@ x®y-z L xOy-z

T s(x® y,z7) e xX—2z f(x®@y)—f(2) 20 xX—z

. . x®y-—e
quees | si ¢ =oo eiguala Si f=e.
x—e
Inmediatamente se sigue, por definicién de f, que f(x) = oo tiene al menos una solucién real. Otra

consecuencia, usada en la seccién 4 y 5, es que la funcién de la forma x @ k es una transformacion
de Mobius.

Corolario 1. Sea p un polinomio cuadrdtico. Entonces, para todo k, m(x)= x @ k es una transfor-
macion de Mébius.

' 2
m” L{m”
Prueba: El hecho basico que usamos aqui es que la Derivada de Schwartz S(m) = [ j - “( j

m’ 2\ m’
es cero si y s6lo si m es una transformacién de Mobius. Sea m(x) =x@ k. Por el lema 1,
_ pom Sem) = d°m=4)
m= -Usando esto y poniendo a funcionar la derivada de Schwartz, (m) = p’ , don-

R
de 9 = pp _5(1) )*. Dado que p es un polinomio cuadrético, g es una constante y asi S(m)=0.
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Enla seccién 6, fue encontrado un Homomorfismo para el ejemplo A. Ahora encontremos tal Homo-
morfismo para el caso general.

|
Corolario2. Si F satisface F = ; y F(¢)=0 entonces F(x® y)=F(x)+ F(y).

1 0 .
Prueba. Supongamos F ‘= ; .Porellemal, )xF(xGB Y)=F(X). Yasi F(x® v)=F(x)+G(y)

o
para alguna funcién G. Por la conmutatividad, F(x)+G(y) = F(y)+G(x) de donde se sigue
F(x)—G(x) = F(y)—G(y), de manera que F'y G difieren en una constante (digamos c). Luego,
Fx®@y)=Fx)+ F(y)+c.
La condicién F (/) =0 asegura que esta constante es 0. Esto nos brinda, como en el ejemplo A, una
férmula cerrada para ®", a saber:
k®" = F™'(nF (k).

Las funciones F y p son, para la funcién dada m, soluciones bien conocidas en las ecuaciones funcio-
nales, A saber, F es una solucién de la Ecuacion funcional de Abel

F(m(x))=F(x)+1.

y p es una solucidn de la ecuacion de Julia.
p(m(x)) = p(x)n'(x).

Regresando a nuestro ejemplo original, el homomorfismo es entonces

x-¢

x—9

|
5 *log

donde ¢ y ¢ son las dos soluciones de x2 — x —] =(. Asi, si k es mas cercano a ¢ que a @,
entonces F(k)>0y F(k®") — oosin— oo, se concluye que:

k" — ¢.
Asi, por ejemplo, _%i =1%" ¢ - Otras consecuencias de la asociatividad aparecen en [7].

n

8. Curvas Elipticas

El lector que estd familiarizado con las curvas elipticas, no dudara en reconocer una semejanza entre
nuestra adicion secante y la “ley de grupo” para las curvas elipticas. Una curva eliptica es un tipo de
curva cibica, es decir, un conjunto cero para un polinomio de grado tres en dos variables. La unién
(ax* +bx+¢)
(dx+e)

definida por: yz (dx+ e) = y(ax® +bx+c). Esta ecuacion da la curva ciibica mds general cuyo gréfi-

del eje-x y la graficade YV = es también una curva cibica —aunque una degenerada—

co es launién del eje-x y la grafica de la funcién.
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Hay una manera de “adherir” puntos no singulares sobre una curva cubica - la ley de grupo - y este
método aplicado a nuestras curvas degeneradas es exactamente nuestra adicion secante. La prueba
usual de que la ley de grupo es asociativa, proviene del teorema de Cayley-Bacharach, una célebre
generalizacién del teorema de Pascal; ver [9] para mas detalles. Un definitivo y reciente tratamiento
del papel del teorema de Pascal en la historia del dlgebra, la geometria y la geometria algebraica, asf
como una discusién de algunos de estos desarrollos aparecen en [2], donde claramente hay apartes
accesibles para los no especialistas.

9. Palabras Finales

La teoria de aproximacién polinomial en [-1,1] inevitablemente involucra la funcién de peso /] — x? .

En este contexto, la ley de adicién

a®b=a1-b> +bJ1-a>

ha sido considerada de importancia. Aunque no obviamente una ley de “adicién” secante, esto, no
obstante, la asociatividad en el intervalo [-1,1] (jel Arcoseno actda como un Homomorfismo!). En [3]
M. Felten desarrolla totalmente un cédlculo basado en esta exdtica adicidn. En general, la teoria de

reglas de adicién de la forma a @ b = af (b) + bf (a) tiene estrecha relacién con la adicidn secante.

() _ hh(y)+k

T h(x)+R(Y)

Por ejemplo, si @ es asociativa y A(x) = , entonces para algin k, h(x @ y)

Es decir, aunque a veces no es una transformacién de Mobius, es conjugada de alguna; ver 8] para
mas detalles. Esto implica el Lema 1 y el Corolario 2 (para una eleccién apropiada de p).

Esta teorfa de la “adicién secante” es extensible al caso de las “iteradas” de transformaciones de

] ax® +bx+c _ )
Mbébius (;, el caso de f(x) = /d+— 7. La respuesta, al menos para funciones f continuas de
x+e

R en si mismo, es no; ver [8] para una demostracién. Una prueba heurfstica (con muchos vacios ) se
indica asi. Asumiendo la asociatividad, el Lema 1 implica que f es meromorfa y es la razén de dos
series de potencias. El grupo G definido en la seccién 5 es homeomorfo a una Esfera de Riemann
“perforada” - las “perforaciones” corresponden a los ceros de la funcién f-. Aqui podemos tener al
menos dos perforaciones, ademads, el grupo fundamental de la multivariedad G debe ser no abeliano.

Luego, el numerador de fes un polinomio de grado 2 o menos. Cada cero del denominador de fcorrespon-
de a un “elemento identidad” para G y como la identidad es tinica, el denominador de f'es lineal.

Finalmente, notamos una conexién interesante con las Matrices. Recordemos nuestro ejemplo inicial

_ (y+1

= -Sea A una matriz cuadrada 2 x 2 con ecuacidn
(x+y-1

|
mx) =1+ f= v oxo1y *®

caracteristica x? — y—1 = (. Porejemplo, sea
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Ix+1

1

- = . Asi, A satisface su ecuacién caracteris-
x 1x+0

tica, A2 = A+ ytenemos (A~ xI)(A—y)=(1-x—A+(xy+DI=A—(x® y)I

Observe que la correspondencia con m(x) =1+

donde “=" indica igualdad para la multiplicacién escalar.

Mis generalmente, sea A una matriz con polinomio caracteristico cuadratico p. Si f{x)=p(x), enton-

(x)
ces el resultado (4) es vdlido, si f(x) = L,

(A=xD)(A-y[) =(A—=(x® y)[)(A—el)
donde, en cualquier caso, @ estd definida por (3). <CJ
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