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1. Introduccién

En el disefio de estructuras especiales cobra
importancia el estudio minucioso del com-
portamiento de las estructuras laminares; para
ello existen en el mercado poderosas herra-
mientas para su analisis mediante el método de
los elementos finitos. Tal es el caso de las placas
macizas o losas' de concreto reforzado, en
especial en compartimentos estancos (tanques
de almacenamiento de liquidos, desarenadores,
floculadores, etc.). El modelado y analisis
mediante las herramientas existentes parecen
ser etapas ya superadas. Sin embargo, la etapa
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siguiente, el disefio, presenta ciertos vacios en
nuestro medio por la falta de comprension del
concepto de los valores obtenidos, ya que gene-
ralmente se salen del alcance de los cursos de
estructuras del pregrado.

Estructuras laminares solicitadas principalmente a momentos.
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Se plantea aqui un enfoque didactico del con-
cepto del momento torsor, obtenido del analisis
estructural de losas (Mxy) y el consecuente
disefio mediante un método deductivo del
mismo. Por ser solamente intuitivo, este enfoque
carece de deducciones matematicas, llegandose
a similares resultados que con planteamientos
matematicos complejos.

2. La Norma Sismo Resistente (NSR-98)

Acerca del disefio en concreto reforzado, la
normativa vigente menciona explicitamente que
la metodologia empleada para el analisis debe
tener en cuenta las deformaciones elasticas o
inelasticas causadas por las fuerzas que producen
torsién, cuando sus efectos sean superiores al
5% de las deformaciones por flexion (seccion
C.8.4).

La norma trata principalmente del disefio en
concreto de estructuras reticulares; por esto
considera el disefio a momento torsor de vigas o
columnas con torques alrededor de su eje
longitudinal. Este es bastante diferente, como ya
se vera, al concepto de momento torsor en losas.

La NSR-98 omite especificamente el tema de
momentos torsores en losas, y sobre tanques y
otros compartimentos estancos incluye el
Capitulo 20, el cual es muy superficial en su
contenido. No obstante, para llevar a cabo lo
establecido en la seccion C.8.4. de la NSR-98
en losas debe tenerse en cuenta el momento
torsor; asi mismo, en el control de fisuras en
compartimientos estancos no debe permitirse la
exclusion de su efecto. Para todo lo anterior
cobra importancia lo aqui tratado.

3. Definicion de variables

Para distinguir los valores de disefio de la cara
inferior de la losa con respecto a los de su cara superior
se colocara una comilla a estos ultimos (Mux, Mux";
Muy, Muy” y correspondientemente Asx, Asx’; Asy,

Asy”).
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Asx, Asy: area del acero de refuerzo a tension por
unidad de ancho de losa, en direccidén
XyY

ancho de viga

profundidad efectiva del refuerzo a
tension

longitudes diferenciales de viga o losa
E: modulo de elasticidad

f,: resistencia del acero a la fluencia

f_: resistencia a la compresion a los 28
dias, del cilindro normalizado de

concreto
K: rigidez a flexion de la losa, definida
3
como x--—£t
12(1+ )
M , M : momentos flectores actuantes ma-
Xy o
yorados por ancho unitario de losa, en
direcciéon Xy Y
M _: momento torsor actuante mayorado por

ancho unitario de losa

Mux, Muy: momentos resistentes de la seccion por
ancho unitario de losa en direccion X'y
Y

t: espesor de viga o losa

p: carga externa mayorada sobre la viga o
la losa

R: fuerzas de reaccidn en los apoyos de la
viga o la losa

0: derivada parcial de la funcion

¢: factor de reduccion de resistencia. Para
la flexion, la NSR-98 establece ¢f=0,90

esfuerzos normales en la seccion de
G: viga o losa

cuantia de acero suministrado, definida
p: como: p = 4,/d
cuantia de acero balanceada

P, cuantia de acero maxima a suministrar

cuantia de acero minima a suministrar

pmax:
pmin:

relacion de Poisson. Para el concreto
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u: suvalor estd comprendido entre 0,15y
0,20. Los textos generalmente asumen
1/6. Sino se conoce el valor experimen-  Un caso particular de la losa es la viga (losa de
talmente, la NSR-98 sugiere usar 0,20  ancho pequeflo), de comportamiento dominado
en nuestro ambito. En consecuencia, a conti-
nuacion se realiza un analisis inductivo para la
comprension del comportamiento correspon-
diente a la losa como caso general.

4. Lalosa en analogia con la viga

T: esfuerzos cortantes en la seccion de
viga o losa

o : deflexion elastica en vigas y losas.

VIGAS | LOSAS
Ecuacién de equilibrio
2 2
2 oM. oM., oM
d M xy Yy _
5 =P (D T P2t TPy ()
dx ox v oy

Ecuacién general?

4 4 4 4
dow P 00uy 00wy 09 Py

- (€) (4)
4 4 2.2 4
dx El 0x Ox Oy oy K
M¢étodos de anlisis
Integracion directa Series simples
Series simples Series dobles
Diferencias finitas Diferencias finitas
Elementos finitos Elementos finitos

Esfuerzos en la seccién

Figural. Esfuerzos en la viga. Figura 2. Esfuerzos en la losa.

Fuerzas internas que producen estos esfuerzos®

' Suele llamarse «y» a la deflexion elastica en vigas y «@» en losas. Con fines de comparacion, se unifica esta
nomenclatura.
2 Momentos y fuerzas cortantes por unidad de ancho.
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VIGAS LOSAS
t/2
— (N
Me=b[ 6. zax O Vx = L, T dz
—t/2

t/2
T
t/2 X2

szbJ‘

Vy :J-t/Z Tyz dZ (8)

—t/2

Mx = j-mz c.zdz ©

—t/

t/2 10

My :L/z G, zdz (10)

/2 11

Mxy:r/2 T, zdz (h
—t

Representacion de las fuerzas internas en la seccién*

Figura 3. Fuerzas infernas en la viga.

N

N

<2

t—bH

- % Mxy
e —

/Myx

Figura 4. Fuerzas internas en la losa.

Relacién entre las fuerzas internas y la deflexién eléstica

1 d3c0
)
V.o=———
e (12)
2
d o
My =—El| — (13)
dx

3 3
OO0y , T Oy

14
Ve=-K : ’ (14)
Ox ox Oy
3 3
vy =K 0 O 0 (s (15)
oy Ox Oy

6203 0 o
M,=-K (;f,y) i (;,y) (16)

Ox oy
o’w o*w
_ (x.y) (x.)
My= K[ PR J (17)

2

D (x,y)

My ——K(l-p)"
xy =AU~ p ax Oy (18)

4 Para no saturar los graficos, no se indican los esfuerzos ni las fuerzas internas de las caras posteriores.
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VIGAS | LOSAS
Fuerzas de reaccién
Ry =V, 19 oM 20
X X ( ) RX:Vx+ ayx)’ ( )
R,=V M. 21
= —+ -
Y y Ox ( )
Ejemplos
AN
g\% vov oy 4& .
AN

X
Figura 5. Viga doblemente empotrada.

Sa

X
Figura 6. Viga en voladizo.

Figura 7. Losa con tres bordes
empotrados y un borde libre.

Resultados gréficos del anélisis de los ejemplos

Figura 8. Diagrama del momento flector
de la viga doblemente empotrada.

Mx

/

Figura 9. Diagrama del momento

Figura10. Diagrama del momento flector
flector de la viga en voladizo.

en X de la losa.
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LOSAS

Figural1. Diagrama del momento
flector en Y de la losa.

Figura12. Diagrama del momento torsor
XY de la losa.

5. Bases para el andlisis y disefio

Como se estudia en los cursos de concreto
reforzado, el disefio por carga ultima consiste en
que los valores de las fuerzas internas obtenidas
del analisis de cargas de servicio sobre la estruc-
tura incrementadas o mayoradas por unos
coeficientes de carga no superen los valores de
las fuerzas resistentes de los materiales afectadas
por unos factores de reduccion de resistencia.

Mediante el analisis estructural del modelo de la
losa, se hallan los valores ultimos o valores a
disefiar, como son los momentos flectores,
momentos torsores y fuerzas cortantes. Las
fuerzas cortantes en losas macizas son signifi-
cativas localmente cuando se aplican cargas
concentradas o los apoyos son "puntuales". En
paredes solicitadas por presiones distribuidas y con
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apoyos continuos se permite despreciar su analisis;
sin embargo, cuando se requiere su disefio,
generalmente se procede a revisar los valores
solicitados localmente con los valores que resiste
la seccion previamente disefiada a flexion.

De otra parte, el disefio de los momentos mayo-
rados Mx, My y Mxy en la losa consiste en dotar
a la seccion del acero de refuerzo necesario para
soportar los esfuerzos de tension, siendo nece-
sario, ademas, revisar los esfuerzos de com-
presion producidos por estos momentos. El valor
de la traccidon que pueda resistir el concreto
generalmente se desprecia. Si el momento
resistente maximo por ancho unitario en una
determinada direccion es Mux, se tiene como
ecuacion de disefio para el acero en esa direccion:



Mux = (I)fAsxfy[d —-0,594s, J{yJ (22)
c

Analogamente, se observa como esta expresion
para el disefio de losas es similar a la de disefio
de vigas. Empero, no sobra recordar que en losas
el diseno se realiza por ancho unitario.

Definiendo la cuantia de acero suministrado como
la relacion p=A4_/d, y p, la cuantia balanceada,
para asegurar secciones razonablemente ductiles
las referencias 4 y 5 recomiendan limitar los
valores de cuantias méximasap, =0,75p,yp,
=0,50 p,, respectivamente. En todo caso, la
cantidad minima de acero (p . ) no debe ser menor
que la requerida por los efectos de contraccion y
temperatura recomendada por la NSR-98, ni lo
indicado en la referencia 3 especificamente para
el caso de Tanques.

6. Andlisis: los momentos principales

Los momentos principales, en los cuales el
momento torsor es nulo, pueden deducirse
utilizando el Circulo de Mohr, como se aprecia
en la Figura 13.

Mom.
Torsores

Mom.
Flectores

Mx [Mwmax.

Figura13. Construcciéon del Circulo de Mohr a partir
de los momentos flectores y torsores en la losa.

Asi, el concepto de momentos torsores debe
entenderse como los momentos producto de la
distorsiéon de los momentos principales al
contemplar la losa en direccion diferente a la
direccidn de estos. Analizando la ecuacion (18):
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RO
Ox Oy
, . o’w ) . . .,
el término 5.5, representa dicha distorsion, es

decir, el cambio de la pendiente en la direccion
X cuando se avanza en la direccion Y.

No obstante, no es practico que las varillas sigan
la direccion de estos momentos principales. Por
esto se plantean las siguientes dos formas de
obviar esta dificultad.

7. Refuerzo a 45° para momentos
torsores

El método consiste en disefar el refuerzo para
los momentos flectores en las direcciones
ortogonales X'y Y, y separadamente proceder a
disefiar el acero para los momentos torsores
como sigue.

Las torsiones que actuan en dos caras adyacentes,
de igual magnitud para mantener el equilibrio
de los esfuerzos cortantes que las producen,
tienden ambas a levantar o a deprimir la esquina
comun, como se indica en la Figura 14.

Figural4. Momentos torsores actuantes y
deformacién resultante en el sistema de
coordenadas original.

Una forma de sustituir el sistema mostrado es
mediante el siguiente sistema equivalente, en el
cual se ha girado el sistema de ejes originales
45°, que esta sometido solo a momentos prin-
cipales de flexion. Esto puede observarse utili-
zando el Circulo de Mohr (Figura 15).
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Mom.
Torsores

Mom.

\Mx, Flectores

Figura15. Construcciéon del Circulo de Mohr
aplicado Unicamente a los momentos torsores en
la losa.

Se tiene ahora un sistema equivalente X'-Y",
rotado 45° respecto al sistema ortogonal original,
conformado por momentos flectores de igual
magnitud que tienden a deformar la losa en forma
de silla de montar (Figura 16).

Figura1é. Sistema de coordenadas girado a 45°
del original. Se observa que los momentos torsores
actuantes originales se han transformado en
momentos flectores.

Obsérvese que los momentos paralelos a X~
traccionan las fibras superiores, mientras que los
momentos paralelos a Y hacen lo propio con
las fibras inferiores. Se aclara que podria suceder
a la inversa.

El disefio para estos momentos se realiza con la
misma expresion utilizada para el disefio de los
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momentos flectores Mx y My (ecuacion 22). En
cada punto de la losa por las dos caras sera
requerida igual cuantia de refuerzo, en direccio-
nes de 45° y -45° respecto a los ejes originales
(ver Figura 17).

REFUERZO EN LA
CARA SUPERIOR x'

REFUERZO EN LA
CARA INFERIOR

Figural7. Refuerzo requerido por los momentos
torsores en la losa (en el sistema coordenado
original). Igual cuantia en las caras superior e

inferior.

Asi, para asumir los momentos flectores se ob-
tienen refuerzos en las direcciones X'y Y, y para
los torsores un refuerzo a 45° en una cara y -45°
en la otra.

8. Refuerzo total suministrado en las
direcciones Xy Y

El refuerzo disefiado para momentos torsores con
la metodologia anteriormente expuesta puede
sustituirse por un refuerzo en las direcciones X
y Y, que proporcione igual resistencia, y
adicionarselo al refuerzo ortogonal original
disefiado para momentos flectores. En la Figura
18 se explica graficamente esta equivalencia.

Varias combinaciones de refuerzo en las
direcciones X'y Y satisfacen esta equivalencia.
El refuerzo a 45° en una cara podria ser
reemplazado unicamente por refuerzo en
direccién X, por ejemplo. Obsérvese que sin
distincion de que el refuerzo para torsion esté
orientado a 45° o -45°, el refuerzo equivalente
sobre los ejes principales X'y Y es el mismo, lo



REFUERZO ENLA
CARA SUPERIOR X
N

REFUERZO ENLA
CARA INFERIOR
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REFUERZO EN LA
CARA SUPERIOR

AN

REFUERZO EN LA
CARA INFERIOR

Figura18. Refuerzos para los momentos torsores orientados a 45° y sus equivalentes
paralelos a los ejes orfogonales originales X'y V.

cual es muy favorable pues no se requiere cono-
cer el signo del momento torsor, el cual presenta
una posibilidad de confusién en el método
anterior.

La deduccién para hallar las cuantias dptimas
de acero hace necesario emplear procedimientos
matematicos o empiricos que se salen del objeto
de este articulo. Se recomienda al lector inte-
resado consultar el capitulo 5 de la segunda
referencia bibliografica de este articulo, en el
cual, aplicando el criterio de fluencia de
Johansen, se expone el método de analisis
tradicional. Alli se proporcionan las reglas para
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facilitar la aplicacion del disefio, hallando los
momentos tltimos de disefio My M, sobre los
ejes X'y Y en la cara superior, e igualmente para
la cara inferior (M "y Muy "), lo cual se sintetiza
en el siguiente diagrama de flujo para facilitar
el disefio por computador (ver Figuras 19 y 20).

Finalmente, deberan hallarse las areas de
refuerzo en la cara inferior de la losa Asx y Asy
y en la cara superior de la losa Asx” y Asy” me-
diante la ecuacion (22), revisando las cuantias
de acero p . yp

max *
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Mx, My,
Mxy

v
Mux = Mx + ‘Mxy‘ ‘

v

’ Muy =My + ‘Mxy‘

v
SI Mux=0:
Muy=0 0
NO e NO
St Mux=0 : S1 e
Muy =My + Mxyz/Mx
NO
NO

Mux = Mx + ‘MxyZ/My‘ SI
Muy=0 : @

S No
W

Figura19. Diagrama de flujo para hallar los momentos de diseno de la cara inferior de la losa para
colocar el refuerzo en las direcciones X y Y.

Mux' = Mx — ‘Mxy‘

. ®
NO 0 NO
St Mux =0 : S1 o
Muy' = My — ‘Mxyz/Mx‘
NO
St Mux’ = Mx — Mxyz/My‘ SI
Muy =0 : @
NO e NO
Mux, Muy
Mux’, e

Muy’

Figura 20. Diagrama de flujo para hallar los momentos de diseno de la cara superior de la losa para
colocar el refuerzo en las direcciones X'y Y.
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9. Conclusiones y recomendaciones

Aungque el disefio a 45° es poco practico, aqui se
tomo en cuenta por su caracteristica intuitiva y
didactica. El adicionar un refuerzo diagonal para
momentos torsores al refuerzo en las direcciones
principales X y Y para momentos flectores
requiere de una seccion con mayor espesor. El
disefio a 45° puede presentar confusion en la
orientacion del refuerzo y requiere de mayor
laboriosidad en la elaboracion de planos.

El disefio con refuerzo total en angulos rectos en
apariencia es mas costoso, pero se compensa con

| CONCIENCIAS

las longitudes de desarrollo adicionales que
requiere el refuerzo a 45°, la disminucion de la
cuantia de refuerzo por el aumento en la
profundidad efectiva del refuerzo a tensién (d)
y la disminucion en el tiempo de armado.

Se concluye que el factor de reducciéon de
resistencia para momentos torsores en losas debe
ser el mismo que para momentos flectores en
losas. La NSR-98 recomienda para estos ultimos

usar =0,90. (.
v/
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