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RESUMEN

En el presente articulo se hace un detallado analisis
descriptivo matematico de la funcién de produccion
de Cobb-Douglas, y se compara la solucion analiti-
ca con la obtenida con la utilizacién del método de
minimos cuadrados. De igual manera, se realiza un
breve recuento historico de su origen y se da una
hipotesis sobre como Charles Cobb y Paul Douglas
llegaron a la formulacién algebraica de la funcidén
de produccion que describe el crecimiento de la
economia estadounidense en el periodo compren-
dido entre 1899 a 1922.
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ABSTRACT

In this article a detailed descriptive analysis ma-
thematica Ifunction Cobb-Douglas production,
and compared with analytical solution obtained
using the least squares method. Also there is a
brief history of its origin, and explains a possible
way as Charles Cobband Paul Douglas came to the
algebraic formulation of the production function
that describes the growth of the U.S. economy in
the period from1899 to 1922.
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1. Introduccion

Este articulo hace referencia a la funcion de pro-
duccién de Cobb-Douglas, la cual fue publicada
en 1928 por Charles Cobb y Paul Douglas, quienes
realizaron un estudio en el que se model¢ el creci-
miento de la economia estadounidense durante el
periodo de 1899 a 1922.

Para analizar esta funcion de produccion se realizara
una breve resefia de su origen y se explicara, detalla-
damente, una posible forma de como Charles Cobb
y Paul Douglas llegaron a la formulacién algebraica
de la funcién de produccion que describe el creci-
miento de la economia estadounidense en el periodo
anteriormente mencionado. Por tltimo, se comparara
la solucion exacta de la ecuacion diferencial con la
obtenida por el método de minimos cuadrados.

2. Estado del arte

A través de la historia la fluidez de las ideas econd-
micas han partido de la busqueda de organizar los
diferentes factores que influyen en el crecimiento
de una nacion. Los modelos e ideas econdémicos
planteados han constituido un proceso en constante
cambio que se ha caracterizado por la intervencion
de multiples personajes .

3. Funcion de produccion de
Cobb-Douglas

Antes de realizar el analisis descriptivo matematico
de la funcion de produccion de Cobb-Douglas, es
necesario describir cada uno de los factores invo-
lucrados en el modelo.

3.1. Funcion de produccion

Una funcién de produccion es la relacion entre las
cantidades maximas de productos que una empresa
puede fabricar mediante el uso de diversas can-
tidades de insumos. [2] Las multiples funciones
de produccion que actualmente se manejan estan
representadas por la combinacidon de factores de
insumo (la tecnologia disponible por industria
refleja la cantidad de factores implementados) [3].

Una funcion de produccidon se expresa como la
Ecuacion 1 [4][5].

P =f(K,LI) (D

P: cantidad de produccion

" Amanera general, un recorrido por la historia econémica
hasta la funcion de produccion de Cobb-Douglas, que es
el objetivo de investigacion de este trabajo, se fundamenta
en un modelo antes y durante la Escuela Neoclasica; al
mencionar los pensadores que aportaron a la historia
econdémica se haria una descripcion bastante extensa
de los antecedentes, por el contrario, se desarrollan las
ideas generales de los modelos econémicos.

Para la escuela clasica y durante posteriores décadas, la
economia no se asumié como una ciencia sino como una
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disciplina intelectual, fue caracterizada como un modelo
ético, contaminado por los valores estéticos, morales,
religiosos, politicos o ideoldgicos. Es importante resaltar
que uno de los primeros pensadores econémicos que
aun influencia los modelos de economia moderna es
Aristételes, su aporte consistio en vincular la economia
con la satisfaccion de necesidades para conseguir un
determinado fin [1].
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K, L, I: Representan los factores de insumo, cada
una de estas letras determina una caracteristica
especial del insumo.

Existen diversas maneras de expresar la funcion de
produccion (Ecuacion 1), la primera consiste en una
representacion lineal o aditiva (Ecuacion 2) [4][6].

P=a+bK+cL+dl 2)

Donde g, b, ¢, d son parametros que se determinan
empiricamente [4] [6].

Otra representacion (Ecuacion 3) esta dada por la
funcién de produccion de Cobb-Douglas.

P =bI°K” (3)

b: Productividad Total de los Factores (PTF) es una
constante independiente tanto de L como de K, la
variacion de la PTF es el ritmo al que se producen
los cambios tecnologicos, organizacionales y en
la gestion de las empresas, y trata cualquier efecto
en salida total no causado por las entradas o las
economias a escala [7][8][9].

oy f5: son constantes entre cero y uno que miden
la participacion del capital en la renta, o determina
la proporcion de la renta que obtiene el capital y
la que obtiene el trabajo, f es igual a la unidad
menos o [10].

Ademas, las constantes o y f tienen un significado
economico de acuerdo a su valor.

o+ = 1:la funcién de produccion tiene vueltas a
escala constantes (cambios en la salida subsecuente
a un cambio proporcional en las entradas) [11].

a + f < I:la funcion de produccion tiene vueltas
a escala que disminuyen [11].

o+ > 1:la funcidn de produccion tiene vueltas a
escala que aumentan [11].
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3.2. Curva de la funcion de produccion de
Cobb- Douglas

Las funciones de produccion se pueden representar
graficamente como se muestra en la Figura 1. Todos
los puntos por encima de la funcién de produccion
son imposibles de obtener con la tecnologia actual;
todos los puntos representados a continuacion son
técnicamente factibles [4].
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Figura 1. Funcion de produccion de Cobb-Douglas.

3.3. Deduccion algebraica de la funcion de
produccion de Cobb-Douglas

Dentro de las suposiciones basicas de la funcion de
produccion de Cobb-Douglas, se tiene:

»  Silamano de obra o capital se reduce, la produ-
ccion también se reduce en la misma produccion.

» Laproductividad marginal de la mano de obra
es proporcional a la cantidad de produccion por
unidad de mano de obra.

e La productividad marginal del capital es
proporcional a la cantidad de produccién por
unidad de capital.

Con base a dichas suposiciones, se plantean las

ecuaciones diferenciales relacionadas con este

comportamiento:

oP
oL

“4)

R
~ |~



OP P
x Pk 5)

En relacion a las ecuaciones (4) y (5) se puede
decir que:

oP (6)
K—=pP
oK z
La—P =aP (7)
oL

Sumando las ecuaciones (6) y (7), seria

La—P+Ka—P=aP+ﬁP (®)
oL oK
oP 0P
L—+K—=(a+p)P 9
ETARET: (a+p) )

Haciendo r=a+ b, entonces

1Lk _p

oL oK (10)

La ecuacion (8) es equivalente al teorema de Euler
para funciones homogéneas, lo que indica que si
r=1 entonces se tendrd una ecuacion homogénea
de grado 1 y:

oP oP
L—+K—=P(L,K
oL K (L,K) (11

En la seccidn 3.5 resolvemos analiticamente esta
ecuacion.

La ecuacion (4) proporciona la productividad
marginal de la mano de obra. Como esta ecuacion
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es una ecuacion diferencial ordinaria, la solucion
la hallamos separando variables e integrando. Asi,
obtenemos:

Ln(P)+c¢ =aln(L)+g(K)+c, (12)
O equivalente,

Ln(P)y=aln(L)+g(K)+C (13)

P = pb(L) pe(K) o€ (14)

Haciendo 4=¢“ y h(K)=e*" laEcuacién.
(14) se transforma:

P=AL"h(k) (15)
Basta con hallar la funcion h (k).
Se sabe que:
oP P
x Pk (16)

Derivando parcialmente la funcion encontrada en
el procedimiento anterior y reemplazando:

oP .
O_K_AL h (K) (17)
P o
ALWK) o

obtenida por el método de minimos cuadrados 137

WiLmAR A. Diaz Ossa / DiEGo A. GIRAL RAMIREZ



re-creaciones

La cual se convierte en una ecuacion diferencial
ordinaria:

K _,

WK =B—

(20

La solucion de esta ecuacion diferencial es #(k) = K7,
Lo cual se verifica facilmente, ya que al reemplazar en
la ecuacion anterior se obtiene una identidad. Luego,

h(K)=K”? @1
h'(K)= pK"" (22)

Reemplazando en la Ecuacién (20):

s
,BK'“——ﬁ]; =0
BK” _ BK”
K K

Realizando la sustitucion y = #(K) = 5—;; =h'(k)
Reemplazando en la Ecuacion (20)

dy y
B0
dK P K (23)

Separando variables e integrando obtenemos,

Ln(y)+c = pLn(K)+c,  (24)
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Ln(y) = BLn(K) +c < e =
pPLnK)+e) oy y = e LK) )
y=K’e < y=CK"
h(K)=CK”

(25)

Luego de encontrar h(k), tenemos que

b=AC_P=bL"h(K) < P=bL"K’

Y dentro de la suposicion de la funcion de produ-
ccion se sabe a + =1, por lo tanto

P=bl"K"™ (26)

3.4. Regresion lineal de la funcién de Cobb-
Douglas para un caso en particular

Para poder hallar los valores de a y £y b se debe
linealizar la funcidn de produccion.

La Ecuacion (26) la podemos escribir como

g =pL*K“ de donde

(8] fg o]
L”(Ej = Ln(b)+ aLn[é] 27)

Para citar un ejemplo de la funcion de produccion,
se toman como referencia los datos publicados por el
Gobierno americano desde al afio 1899 hasta 1922,
citados en [9]. P es la produccidn total, L cantidad
de mano de obra y K la cantidad de capital invertido,
adicionalmente se incorporan dos columnas que
permiten realizar la linealizacion de la funcion.
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L P Y el intercepto mediante
Ln|—|,Ln —
K K
n n n n
(inz)(zyi)_(_zxiyi)(zxi)
b — i=l i=1 i=1 i=l — 0, 007

. 4 n(Xxl)-(Xx,)?
Tabla 1. Datos estadisticos de la economia estadounidense. i=l i=1 (29)
Aiio P L K Ln(L/K) | Ln(P/K)
1899 | 100 100 100 0,000 0,000
1900 | 101 | 105 | 107 | -0,09 -0.058 Luego, la ecuacion de la recta que mejor se ajusta
1901 112 110 114 -0,036 -0,018 a los datos es
1902 | 122 117 122 -0,042 0,000
1903 | 124 122 131 -0,071 -0,055
1904 | 122 | 121 | 138 0,131 0,123 Y =0,7446x + 0,007 (30)
1905 | 143 125 149 -0,176 -0,041
1906 | 152 134 163 -0,196 -0,070
1907 | 151 140 176 -0,229 -0,153 .
1908 | 126 T 185 20,408 0384 Como se muestra en la Figura 2.
1909 | 155 143 198 -0,325 -0,245
1910 | 159 147 | 208 -0,347 0,269
1911 153 148 | 216 -0,378 -0,345
1912 | 177 155 | 226 -0,377 -0,244
1913 | 184 156 | 236 0,414 -0,249
1914 | 169 152 | 244 -0,473 0,367
1915 | 189 156 | 266 -0,534 0,342
1916 | 225 183 | 298 -0,488 -0,281
1917 | 227 198 | 335 -0,526 -0,389
1918 | 223 201 366 -0,599 -0,495 -
1919 | 218 196 | 387 -0,680 -0,574 e
1920 | 231 194 | 407 -0,741 -0,566 (LK) o
1921 179 146 | 417 -1,049 -0,846 i
1922 240 161 431 -0,985 -0,585 Figura 2. Funcion de produccion de Cobb-Douglas.

Con los datos de la Tabla 1, utilizamos el método . . .,
e i Se realiza una comparacion entre las Ecuacion
de minimos cuadrados para encontrar una tendencia (29)y (32)

lineal:
. ) ] .
La pendiente de la recta se obtiene mediante 0,7446 X +0,007 = Ln(b) + an ? 31
n(gxiyi)_(gxi)(zyi)
m= - n 5 - n _2 = ,7446 Donde, o= 0’ 745 , Ll’l(b) — O, 007 , eLn(b) — 60,007 ,
n(,-g;xi )_(ig;xi) b:eo,om b:l,00702
(28)

Aproximando los valores: a=0,75, b=1,01

Por lo tanto, la funcién de produccion de Cobb-
Douglas para los datos de la Tabla 2 es:

P=101L""K"% (32)

Comparacion de la solucién analitica de la funcién de produccion de cobb-douglas con la
obtenida por el método de minimos cuadrados
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3.5. Solucion analitica de la ecuacion
diferencial

Ahora resolvemos analiticamente la Ecuacion (11),
utilizando el método de las caracteristicas [12].
Las ecuaciones caracteristicas son

dL _dK _dpP
L K P (33)

Este sistema de ecuaciones nos lleva a las curvas
solucion:

Donde C, y C, son constantes arbitrarias. Por lo
tanto, la solucion general de (11) es

K P
f(f,—)—O (34)

L

Donde f es una funcién arbitraria. Esta solucion
también la podemos escribir como

K
P(L,K) = Lg(f) (35)

Donde g es una funcidn arbitraria.
. . K
Comprobemos que, si por ejemplo, P(L.K)= Lln(fJ

es solucion de la Ecuacion (11) (tomamos g como
la funcion logaritmo natural).

oP K 1
— = ln(—j +L—(—kL)=In(£)-1 (36)
oL L > D g
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oP
La—L=Lln(%)—L (38)
Ka—P =L (39)
oK
Sumando (38) y (39):

La—P+Ka—P:L1n(

K &)~ L+L=LIn(£)=P(L,K)

(40)

Observamos que si g es la funcion logaritmo na-
tural, en este caso, también podemos escribir una
solucién de (11) como:

L
P(L,K)=L ln(EJ 1)

Esto nos permite concluir que, a pesar de que hay
infinitas funciones solucién de la Ecuacion (11), la
mejor aproximacion de la funcion de produccion
de Cobb-Duglas es precisamente la que se obtiene
por medio del método de minimos cuadrados (li-
nealizacion de los datos).

4. Conclusiones

El desarrollo histérico de la economia tuvo su
aporte mas importante en los modelos neoclasicos;
aunque en la economia moderna la interpretacion
clasica es atin una herramienta de trabajo, la imple-
mentacion de las matematicas permitio a la econo-
mia la vinculacion en nuevos campos y alejarse un
poco de su historia ética.

Las funciones homogéneas, las derivadas par-
ciales y las ecuaciones diferenciales, ordinarias
y parciales, juegan un papel fundamental en la
economia, cuya utilidad fue orientada en este caso
en la prediccion de la economia estadounidense



hacia modelos de produccion. Las derivadas par-
ciales fueron el inicio de las hipdtesis formuladas
por Cobb y Douglas, ya que éstas describian a la
perfeccion las razones de cambio de las cuales
depende la economia a nivel general, esto indica
que en una funciéon de produccidn se tienen en
cuenta los multiples factores que intervienen en los
modelos econdmicos. En este caso, en la funcion

re-creaciones

de produccion de Cobb-Douglas se manejan dos
variables importantes: capital y mano de obra.

Se determino de manera sencilla y algebraicamente
la forma de la funcion de produccion de Cobb-Do-
uglas. La linealizacion obtenida a partir de los datos
de la Tabla 2 es la mejor aproximacion a la solucién
de la funcion de produccion de Cobb-Douglas.
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