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RESUMEN

En la operacion de un satélite es de vital importan-
cia la energia eléctrica, ya que esta debe alimen-
tar todos los sistemas del mismo, tales como el de
control y comando, el de comunicaciones, el de
control de actitud, entre otros. Esta energia puede

ser obtenida, basicamente, en el espacio exterior a
la Tierra de diferentes formas, ya bien sea a partir
de reacciones nucleares (EN), o a partir de reac-
ciones quimicas (EQ), o bien a partir de la trans-
formacion de la energia proveniente del sol (EF).

Sin importar el tipo de misidén que deba ejecutar la
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nave espacial (comercial, militar o cientifica), el
tamario del satélite y el tipo de fuente de energia,
se debe tener presente que esta es un recurso limi-
tado tanto en tiempo de vida como en su valor, y
que mientras mas pequefio sea el satélite estas dos
magnitudes decrecen de manera dramatica, siendo
el escenario mas critico el de un pico satélite, en
donde las restricciones de tamafio y peso impiden
el uso de la EN y la EQ, quedando como tUnica
opcion el uso la EF. A esto se ha de agregar que las
dimensiones de las caras del mismo (10 cm x 10
cm) solo permiten ubicar, a lo maximo, dos celdas
solares por cara.

Con el proposito de determinar la energia que pue-
de suministrar el sol a un pico satélite a continua-
cion, y de manera rapida, se estudiara la radiacion
emitida por el sol y la cantidad posible de esta que
se encuentra disponible a la altura de la orbita del
pico satélite, para lo cual se hace uso de una simu-
lacion de la misma en MATLAB.

ABSTRACT

In the operation of a satellite is vital electricity,
as this should feed all the same systems, such as

1. INTRODUCCION

La estrella mas cercana a la Tierra es el Sol, que
en promedio se encuentra a aproximadamente
149.597°870.700(3) m de distancia [1] de la tierra
y posee un radio de 6,9551(3)x108m [1]. La masa
del sol es aproximadamente de 1,9884(2)x1030
kilogramos [1], lo que equivale a 333000 veces
la masa de la Tierra, que es de 5,9722(6)x1024
Kg, seguin AMSLER et al [1]. La temperatura del
nucleo del Sol es de aproximadamente 1,57x107
millones de grados Kelvin, la cual disminuye has-
ta llegar a ser aproximadamente 5.778°K en su
superficie [2].

En el nucleo del Sol, el cual contiene cerca del
40% de la masa de esta estrella y ocupa menos del
2% del volumen total de la misma [3], se llevan a
cabo reacciones de fusién nuclear, por medio de
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command and control, that of communications,
attitude control, among others. This energy can be
obtained, basically, in outer space to Earth in di-
fferent forms, either from nuclear reactions (EN),
or from chemical reactions (EQ) or from the trans-
formation of energy from the sun (EF).

Regardless of the type of mission need to run the
spacecraft (commercial, military or scientific), the
size of the satellite and the type of energy source,
be aware that this is a limited resource in time of
life and in his value, and that the smaller the sa-
tellite these two quantities decrease dramatically,
being the most critical stage of a satellite peak,
where size and weight restrictions prevent the use
of EN and EQ, as the only remaining option using
the EF. To this must be added that the dimensions
of the faces of the same (10 cm x 10 cm) only
allow us to locate, at most, two solar cells per side.

In order to determine the energy that the sun can
supply a satellite peak below, and quickly, we will
study the radiation emitted by the sun and the
possible amount of this which is available at the
height of the orbit of the peak satellite, for which
one uses the same simulation in MATLAB.

las cuales se unen los nucleos de atomos ligeros
para formar atomos mas pesados; por ejemplo, dos
nucleos de deuterio (un isdtopo del hidrogeno) se
fusionan transformandose en un nucleo de helio,
lo que equivale a una pérdida de masa, ya que el
hidrogeno consumido pesa mas que el helio pro-
ducido. Esta diferencia de masa, de acuerdo con la
ecuacion fundamental de la relatividad restringida
(E = mc2), se transforma en energia, liberando-
se asi grandes cantidades de energia [4]. “En este
proceso, cada segundo, una masa aproximada de
4,4 millones de toneladas, que irradia 3,96x1026
W, se transforma en energia” [3].

La energia liberada en el ntcleo debe atravesar
la zona radiactiva del Sol, que se encuentra a una
temperatura promedio aproximada de 130.000
°Ky que es tan densa que los fotones y la radiacion
electromagnética proveniente del nicleo tarda mi-



les de afios en atravesarla. Luego, dicha energia
debe pasar por la zona conectiva que tiene mucha
agitacion debido a la ascension de gases muy ca-
lientes que luego de enfriarse descienden. Final-
mente, la energia alcanza la fotosfera, la cual se
caracteriza por poseer una baja densidad, una tem-
peratura promedio de aproximadamente 5.762°K
[3], y porque sus gases se encuentran fuertemente
ionizados.

Para modelar el proceso de radiacion de energia
del Sol, y como una aproximacion inicial, este
puede considerarse como un cuerpo negro someti-
do a una temperatura T, medida en grados Kelvin.
Asi, el Sol emite energia electromagnética que se
propaga radialmente por el espacio a la velocidad
de la luz y cuya intensidad disminuye con el cua-
drado de la distancia. Es importante aclarar que
en su propagacion hacia la tierra, la energia del
Sol casi no interactua con la materia debido a que
la densidad de esta en el espacio extraterrestre es
muy pequeiia (10-8 kg/m3) [3].

2. ESTADO DEL ARTE

2.1. Ley de Stefan-Boltzmann

El concepto de cuerpo negro no es mas que la
idealizacion de lo que ocurre en la realidad y por
tanto es util para ayudar a explicar como un cuer-
po absorbe o irradia energia electromagnética. Se
define cuerpo negro como aquel que absorbe toda
la energia electromagnética que incide sobre él sin
permitir que parte de esta radiacion sea reflejada
o pase a través de ¢€l. Este concepto fue propues-
to por Kirchhoff en 1862 al estudiar la emision
de energia de un cuerpo. Igualmente, Kirchhoff
probo experimentalmente que “en condiciones de
equilibrio termodinamico, la relacion entre el po-
der emisivo y el poder absorbente es para todos
los cuerpos, una misma funcion de la longitud de
onda y la temperatura del cuerpo”.

En 1879, Josef Stefan, a partir de los resultados
obtenidos por John Tyndall (1865) al medir la
emision total de energia de un alambre de platino
a diferentes temperaturas concluyd que el total de
energia radiada por un cuerpo negro es proporcio-
nal a la cuarta potencia de la temperatura absoluta
a la que este se encuentre sometido. Este resultado
fue verificado posteriormente por otros investiga-
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dores y en 1984, Ludwig Boltzmann realizé una
justificacion tedrica de este resultado, al cual se
le conoce con el nombre de Ley de Stefan-Boltz-
mann [5]. Asi, esta ley se puede expresar como:

E, = eoT (1)
Donde, 0 < £ <1 es una constante adimensional
que depende de las caracteristicas del cuerpo (para
un cuerpo negro € = 1), conocida como constante
de emisividad del cuerpo; y es la constante de Ste-
fan-Boltzmann cuyo valor es 5,670400(40)x108
Wm2K*4[6].

De acuerdo con la Ec. 1 y tomando como tem-
peratura aproximada de la superficie del Sol
5.779°K, este emite un total de energia de cerca
de. 6,3245x10" W m™ Se tomo el presente valor
para la temperatura superficial del Sol, teniendo
en cuenta que al escalar el valor del total de ener-
gia radiada por el Sol al borde de la atmdsfera te-
rrestre, este valor coincida aproximadamente con
el valor de la constante solar, dado por el estandar
E-490-0a.

2.2. Ley de radiaciéon de cuerpo negro
Segun Max Planck (1900), la cantidad de energia
radiante emitida por un cuerpo, por unidad de su-
perficie y de tiempo, es una funcién (E) de la fre-
cuencia (v) y la temperatura (T), dada por la Ec. 2:

27hy’ 1
¢’ expexp(h%T>—l ()

EWT) =

Donde:

h: constante de Planck con un valor de
6,62606896(33)x10-3*Jul/seg,

c: velocidad de la luz en el vacio cuyo valor es
299°792.458 m/seg,

k: constante de Boltzmann cuyo valor es
1,3806504(24)x10723 Jul/K

EMm,T): poder emisivo espectral en funcién de la
frecuencia [6].

Considerando el intervalo de frecuencias entre v
y v+dv. El poder emisivo del cuerpo dE en dicho
intervalo de frecuencias sera como la Ec. 3.
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dE = E(v,T)dy 3)

Como v = ¢ / A, luego dv = (-¢ / 2%) dJ y por lo
tanto se tiene que el poder emisivo espectral en
funcion de la longitud de onda se obtiene a partir
de la Ec. 4.

_ G
T Hfewen(G))
Doénde,
Ci = 27hc?

C =3,74177118 X 107" W.m*
C = 3,74177118 X 10° W um* m™*

C, = (hkC)
C, = 1,4387752x 107> m °K

C, = 1,4387752 x 10" um °K

Segtin el Standard Extraterrestrial Spectrum Re-
ference E-490-00a, de la American Society for
Testing and Materials (ASTM) [7], el Sol emite
radiacion electromagnética en el rango de aproxi-
madamente de 100 nm a un milimetro. La Fig 1
muestra la comparacion, sobre la porcion mas re-
presentativa del espectro solar a una masa de aire
cero (borde de la atmosfera terrestre), entre los va-
lores experimentales suministrados por la ASTM
en el estandar E-490-00 y los calculados a partir
de la Ec. 4.

Emitancia Monocrinitica del Sol al Borde de Ia
Atmaosfera Terrestre

—E-450

—Tebrica

Emitancia Monocromnakicon (miles de
Wi my

Longieud de Onda (jrm)

Fig. 1. Espectro de radiacion electromagnética solar segun
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la informacion aportada por la ASTM (linea azul) y
aproximacion tedrica de acuerdo con la Ley de Radi-
acion de cuerpo negro de Max Planck, tomando como
temperatura de la superficie solar 5.779 K y usando
como figura de mérito para determinar la bondad del
ajuste, la constante solar.

El espectro de radiacion electromagnética solar
se pude subdividir en: la banda del ultravioleta, la
banda de la luz visible y la banda del infrarrojo. A
continuacion se describe cada una de estas bandas
de acuerdo con las definiciones establecidas en el
estandar ISO 21348 [8].

* Alabanda del ultravioleta pertenece la radia-
cion electromagnética cuya longitud de onda
es tal que 0,1 um <A < 0,4 um.

* En el rango visible se encuentra la radiacion
electromagnética con longitud de onda en el
rango de 0,38 pm <A < 0,76 pum., que es la
parte del espectro electromagnético que esti-
mula las células especializadas encargadas de
la vision humana. Este rango se subdivide en
seis colores: el violeta, radiacion con longi-
tud de onda A tal que 0,36 pm <A < 0,45 pum;
el azul radiacion con longitud de onda entre
0,45 um <X < 0,57 um; el verde radiacion con
longitud de onda en el rango de 0,5 um < A
< 0,57 pm; el amarillo que corresponde a ra-
diacion con longitud de onda en el intervalo
0,57 pm <A < 0,591 pum; el naranja que com-
prende laradiacion con longitud de ondatal que
0.591 um <A < 0,61 um; vy, el rojo que es ra-
diacion con longitud de onda en el intervalo
0,61 um <A < 0,76 pm.

* La banda del infrarrojo cubre la radiacion
electromagnética con longitudes de onda entre
0,76 um y 1 mm. A veces se subdivide en tres
categorias espectrales. El infrarrojo A (IR-A)
caracterizado por tener longitud de onda en el
rango 0,76 um < A < 1,4 um; el infrarrojo B
(IR-B) con longitud de onda en el intervalo
1,4 pm <A < 3,0 um; vy, el infrarrojo C (IR-C)
con longitudes de onda que oscilan entre 3,0
pum a un milimetro.

Es de resaltar que de acuerdo con este estandar
hay solapamiento entre las bandas de radiacion
ultravioleta y la visible. Con el animo de solucio-
nar este impase y teniendo en cuenta que, como



se vera mas adelante, la radiacion ultravioleta que
mas afecta al modulo de potencia, y en especial
a las celdas solares, son aquellas con longitudes
de onda menores a 0,3 um, en el presente trabajo
se tomaran como rangos de longitud de onda para
cada tipo de radiacion electromagnética los mos-
trados en la Tabla 1.

Tabla 1. Distribucion de las bandas de radiacion en el espe
ctro solar de acuerdo con su longitud de onda.

TIPO DE INTERVALO DE VARIACION DE
RADIACION | LA LONGITUD DE ONDA (pm)
Ultravioleta 0,1 pm <A <0,38 um
Visible 0,38 um <A < 0,76 pm
Infrarroja 0,76 um <A < 1,0 pm

Teniendo en cuenta los rangos definidos en la Ta-
bla 1 y el estandar E-490-0a, del total de la ra-
diacion en el borde de la atmosfera terrestre, co-
nocida como la constante solar (1.366,1 W/m?2),
85,80 W/m? corresponden al ultravioleta, lo que
equivale al 6,28%; 714,78 — 85,80 = 628,98 W/m?
a la banda de la luz visible, es decir, el 46,04%; v,
1.366,1 — 714,78 = 651,32 W/m? a la banda del
infrarrojo, el 47,68%.

Con de proposito de simular la cantidad de ener-
gia disponible a la altura del satélite es necesario
conocer la distancia a la cual este se encuentra del
Sol. Por tanto es importante calcular la distancia
de la Tierra al Sol y la distancia del satélite a la
Tierra para sumarlas vectorialmente y asi poder
determinar la distancia del satélite al Sol, tal como
se ilustra en la Fig. 2. Esta ultima distancia no per-
manece constante en el tiempo, debido a que la
Tierra se mueve sobre una orbita eliptica alrede-
dor del Sol, e igualmente el satélite lo hace alrede-
dor de la Tierra.

e ,/:R 1‘5\\.

Rs= Rsrt Ry

Fig. 2. Ilustracion del calculo del vector distancia entre el Sol
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y el satélite (RSs). Aqui, RST es el vector distancia
entre el Sol y la Tierra y RTs es el vector distancia
entre la Tierra y el satélite.

Con el proposito de describir tanto el movimiento
de la Tierra alrededor del Sol como el del satéli-
te alrededor de la Tierra, inicialmente, se dara un
breve vistazo a las propiedades matematicas de la
elipse.
2.3. Laelipse
La elipse se define como el lugar geométrico de
los puntos tales que la suma de la distancia a dos
puntos fijos, denominados focos, es constante. En
coordenadas cartesianas la ecuacion de la elipse
esta dada por la Ec. 5:

(%)

Donde, o es el semieje mayor y b es el semieje
menor. El punto donde estos se cortan se denomi-
na centro (O) [9]. La elipse pertenece a una familia
de curvas denominadas conicas (parabola, elipse ¢
hipérbola), las cuales fueron estudiadas por Apo-
lonio en el siglo II a.C. y que se obtienen al inter-
secar un cono circular recto con un plano oblicuo
a su eje. La ecuacion general de una cdnica, en
coordenadas polares esta dada por la ecuacion 6.
_ 0 (6)
1 + ecoscos

Donde p > 0 se conoce como el semilatus-rectum
o parametro focal y e es la excentricidad. En el
caso de la elipse, el parametro focal es la mitad de
la cuerda trazada por uno de los focos y paralela al
eje menor, tal a como se ilustra en la Fig.3, la cual
esta dada por la Ec. 7.

(7)

40:7

La excentricidad mide el porcentaje de diferencia
entre la elipse y la circunferencia; su valor se ob-
tiene a partir de la Ec. 8:

L@ =B qo,1] )

e =
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La Fig. 3 ilustra los parametros de la elipse tanto
en coordenadas cartesianas como en coordenadas
polares.

Fig. 3. La figura muestra los parametros cartesianos de la
elipse (negro) y los parametros en coordenadas po-
lares (rojo). También se muestra la distancia de pari-
apsis y la de apoapsis (azul).

Se define el punto de periapsis (simplemente, pe-
riapsis) como el de minima distancia al foco; en
tal caso, 8 = 0y de la Ec. 6 se deduce la Ec. 9 para
la distancia de pariapsis.

= ©)

1+e

De otro lado se define el punto de apoapsis (sim-
plemente, apoapsis) como el de maxima distancia
al foco; en tal caso, 0 = n y nuevamente de la Ec.
6 se obtiene la Ec. 10 para la distancia de apoap-
sisesta.

p= 0 (10)
l1—e

Los parametro de la elipse pueden ser expresados
como una funcién del semieje mayor (a) y la ex-
centricidad (e). Para esto se debe tener en cuenta
que la suma de r_y r_es igual al eje mayor (2a).
Asi, la Ec. 11 es el resultado de sumar las Ec. 9

y 10.
(11)

En la Fig. 3 se puede observar que r_ - r,=20F,
luego restando de la Ec. 10 la Ec. 9 y reemplazan-
do la Ec. 11 el resultado final es la Ec. 12.

o =all —e’)

OF = ae (12)

Finalmente, puesto que a’ = b>+ OF’, despe-
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jando b y reemplazando en el resultado la Ec. 12,
obtenemos la Ec. 13.

b=avl-¢’

Sistemas de referencia

(13)
2.4.

Con el propdsito de describir el movimiento de un
planeta o de un vehiculo espacial se hace necesa-
rio el uso de uno o mas sistemas de referencia, los
cuales se seleccionan de acuerdo con las exigen-
cias de la situacion que se desea describir. Estos
sistemas referenciales pueden ser inerciales o no
inerciales.

Un sistema de referencia se considera inercial si
el origen de coordenadas (lugar donde se supone
se encuentra ubicado el observador) se encuen-
tra en reposo absoluto o se mueve con velocidad
constante, es decir, no se encuentra sometido a la
accion de fuerza alguna [10]. Asi, en astrofisica
un sistema de referencia inercial supone que el
observador se encuentra ubicado en el centro de
un cuerpo del sistema solar, despreciando el efec-
to que sobre ¢l tienen fuerzas tales como las de
arrastre y las de Coriolis, entre otras. Los sistemas
de referencia inerciales mas usados son: el sistema
de referencia cartesiano heliocéntrico ecliptico, el
sistema de referencia cartesiano geocéntrico ecua-
torial y el sistema de referencia cartesiano geocén-
trico ecliptico.

Antes de entrar a la descripcidon de estos sistemas
de referencia de debe anotar que hay dos planos
de suma importancia: el plano ecliptico y el plano
ecuatorial terrestre. Se denomina plano ecliptico a
aquel que contiene la orbita de la Tierra alrededor
del Sol [11]; y, se denomina plano ecuatorial te-
rrestre aquel, que como su nombre lo indica, con-
tiene al ecuador terrestre [11]. Estos dos planos no
son paralelos, si no que por el contrario, forman
entre si un angulo, denominado oblicuidad (¢),
cuyo valor es 23° 26° 29” [8], tal como se mues-
tra en la Fig.4. Igualmente, es de resaltar que la
linea de corte de estos dos planos al interceptarse
con la trayectoria de la Tierra determina el punto
vernal o punto Aries (y) que es aquel que ocupa
la Tierra, en su drbita alrededor del Sol, el 21 de
marzo (equinoccio vernal). Este punto también es
conocido como nodo ascendente y la linea de cor-



te de estos dos planos se denomina linea de nodos.
El nodo ascendente es un vector cuya direccién
esta determinada por la linea Sol- Tierra del 21 de
marzo [8].

Plano Ecliptico

/
-

T Punto vemal Plano Ecuatorial

Fig. 4. Oblicuidad entre el plano ecliptico y el ecuatorial.
Aqui, también se muestra el punto vernal.

2.4.1. Sistema de referencia cartesiano he-

liocéntrico ecliptico

El origen O del sistema de referencia cartesiano
heliocéntrico ecliptico es el centro del Sol, de tal
manera que el plano xy es el plano de la ecliptica.
La direccion positiva del eje de las x es la determi-
nada por el Sol y la Tierra en el equinoccio vernal.
El eje z pasa por el centro del Sol y es perpendi-
cular al plano ecliptico. Este sistema de referencia
se ilustra en la Fig.5, y tal como alli se ve este es
un sistema de referencia cartesiano derecho. Este
sistema de referencia es util para el estudio del
movimiento planetario y para el analisis y disefio
de misiones interplanetarias [2].

z Plano ecuatorial

(4

Plano de la ecliptica

Fig. 5. Sistema de referencia cartesiano heliocéntrico eclip-
tico.

2.4.2. Sistema de referencia cartesiano
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geocéntrico ecliptico

El origen de coordenadas O’ se encuentra ubicado
en el centro de la Tierra, de tal manera que el pla-
no X'y’ es el plano de la ecliptica. El eje x’ apunta
hacia el punto, el eje y’ es perpendicular al eje x’
y el eje 2z’ es perpendicular al plano x’y’ o plano
de la ecliptica, tal como se muestra en la Fig.6.
Se debe anotar que el eje z’ no coincide con el
eje de rotacidon de la tierra y que este sistema de
referencia resulta de desplazar el origen de refe-
rencia del sistema cartesiano heliocéntrico eclipti-
co. Este sistema de referencia es de gran utilidad
en el estudio del movimiento de naves espaciales
cercanas a la Tierra y como sistema de referencia
intermedio. [2]

Fig. 6. El origen del sistema de referencia cartesiano geocén-
trico ecliptico se encuentra desplazado a una distan-
cia r del sistema de referencia cartesiano heliocén-
trico ecliptico.

2.4.3. Sistema de referencia cartesiano

geocéntrico ecuatorial

Tiene como origen de coordenadas el centro de la
Tierra, O”, y el plano x”y” coincide con el plano
ecuatorial terrestre de manera tal que la direccion
positiva del eje x” apunta en la direccion. Aqui,
el eje z” coincide con el eje de rotacion de la Tie-
rra. Este sistema de referencia resulta de rotar el
plano y”z”, sobre el eje x’, del sistema de refe-
rencia cartesiano geocéntrico ecliptico un angulo
-g con el propdsito de hacer coincidir el eje z’ con
el eje rotacion de la Tierra z”. Ambos sistemas de
referencia comparten el mismo eje de las x. Es de
utilidad para el estudio del movimiento de cuerpos

orbitando la Tierra y se ilustra en la Fig. 7 [7].
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Plano de la eciiptica

Esfera Celeste

Fig. 7. El sistema de referencia cartesiano geocéntrico ecu-
atorial resulta de rotar el sistema de referencia carte-
siano ecliptico un angulo -[" alrededor del eje x’.

2.5. El problema de dos cuerpos

El estudio de dos cuerpos masivos en el espacio,
sometidos a la fuerza de la gravedad, es conoci-
do como el problema de dos cuerpos. Para esto
se considera el sistema formado por los dos cuer-
pos como aislado del resto de Universo, es decir,
que no intervienen mas fuerzas que la atraccion
gravitatoria mutua entre ellos. Para simplificar el
problema, ademas se supone, que los dos cuerpos
son esféricos y de densidad constante, de manera
que una particula con la misma masa del cuerpo
genere el mismo campo gravitatorio; y asi poder
considerar las masas como puntuales y localizadas
en el centro de masa de cada uno de los cuerpos,
tal como se ilustra en la Fig. 8. Se aclara que las
cantidades vectoriales se anotaran con letras mi-
nusculas en negrilla y las matrices con letras ma-
yusculas en negrilla.

Fig. 8. Representacion del problema de dos cuerpos. Las dos
masas puntualesm 1 ym_2, se encuentran a una dis-
tanciar 1 yr 2, respectivamente, del observador. La
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distancia entre los dos cuerpos puntuales esta dada
porr.

Como ya se menciond, la fuerza sobre cada par-
ticula es la debida a la atraccion gravitatoria ejer-
cida por la otra particula, las cuales, de acuerdo
con los postulados de Newton, estan dadas por la
Ec. 14.

r (14)

Donde:

G: constante de gravitacion universal cuyo valor
es 6,67428(67)x10" M m3kg1s2.

r:  vector unitario en la direccion del vector
r=r,-r, dadopor r = r/r

Teniendo en cuenta la segunda ley de Newton
(F=mr)!, se puede concluir:

n=G%f
! (15)
n=— G%f

Que son las ecuaciones que describen la acelera-
cion de los dos cuerpos o simplemente las ecuacio-
nes de movimiento de cada una de las particulas.

La posicion del centro de masa del sistema esta
dada por la siguiente ecuacion:

rcm -

m I+ mn (16)
m; + m,
Encontrando la segunda derivada del centro de
masa del sistema, es facil comprobar que la ace-
leracion del mismo es cero y por tanto no se en-
cuentra sometido a la accion de fuerza alguna. Asi
se puede desplazar el origen del sistema de refe-
rencia al centro de masas y el nuevo sistema de
referencia seguira siendo inercial. En este nuevo
sistema de referencia la posicion de los cuerpos
esta dada por los vectores r, y 1, , de acuerdo a:

1. Los dos puntos sobre el vector posicion indican
que se esta haciendo referencia a una segunda derivada,
lo que en este caso equivale a la aceleracion.



rn=1n— rcm
r = —71?_2 r
m; m,
, (17)
I'y =1, — Iem
r,=——m
m; + m,

Cuando m;>>m,, rl' tiende a ser cero. Por lo tanto
r,—>r .y 1,1, lo que en este caso significa que
el movimiento de estos dos cuerpos se aproxima
al problema de un cuerpo alrededor de un cuerpo
masivo. Esto ocurre cuando, por ejemplo, se trata
de describir el movimiento de cuerpos tales como
el de la Tierra alrededor del Sol, o el de un satélite
alrededor de la tierra. Asi, recordando que r = 1,
- r; y haciendo uso de las Ec. 15, se tiene que la
ecuacion de movimiento esta dada por:

I‘:’é—fl
18
rz—%f (18)
I

Donde:

W parametro gravitacional de las masas combina-
das el cual es igual a G(m; + m,) [2]. En el caso
en que m;>>m,, u se aproxima a Gm,. Asi en el
caso del movimiento de la Tierra alrededor del Sol
tenemos:

n = Uo
U= Gmo
t=1,3271x10* m’seg™"

Y para el caso del movimiento de un satélite alre-
dedor de la tierra tenemos

M= Ues

U= Gm@

7 = 3,9860 x 10" m’seg™"

Aqui m_ es la masa del Sol y mg es la masa de la
Tierra, cuyos valores ya fueron dados en la Sec-
cion 1.

Antes de continuar, es bueno estudiar algunas de
las caracteristicas del movimiento sin entrar a so-
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lucionar la Ecuacidn del movimiento de un cuerpo
alrededor de otro masivo, dada por la Ec. 18.

Tal como lo demuestra Martinez et al [11] el mo-
mentum angular (L=mrxr) del cuerpo menos ma-
sivo respecto al de mayor masa es constante, lo
que significa que la érbita del cuerpo de menor
masa se encuentra confinada en un plano perpen-
dicular a que pasa por el origen del sistema de
referencia (en este caso, el centro del cuerpo de
mayor masa).

Otra cantidad de gran importancia en el estudio
del movimiento de un cuerpo alrededor de otro
masivo es el vector de Laplace-Runge-Lenz (e),
o de manera simplificada el vector LRL, el cual
es usado para describir la forma y orientacion de
la orbita de un cuerpo que gira alrededor de otro.
Para dos cuerpos que interactiian por medio de una
fuerza conservativa proporcional al inverso del
cuadrado de la distancia que los separa, tal como
la fuerza de la gravedad, se ha demostrado que el
vector LRL es una constante del movimiento (ver
Goldstein [10] y Arnold [12]). Estos problemas re-
ciben el nombre de problemas de Kepler.

Segun Goldstein [10], para una particula sobre la
que actia una fuerza central proporcional al in-
verso del cuadrado de la distancia, descrita por la

ecuacion, F(r) = # 7 el vector se definido por
la Ec. 19. r
e="IXL_j (19)
g
Donde:

[]: velocidad de la particula puntual que se mue-
ve bajo la accion de la fuerza central, L=rxp
es la cantidad de movimiento angular, p es un
parametro que describe el poder de la fuerza
central vector unitario en la direccion de ; esto
es, donde r es la magnitud de 7 = r/r, donde
r es la magnitud de r.

e: El vector perpendicular al vector cantidad de
movimiento angular L, debido a que pxL y r
son perpendiculares a L. De esto se sigue que
e esta en el plano de la orbita.

Es bueno recordar que el lagrangiano describe el
movimiento de ambos cuerpos mide la energia
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total. Como la fuerza de la gravedad es conser-
vativa, la energia total es una constante de movi-
miento. Asi, si se esta interesado en el movimiento
relativo de una de las particulas respecto a la otra,
digamos en el movimiento de m, respecto a m,, la
lagrangiana de dicho sistema queda como la Ec.
20 [13].

_ 1l Y
E—2V . (20)

2.6. Forma de la o6rbita resultante del pro-

blema de Kepler

La forma y la orientacion de la orbita resultante
del problema de Kepler se pueden obtener a partir
del vector e [12]. Al tomar el producto escalar de e
con el vector posicidn r se obtiene:

percos(0)
r-(vxL)— u%

pe-r =
21
he r = 21)

Donde 0 es el angulo entre r y e denomina-
do anomalia principal. Teniendo en cuenta que
r-(vXL)=L-(rxv) =1L se obtiecne que
percos = I — pur. Despejando r se obtiene la
ecuacion 22.

_ 0
TIE ecos(cos(0)) (22)

Donde la excentricidad es la magnitud del vector
LRLy , — L’ es el semilatusrectum.

U
La Ec. 21 corresponde a la ecuacion en coordena-
das polares de una elipse.
2.7. Ley horaria
Hasta este momento se ha demostrado que las tra-
yectorias orbitales en el caso de la Tierra alrede-
dor del Sol y de un satélite alrededor de la tierra
son elipticas. Pero, al resolver de la ecuacion del
movimiento se ha eliminado la dependencia del
tiempo, la cual es necesaria para localizar a un
cuerpo en su orbita en un instante dado. Resolver
este problema en el caso circular en mas facil que
hacerlo en el caso eliptico.
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Para tal fin se fija como punto de referencia el pun-
to de periapsis y se denominara como t_ al tiempo
de paso por periapsis. Igualmente, se entendera
por (n) velocidad orbital media (Ec. 23) a la velo-
cidad angular del cuerpo si este se moviese sobre
una Orbita circular. Asi [13].

n= /% (23)

Se debe tener en cuenta que 7' = 2z/n 'y por lo tanto
el tiempo que tarda un cuerpo en ir del punto de
periapsis al de apoapsis es igual al semiperiodo de
la orbita, es decir, | ta-tp| = T/2 = n/n . Igualmen-
te, cuando 0 >n, 4 1(@) =T-At(2n - 0) por lo que
se puede suponer siempre la anomalia principal
entre 0 y 7.

De otro lado, se define la (M) anomalia media
(Ec. 24) como el angulo barrido un tiempo, si el
cuerpo se moviera sobre una Orbita circular con
una velocidad angular equivalente a la velocidad
orbital media.

M = nAt (24)
De esta manera M = 0, solamente cuando el cuer-
po pasa por el punto de periapsiso de apoapsis.

Finalmente, considérese una elipse de semieje ma-
yor a circunscrita en una circunferencia de radio
a, tal como se ilustra en la Fig. 9. Se define la (E)
anomalia excéntrica como el angulo subtendido
entre el semieje de la elipse y el radio que pasa por
la proyeccion del planeta sobre la circunferencia.

'
L

E
AV

Fig. 9. Diagrama donde se ven los angulos de la anomalia
media M, anomalia excéntrica E y anomalia verdade-
ra, la drbita y la circunferencia principal.



La anomalia verdadera y la excéntrica se encuen-
tran relacionadas (ver [13]) mediante la la Ec. 25.

ifgumOm«g»D

(25)

0= 2tar1_l<tan1

De otro lado, la anomalia media y la excéntrica es-
tan relacionadas por medio de la llamada ecuacioén
de Kepler (Ec.26) [13], [14], [2].

M = E — esin(sin(E)) (26)
Si la variable que se desea despejar de la Ec. 26 es,
para hallar el valor de esta variable se debe usar un
método numeérico.
2.8. Elementos orbitales
Para una orbita arbitraria en el espacio es necesa-
rio ubicar el plano orbital respecto a un plano de
referencia. Es bueno recordar que la interseccioén
entre el plano orbital y el de referencia determina
la llamada linea de nodos. La drbita corta la linea
de nodos en dos puntos cada uno de ellos cono-
cido con el nombre de nodo [8]. Aquel en donde
la trayectoria “asciende” (de abajo a arriba) es el
nodo ascendente (Q); [15] el otro es el nodo des-
cendente (L), tal como se ilustra en la Fig. 10. El
vector nodo 7 es un vector unitario en la direc-
cion de Q.

Para orbitas heliocéntricas, como la de la tierra al-
rededor del sol, el plano de referencia es el plano
de la ecliptica. En este caso la linea de corte de
estos dos planos al interceptarse con la trayectoria
de la Tierra determina el nodo ascendente o punto
vernal Aries (y). De otro lado, Para orbitas pla-
netocéntricas el plano de referencia sera el plano
ecuatorial del planeta.

Un apside es el punto de una orbita eliptica de
mayor o menor distancia a su centro de atraccion,
que generalmente también el centro de masas y el
cual se encuentra ubicado en uno de los focos de
la orbita. El punto de menor distancia a su centro
de atraccion se llama periapside y el de mayor dis-
tancia a este se denomina apoapside. La linea recta
trazada desde el periapside hasta el apoapside se
denomina linea de apsides y corresponde al eje
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mayor de la orbita eliptica [16].

Cuando se hace referencia a una 6Orbita alrededor
de un cuerpo en particular se emplean términos
equivalentes. De esta forma, para el caso de una
orbita alrededor del Sol se usan los términos de
perihelio y afelio, en lugar de periapside y apoap-
side; y para Orbitas alrededor de la Tierra se usan
los términos de perigeo y el apogeo, respectiva-
mente.

Dado el plano de la orbita y un sistema de refe-
rencia Oxyz centrado en el foco de la misma, de
tal manera que el plano Oxy coincida con el plano
de la orbita, son necesarios seis parametros para
determinar la drbita, los cuales reciben el nombre
de elementos orbitales [2].

Le geometria de la orbita queda determinada por
el conjunto de parametros {a,e} o en su defecto
por {p,e}. El parametro define la forma de la or-
bita, es decir, el tipo de conica, mientras que el
parametro a, o en su lugar p , establece su tamafio
[15].

El parametro o, llamado el argumento de periap-
sis (de perigeo/de perihelio/de periastro) orienta
la linea de apsides en la direccion del vector ex-
centricidad e, el cual apunta hacia el perigeo. Es el
angulo, sobre el plano orbital, entre 71 y €, medido
en la direccion del movimiento [2] (Fig. 10). Para
orbitas ecuatoriales, en los que no hay nodo as-
cendente, y para Orbitas circulares, que no tienen
periastro, este parametro no esta definido.

Fig. 10. Representacion de una orbita y la de sus parametros.

Un cuarto parametro, que bien puede serla ano-
malia verdadera 0, o bien la anomalia media M, o
la anomalia excéntrica E, o un A¢ que nos permita
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calcular cualquiera de las anteriores, permite de-
terminar la posicion del cuerpo sobre la trayecto-
ria.

El quinto parametro mide la inclinacion del plano
de la érbita respecto al plano de referencia y recibe
el nombre de inclinacion de la orbita (i). De esta
manera, la inclinacion de la 6rbita mide el angulo
entre el plano de referencia y el plano orbital, de
manera que 0 <1i <7, en el sentido indicado por
n [16].

El sexto parametro, la ascension recta del nodo
ascendente (RAAN) es un angulo que especifica
la orientacion del plano de la 6rbita del cuerpo con
respecto a la esfera celeste. Asi, la ascension recta
del nodo ascendente (Q2) es el angulo, medido en
el sentido contrario al de las agujas del reloj, entre

vy n [11].
3. METODOLOGIA

Para la presente investigacion se disefio un pro-
grama que para cada deltat calculara al mismo
tiempo la posicion, tanto de la Tierra en su orbita
alrededor del Sol como la del satélite en su orbi-
ta alrededor de la Tierra, esto con el propdsito de
determinar la distancia existente entre el Sol y el
satélite, dato con el cual se puede calcular cada
deltat la potencia disponible en ese punto. Como
se muestra en la Fig. 2, la distancia existente entre
el Sol y el satélite es el vector que resulta de sumar
el vector distancia Sol-Tierra con el vector distan-
cia Tierra-satélite.

Como el vector distancia Sol-Tierra se encuentra
dado en un sistema de coordenadas heliocéntrico
ecliptico y el vector distancia se expresa en un sis-
tema de coordenadas geocéntrico ecuatorial, este
ultimo vector debe cambiar de base, de manera
que se exprese en un sistema de coordenadas he-
liocéntrico. Asi, el programa disefiado debe reali-
zar el cambio de base del vector distancia Tierra-
satélite, para poder sumarlo con el vector distancia
Sol-Tierra. Finalmente conocida la distancia Sol-
satélite el programa debe calcular la energia emi-
tida por el Sol en este punto. Es bueno aclarar que
se tomo6 como época de la tierra el primero de
enero del 2000 a las 00:00:00 y como época del
satélite la misma fecha.
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Para lo anterior el software permite el ingreso de
los elementos orbitales del satélite y de la Tierra.

Suponiendo que la vida del satélite es el tiempo
que tarda la tierra en completar una orbita alre-
dedor del sol, se obtiene la grafica que se muestra
en la Fig. 11. Aqui se puede observar que la ener-
gia disponible a la altura del satélite oscila entre
aproximadamente 1421,06 y 1328,66 w/m2. Asi,
alrededor de un afio ocurre un cambio de 92,40 w/
m?2. Este cabio en la energia se debe al constante
cambio en la distancia al Sol durante el afio, en
donde el mayor valor corresponde al perihelio y el
menor valor al afelio.

Kw/m?

136 ¢

134 ¢

133 ¢

'y 0 2 ‘ ;i 8 l‘C‘ 12 IIJ 16 18 :‘3 _‘.: M :.d b § EID 32
10 seg

Fig. 11. Energia solar disponible a la altura del satélite du-

rante un periodo de translacion de la Tierra alrededor

del Sol (aprox. un afio de tiempo terrestre).
4. RESULTADOS

Tomando siete dias alrededor de la fecha en el que
la tierra alcanza el perihelio, el afelio y el punto
Aries, se construyeron las graficas que se mues-
tran en las Fig. 12, 13 y 14. En el caso de la Fig.
12, que corresponde a cuando la tierra alcanza el
perihelio, la energia disponible a la altura del sa-
télite pasa de un valor maximo de 1421,06 a uno
minimo de 1420,57 w/m?, lo que da una diferencia
de 0,49 w/m2. Es de anotar que debido al movi-
miento del satélite alrededor de la tierra el cambio
en el valor de la energia es oscilatorio con una en-
volvente del tipo coseno.

En el segundo caso, el correspondiente al paso
por el afelio, la Fig. 13 muestra que la energia dis-
ponible pasa de un valor maximo de 1328,85 al
minimo de 1328,66 w/m?2, con una diferencia de



0,19 w/m?2. A diferencia de la Fig. 14, durante es-
tos siete dias se forma un tnico ciclo de oscilacién
de la energia disponible. Esto se explica a que la
tierra en cercanias de este punto cuenta con menor
velocidad, a la que tenia cuando estaba pasando
por el perihelio.

En el tercer caso, que corresponde a cuando la Tie-
rra pasa por el punto Aries (equinoccio de prima-
vera) se pasa de un maximo de energia disponible
de 1384,33 a un minimo de 1378,84 w/m?, produ-
ciéndo se una diferencia de 5,49 w/m?. También se
debe hacer notar que la grafica de la energia dispo-
nible durante estos siete dias disminuye oscilando
sobre una envolvente lineal.

[] 1 1 ] 'l 5 8

10f sy

Fig. 12. Energia solar disponible a la altura del satélite du-
rante siete dias cercanos al paso de la Tierra por el
perihelio.

132868
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Fig. 13. Energia solar disponible a la altura del satélite duran-
te siete dias cercanos al paso dela Tierra por el afelio.
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Fig. 14. Energia solar disponible a la altura del satélite du-
rante siete dias cercanos al paso dela Tierra por el
punto Aries.

5. CONCLUSIONES

Queda claro que la energia solar disponible a la
altura del satélite cambia de acuerdo con la ubica-
ci6n de la Tierra sobre su orbita alrededor del Sol,
en un rango que va desde 1421,06 a 1328,66 w/m?
con un ancho de 92,40 w/m?2. Es de anotar que este
cambio ocurre en un tiempo equivalente al perio-
do de translacién de la Tierra. De esta manera se
puede afirmar que en promedio se encuentra dis-
ponibles 1374,86 w/m?. Asi, se puede afirmar que
en promedio se cuenta con 0,137486 w/cm?.

Teniendo en cuenta que un pico-satélite es un cubo
con una arista de 10 cm, cada cara lateral del mis-
mo tendria un area de 100 cm? y suponiendo que
siempre tiene dos caras expuestas al Sol, el area
susceptible a la exposicion solar es de 200 cm?.
Suponiendo celdas solares de 3,5 cm %10 cm, el
area efectiva de los colectores de energia seria del
70% de estas dos caras, lo que arroja un resultado
de 140 cm2. Suponiendo una eficiencia del 29,5%,
[17] esta superficie podria colectar un maximo de
5,68 watts, ya que en realidad esta cantidad pue-
de ser mucho menos, debido a que la eficiencia
depende del angulo de incidencia de la luz sobre
la superficie de la fotocelda. Asi, debido al movi-
miento de rotacidén del pico-satélite sobre su ¢je,
la potencia producida no permanecera constante,
si no que por el contrario oscilara.

También debe quedar claro, que la energia sumi-
nistrada por las fotoceldas oscilara debido movi-
miento de translacion sobre su orbita alrededor de
la Tierra y a la translacion de la Tierra sobre su
orbita alrededor del Sol.
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