UNIVERSIDAD DISTRITAL
FRANCISCO JOSE DE CALDAS

Tecnura

http://revistas.udistrital.edu.co/ojs/index.php/Tecnura/issue/view/640
DOI: http://dx.doi.org/10.14483/udistrital.jour.tecnura.2014.SE1.a01

INVESTIGACION

Problema de tomografia local usando wavelets B-spline cibicos

Local tomography problem using cubic B-spline wavelets

Wilmar Alberto Diaz Ossa*, Harold Vacca Gonzalez**

Citation / Para citar este articulo: Diaz Ossa, W., & Vacca Gonzélez, H. (2014). Problema de tomografia local
usando wavelets B-spline clbicos. Revista Tecnura, Edicién especial, 13-29.

Fecha de recepcion: 14 de febrero de 2013 / Fecha de aceptacion: 7 de marzo de 2014

RESUMEN

En el presente articulo se describe e implementa una
solucién al problema de la tomografia local, equi-
valente a la inversién de la transformada de Radon,
utilizando la transformada wavelet. Para ello se eje-
cuta un algoritmo basado en wavelets B-spline ctbi-
cos de soporte compacto con suficientes momentos
de desvanecimiento para que la funcién de escalado
filtrada, la wavelet madre y su transformada de Hil-
bert tengan decaimiento rapido. Lo anterior favore-
ce la localizacién de la transformada wavelet de la
transformada de Radon vy, por tanto, la inversion, es
decir; la reconstruccion de una region central de in-
terés del fantasma Shepp-Logan.

Palabras clave: Base separable biortogonal, B-Spli-
ne cubico, tomografia local, transformada de Radon,
wavelets.

ABSTRACT

This paper presents a formal description and sub-
sequent implementation of a solution to the local
tomography problem, equivalent to the so-called
Radon Transform local Inversion. To do so, it is ne-
cessary to execute an algorithm based on com-
pact-support B-spline cubic wavelets, including
sufficient vanishing moments so that the filtered-sca-
ling, the mother wavelet and its Hilbert Transform
functions decay rapidly. This favors localization of
Radon-Transform Wavelet Transform and, therefore,
its corresponding inversion; that is, the reconstruc-
tion of a Shepp-Logan Phantom central interest re-
gion (ROI).

Keywords: Separable biorthogonal base, cubic
B-spline, local tomography, Radon transformation,
wavelets.
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INTRODUCCION

En los problemas inversos, el objetivo es estimar
algunos atributos desconocidos que son de in-
terés, a partir de mediciones que se relacionan
indirectamente con dichos atributos. Tal es el
caso de la tomografia, en donde, a partir de las
mediciones de las atenuaciones de los rayos X
que atraviesan un objeto, se debe recuperar la
imagen del mismo. Este asunto empezé a investi-
garse tedricamente hacia 1917 por J. Radon; pos-
teriormente, hacia 1979, Cormack y Hounsfield
concretaron sus resultados en la tomografia axial
computarizada; y desde finales del siglo XX hasta
hoy, el problema ha seguido vigente por efectos
del avance en tecnologia computacional y la va-
riedad de aplicaciones que pueden desarrollarse.

El articulo se estructura de la siguiente ma-
nera: en la seccion 2 se describe el problema
de la tomografia y, en particular, el de la tomo-
grafia local o de regién de interés; en la seccién
3 se presentan la notacion y las definiciones de
las transformadas utilizadas; en la seccién 4 se
hace una descripcion de los antecedentes y mé-
todos utilizados en la reconstruccién de una fun-
cion a partir de la transformada de Radon; en
la seccién 5 se definen las transformadas wave-
lets; en la seccion 6 se hace una introduccion al
analisis wavelet que incluye el analisis multirre-
solucion para determinar las wavelet escalada y
madre, y se utilizan wavelets B-spline biortogo-
nales como alternativa para recuperar la trans-
formada de Radon. En la seccién 7 se estudian
las wavelets para invertir Radon; en la seccién 8
se muestran y analizan los resultados obtenidos
al comparar la imagen de la regién central del
fantasma Shepp-Logan, reconstruida al utilizar
wavelets separables biortogonales, frente a la re-
construccion realizada utilizando transformada
rapida de Fourier.

Finalmente, en la seccién 9 se presentan las
conclusiones.

EL PROBLEMA DE LA TOMOGRAFIA
LOCAL

Al hacer pasar un ndmero finito de rayos X a través
de un plano de un objeto, desde varios angulos, se
busca como construir el mapa de intensidades del
objeto a partir de las medidas de las atenuaciones de
los rayos. Para ello se considera una variable s, que
mide la distancia desde la fuente a lo largo de un
rayo, asumiéndose que la intensidad / cambia con
respecto a tal distancia. Faridani, Keinert, Natterer,
Ritman & Smith (1990); Faridani, Ritman & Smith
(1993): Faridani, Finch, Ritman & Smith (1997) ha-
bian encontrado que la relacién entre la intensidad
inicial transmitida ( /), la cantidad de materia (den-
sidad, u(x,y)), e intensidad final (7, ), estd dada por:

% =—p(x,y)ds (1)

Donde

1y
IT

7J‘ u(x,y)ds
—e

(2)

Berenstein & Walnut (1994 y 1995), asi como
Rashid-Farrokhi, Liu, Berenstein & Walnut (1994),
indicaban que el problema de la tomografia local
se presenta como la recuperacion de la funcién
S (X)X yuzay (x), dado a > 0, a partir de las proyec-
ciones R, f(5) ¥ (o o(s); donde y (1) es la fun-
cién caracteristicay R, f(s) es la transformada de
Radon de f'. La idea se centra en la inversion de la
transformada de Radon, es decir: teniendo todas las
proyecciones el objetivo consiste en la recupera-
cion de la funcién. Walnut (1993); Rashid-Farrokhi
et al. (1994); o mas recientemente J. Walker (2008),
indicaban que la tomografia local también se deno-
mina problema interior, o tomografia en una regién
de interés (ROI, por sus siglas en inglés). Maass
(1992); Helgason (1999); Natterer (2001) y Natte-
rer & Wibbeling (2001), enunciaban ademds que
la inversion de la transformada de Radon no es Gni-
ca en dimensiones pares. Esto quiere decir que el
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problema de la tomografia local no tiene solucién
(nica cuando nes par.

DEFINICIONES Y NOTACION

Los conceptos dados a continuacion se definen
y notan, al estilo de Berenstein & Walnut (1994
y 1995); Mertins (1996); Folland (1999); Natte-
rer (2001); Pinsky (2001); Hong, Wang & Gardner
(2005); Boggess & Narcowich (2007); Chaudhury
& Unser (2011), entre otros.
L (R) es el espacio de todas las funciones
f i R>C ,tal que [,| f(®)|dt=| [, <o De
igual forma, se tiene para L, (R), el espacio de las
funciones cuadrado-integrables, con la norma de-
finida a partir de la ecuacioén (3):

1A= ([ f@F de) <o

Dadas feL,(R") y §=(51,8258,) ,

x = (x,%,,...,%,) € R" se define la transformada de
Fourier de f en el punto § mediante (4).

~ 1 .
(&) =——[p f(x)e™*Vax (4)
(27)?
Donde Ex)y=&x +Ex,+..+ &, x, y

dx = dx,dx,...dx,
La transformada de Hilbert se define a partir de
la ecuacion (5).
1 T
H 0= 0=~ [ LDz 5)
TRt—7
La transformada inversa de Hilbert estd dada
por (6).
ry=L[42® 4, (6)
T t—71
s, define la esfera unidad; sea ® que perte-
necea s"', o+ es el hiperplano ortogonal a ® que
pasa a través del origen.

La transformada de Radon de una funcién f(x),
xeR" estd definida por la ecuacion (7).

RIWO.8) =R, () =[.. f)dx=[ fs6+p)dy (7)

Nf(O,s) representa  la integral de linea
de f, en el hiperplano de R" perpendicu-
lar a ® y a una distancia s desde el origen.
Dada una funcién h(0,t) definida en S"' xR, se
define el operador retroproyeccién R* a partir de
la ecuacién (8).

R*h(x) = j (0, x-6)do 8)

Donde el par (6,t) es la parametrizacién del hi-
perplano {x : x-0=t}, y la funcién 4 esta defini-
da en el hiperplano (n—-1) -dimensional de R" . En
este caso, R*A(x) es la integral de & sobre todos
los hiperplanos que pasan a través de x.

Por otra parte, dados m>0, p>1y € un domi-
niode R" (n>2); el espacio de Sobolev, w ™7 ()
se define mediante (9).

WP (Q)={uel, (Q):0%cL,(Q), Ya, |al<m}. (9)

Y se dice un espacio vectorial normado, equi-
pado con la norma expresada en (10).
1/p
] (10

IIqu,p(Qf[

METODOLOGIA Y ANTECEDENTES
Guédon & Unser (1992); Ramm & Zaslavsky
(1993); Berenstein & Walnut (1994 y 1995), asi
como Rashid-Farrokhi, Liu, Berenstein & Walnut
(1994); Natterer (2001) y Natterer & Wiibbeling
(2001), entre otros, coinciden en que la metodolo-
gia mas utilizada para invertir la transformada de
Radon, se basa en el teorema de Slice de Fourier,
ecuacion (11). Dada f(x), x e R" y 65" fijo

P
L,(Q)

3 0%l

|a|<m

1/p
jﬂ > o%ulr de =[

|a|<m

R, [ (D)= f(0) (11)
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Paratodoy € R (R representa el dual de R ).
Al escribir la formula usual de inversion de Fou-
rier en coordenadas polares se tiene la ecuacion (12).

" drd®

0 = J’ J‘i ERHJ}(I’) 2O |, (12)

ot

Donde s7-' denota la mitad superior de la esfe-
raen R”. Berenstein & Walnut (1994 y 1995); Na-
tterer (2001), observan que la ecuacién (12) puede
generalizarse de la siguiente manera. Dado o € R,
se define el operador potencial de Riesz (ecuacién
(13)), I* como:

I“f(&) =)™ f(&)

Sia<n,y g=%®,f entonces se obtiene la ecua-
cion (14).

(13)

1
f — E(272_)1—11[—athﬁloz—an

(71)11172),'2 (1 4)

(- l)(nfl]/Z

R"Hg" ™", n par

Rﬁ‘g(ﬂ—l)j

n par

S

=%<2n>"”{

Esto significa que la férmula de la inversién es
local en el siguiente sentido: para reconstruir f
en algln punto x, solo se necesita la integral de
Jf sobre hiperplanos que pasan a través de un en-
torno de x.

Un segundo método para invertir la transforma-
da de Radon es a través de la férmula de retro-
proyeccion filtrada (ecuacion (15)). Dado f(x),
xeR", g0,t)=g,(t), 0S"", teR,

. [ .
nimpar nimpar

fER (g0 =R (R, f*g,)(x)  (15)

La convolucion del lado izquierdo se calcula
con respecto a xe R" y la derecha con respecto a
teR . Guédon y Unser (1992) utilizaron este mé-
todo para calcular los cuadrados de las proyeccio-
nes de funciones polinémicas suaves por tramos,
con nodos espaciados uniformemente.

Natterer (2001), Delaney & Bresler (1995) o
Destefano & Olson (1994), formalmente utilizan
para la reconstruccién de f*, entre otras, la ecua-
cion (16).

1

473

+8(0.s)
(x-0)—s

S(x)= dsd 6 (16)

Ik

Esta, sin embargo, es una forma dificil de imple-
mentar computacionalmente.

TRANSFORMADAS WAVELETS

El origen de la descomposicion de una sefial en wa-
velets radicé en la necesidad de conocer las carac-
teristicas y particularidades de la senal en diferentes
instantes de tiempo. Muchos autores han actua-
do en consecuencia; por ejemplo, Mallat (1989,
1992 y 2008); Daubechies (1990, 1992 y 2006);
Chui (1992); Aldroubi (1996); Hernandez & Weiss
(1996); Goswami & Chan (1999); Boggess & Nar-
cowich (2007), observaron que el anélisis de Fourier
tiene el defecto de la no localidad, es decir, el com-
portamiento de una funcién en un conjunto abierto,
sin importar cuan pequefo, influye en el compor-
tamiento global de la transformada de Fourier; por
lo que no se captan los aspectos locales de la sefal
tales como cambios bruscos, saltos o picos, que se
han de determinar a partir de su reconstruccion. Este
aspecto se soluciona a través del andlisis wavelet.

Transformada wavelet continua

En particular, Mallat (1989, 1992 y 2008) y Dau-
bechies (1990, 1992 y 2006), construyen la teoria
wavelet basada en la representacion de una fun-
cién en términos de una familia biparamétrica de
dilataciones y traslaciones de una funcién fija s,
[lamada wavelet madre.

Definicién 5.1. Para f,y € L, (R), la transforma-
da wavelet se expresa mediante la ecuacion (17).

W, fab)=[ fOy,, 0 (17)

Por la desigualdad de Cauchy, W, es una fun-
cién acotada: | W, f(a,b) |S ||f||2|ly||2 N(?tgse tam-
bién que la transformada se puede escribir como
la ecuacién (18).
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W, f(@b)={f Vi) e =S W) (18)

Luego, la transformada wavelet w, de f
puede ser descrita en términos de convolucién:
W, f(@,b)=(f ,)b)_ donde ()= (=0).
Ademds: ¥/, ,(®) = |y (aw)e™ .

La formula de inversién, en términos de w,,
estd dada por la ecuacion (19); se puede ver, por
ejemplo, Mallat (1989) y Mallat & Hwang (1992).

FO == W, @b, 0d %S (o)
y a

Transformada wavelet discreta

Daubechies (1990, 1992 y 2006), Mallat (1989),
entre otros, consideran que la transformada wave-
let continua introduce cierta redundancia, pues la
sefal original se puede reconstruir completamente
calculando W, f(a,) para una cantidad numera-
ble de escalas, por ejemplo, potencias enteras de
2. Esto es, si se elige la escala a =27/ para cada
jeZ, y también se discretiza en el dominio del
tiempo en los puntos =27k, keZ, la familia de
wavelets sera ahora dada por la ecuacién (20).

=27k
2*./‘

1

V/Z,,,Z,,,C(t) Zﬁ

q(

) =22y (2t -k), Vj,keZ.(20)

Se utilizard la notacion y ., para deno-
tar la wavelet w comprimida 2/ y trasladada
k unidades, es decir, v, (1)=2""y(2/t-k).
Con la eleccién de a=277 y b=2"k, el mues-
treo en el tiempo se ajusta proporcionalmente a
la escala; es decir, a mayor escala se toma puntos
mas distantes, ya que se busca informacién glo-
bal, mientras que a menor escala se buscan de-
talles de la senal, por tal motivo se muestrea en
puntos menos distantes entre si. Para otras eleccio-
nes de a y b se puede consultar a Chui (1992).
En consecuencia, una condicién suficiente para
la reconstruccion de una senal f* es que la fami-
lia de dilatadas y trasladadas y ; , forme una base

ortonormal en el espacio L,(R). Para conocer mas
detalles se pueden ver Hernandez & Weiss (1996)
y Daubechies (1990). Si esto se tiene, cualquier
funcién f e L,(R) se puede escribir mediante la
ecuacion (21).

f()= ZC_;,kt//jk (1) (21)

Donde ¢, , = <f"//2*f,z*fk> = Wy,f(Z_j,Z_j k).

Definicion 5.2: Para cada f € L, (R), el conjun-
to bidimensional de coeficientes se determina me-
diante la ecuacion (22).

=0 =2 fow @ —kodr (22)

Se denomina /a transformada wavelet discreta
de 1.

En consecuencia, la expresion (serie-wavelet)
se puede escribir en forma alterna como la ecua-
cion (23).

f= Z(f(t),wjk(f)ﬁ//jk(f)

(23)

La serie expresada en la ecuacion (23) se [lama
representacion wavelet de f .
Para recuperar f(t) desde su transformada wa-
velet, y(t) debe satisfacer la ecuacién (24).
7(0) = j_m w(t)dt =0 (24)
Ademas, las wavelets se construyen de modo
que tengan soporte compacto y un alto orden de
desvanecimiento. Una wavelet se dice que tiene
momentos de desvanecimiento de orden m si
cumple la ecuacién (25).
IRt”w(t)dtzo, p=0,1,....m—1 (25)
La expresion para la transformada wavelet in-
versa se define mediante la ecuacién (26),

1 |
[ = o Jodb [, 0, 1B, (O)da (26)
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la cual permite reconstruir la funcién original des-
de su transformada wavelet. Aqui, C, es una cons-
tante que depende de la eleccion de la wavelet y
se conoce como condicion de admisibilidad, y se
define a partir de la ecuacioén (27).

~ 2
C, = IRde<w (27)
||

v (@) es la transformada de Fourier de ¥ .

Si ademas w e L,(R), entonces la condicion
(13) implica que [y ()dt=0. En efecto, por el
lema de Riemann-Lebesgue (ver, por ejemplo: Me-
yer (1990); Irino & Kawahara (1993); Wojtaszczyk
(1997) o Walnut (2002)), lim,_,, ¥ (@) =0, y dada
la continuidad de la transformada de Fourier, im-

plica que 0=y(0) = [y (t)dL.
Transformada rapida wavelet

Rioul & Duhamel (1992), asi como Destefano &
Olson (1994) o Walter & Shen (1999), determinan
que la transformada rapida wavelet es una imple-
mentacién computacionalmente eficiente de la
transformada wavelet discreta, que aprovecha la
relacion entre los coeficientes de la transformada
wavelet discreta y escalas adyacentes, lo que se
expresa en las ecuaciones (28) y (29).

W, (k)= h, (m—2k)W,(j+1,m)  (28)

Y
W,(j k)= h(m=2kW,(j+1L,m)  (29)

Estas ecuaciones pueden expresarse mediante
convolucién (ecuaciones (30) y (31)), con los co-
eficientes wavelet y de escalamiento invertidos en
el tiempo (descomposicion), es decir,

Wu/ (J,k) = hu/ (=n) *W¢ (j+1’m)‘n=2k,k20 (30)
Y
W(ﬁ(jak) :h¢(_n)*W¢(j+1’m)‘n:2k,k20 31

Donde las convoluciones son evaluadas en ins-
tantes n=2k para k>0.

ANALISIS MULTIRRESOLUCION Y
FUNCIONES SPLINE

El concepto de andlisis multirresolucién fue desa-
rrollado por Mallat (1989) y Meyer (1990). Apli-
cando este tipo de andlisis a una funcién esta
puede descomponerse en funciones mas simples
y estudiarlas separadamente, ndcleo fundamental
del concepto siguiente:

Definicion 6. Un andlisis multirresolucién
(AMR) sobre R consta de una sucesién de subes-
pacios cerrados vV, : Jje Z} de L*(R), que
satisfacen:

1. V,cV,,; VjeZ (cadena de subespacios

encajonados).

2.0,.V; =L’ (R), es decir U,z V; es densa en
L*(R).

3. M jez V_/ = {0} .

4. f(x)e v, siysolosi f(2/x)eV,.

5. f(x)eV, siysolosi f(x—k)eV,, para todo
keZ, ademas, por (4) se tiene que si f(x)eV,
entonces f(x—2'k)e V,, paratodo keZ.

6. Existe ¢ € V, tal que {¢,, :
ortonormal 7.

k € Z} es una base

Las condiciones (1)-(3) significan que cualquier
funcién en L,(R) se puede aproximar por elemen-
tos de los sub-espacios ¥;, y como j tiende a oo
la precision de la aproximacién se incrementa.
Las condiciones (4) y (5) expresan la invarian-
cia de la familia de sub-espacios (V;),.z con res-
pecto a los operadores de traslacion y dilatacion
(T, f(x)=f(x=h),J, f(x)= f(2°x)). Ademds, se
tienen (4') (5") y (6').

4.v,=J ,(V,) paratoda jeZ

5.Vy,=T,(V,) paratoda ne Z

6’. Para cada jelZ el  sistema
{2724, ,(2'"?x=k)},; 1., €s una base orto-
normal en 7/, .

El andlisis multirresolucion conduce de una
forma natural a la construccion de wavelets en
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términos de detalles que complementan la aproxi-
macion entre V., y V.

Por lo anterior, se pueden adoptar dos formas
de ver un analisis multirresolucion:

1. Tomando los sub-espacios (¥;);cz como una
base. Ellos tienen que satisfacer las condiciones
(1)-(5), que por lo general son faciles de compro-
bar. Entonces, se necesita encontrar una funcion
escala que cumpla la condicién (6). Esto general-
mente no es tan evidente.

Partiendo de la funcién ¢ se define ¥, como
gen{p(t —m)},z y los demads espacios V', se
definen por la condicién (4) o (4'). La condicién
(5) se cumple automaticamente, y se tienen que
comprobar las condiciones (1)—(3) y (6).

Se adopta en esta investigacion la aplicacién de
un AMR utilizando el camino 2.

Funcién spline

Una funcién spline estd formada por varios poli-
nomios, Kincaid & Cheney (1989). Cada uno es
definido sobre un sub-intervalo, y se unen entre
si obedeciendo a ciertas condiciones de continui-
dad. Al fijar un ndmero entero £k 20,y n+1 pun-
tos (nodos) 1, <t, <...<t,, una funcién S(x) que
satisface las condiciones:
1. En cada intervalo [z, ,,¢,), S(x) es un polino-
mio de grado <k.
S(x) tiene una derivada de orden (k—1) conti-
nuaen [z,.t,].
. Se denomina una funcién spline de grado k; S(x)
es, por tanto, un polinomio continuo por tramos
de, cuando mds, grado k, que tiene derivadas

continuas de orden hasta (k—1) .

Entre los diferentes spline, la funcién spline cu-
bica es la mas comdn y se define como la ecua-
cion (32).

y=8S(x)= A (x—x)+ By (x—x,)* + Cp(x —x) + D, (32)
Donde las constantes 4,, B,, C,, D,, son
los coeficientes.

Los B-splines

Es un sistema de funciones spline simétricas y en
forma de campana, a partir de las cuales se obtie-
nen, mediante combinaciones lineales, todas las
demas funciones spline. Son centrados, simétricos
y de soporte compacto; Unser & Aldroubi, (1993),
Unser (1996). Los de Schoenberg se definen a par-
tir de la ecuacion (33).

|

En Unser (1996); Antonini, Barlaud, Mathieu
& Daubechies (1992); Unser & Aldroubi (1993);
y Lépez & De Armas (2010), el B-spline central de
orden n se define mediante la ecuacion (34).

n+l1
k

. 1 n+l
pO=—3

t k=0

n+l1

J(—l)k(l—kJrnzH)"#(f—kJrz) (33)

1 n+l

po=-

2y

n+1

1
" j(—l)k(t—m”z”)"ﬂ(t—mz) (34)

Cada B-spline de orden n se puede construir
por convoluciones sucesivas (ecuacién (35)).
}(35)

teR, w eslafuncién escalon unitarioy n es
el orden de los polinomios.

Esta forma de construir recursivamente cada
B-spline de orden n puede hacerse a partir de un
B-spline desplazado de orden n-1. Asi, el spline
clbico se genera por la ecuacién (36).

1 11
1, S1t e[_E’E .

pO=g0e 80 F0-]

(n+1) veces

0, en otro caso

B0y =By @) B (0)x (1) (36)
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Tomando:

0. t<-2
—-2<t<-1
-1<t<0
0<zt<1
1<t<2

t>2

| .
6(2+1)° ° St
] 1 43 1 3
+t—3t" —3(1+1)
l-t+1ir -1(1-1)’
§Q2-0)
0

#0)= (1) = o

K

si

La funcién escalada @ (¢) se diseha tomando
la suma promedio de los B-splines x con el filtro
identidad 8,(k) o de Kronecker (ecuacién (37)).

p)= 3 S()F (1t —k) (37)
k=—0

Considerando ahora el espacio ¥, formado por
las funciones spline, donde cada polinomio defini-

do sobre el intervalo [k27;(k +1)27], con keZ , es
de grado tres:

v, :{s(t): s(t) = i cj(k)¢(2’jt—k),te R,c; elz},
p—

1, es el espacio de las sucesiones cuadrado su-
mables c(k), keZ. V; es el conjunto de funcio-
nes spline cuadrado integrables de una dimension,
es decir, pertenecen a L,(R) . Estas funciones son
continuas de clase C*.

Esta sucesion de espacios anidados V; y la
funcion escalada ¢(r) = £°(¢) definen un andlisis
multirresolucion. La relacion de escala viene dada
mediante la ecuacion (38); Unser, Aldroubi & E.
Murray (1993) y Lopez & De Armas (2010):

t 0
A EDWHOVAGD (38)
k=—o0
El filtro binomial Kernel 1 (k) se conoce como
filtro de impulso de respuesta finita o FIR, definido
como:

Osik<-2
l sik=-2
8
lsik:—l
2
3 3 .

w(k)y=< =sik=0
4
l sik=1
2
lsik:2
8
0sik>2

La wavelet spline (%) se construye al tomar la
suma promedio de los B-splines ctbicos con una
sucesion w(k) definida a partir de la ecuacion (39).

V()= 3 moB k) (39)

k=
w(%) es ortogonal al conjunto de B-splines ex-
pandidos {ﬂ%é—k)}.
Para conseguir una férmula explicita de la wave-
let B-spline de orden tres, se toma la ecuacién (38)
junto con la propiedad <ﬁ3 ON‘A (t—y)> =" (),
consecuencia de la propiedad ya dada de convo-
lucion sucesiva. Finalmente, tiene la forma de la
ecuacion (40).

t 0
V()= 2 b xS =k (40)
k=—o0
Y, cambiando ¢ por 2¢ queda la ecuacién (41).

(D)= Y (L %8 JOFQi—k) (1)

Desarrollando las operaciones, se tiene explici-
tamente la wavelet de medida nula, oscilante, de
energia finita, bien localizada en un intervalo fini-
to y con desvanecimiento en el tiempo; Lépez &
De Armas (2010).
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INVERSION DE RADON UTILIZANDO
WAVELETS

Las wavelets y sus deformaciones, al estilo de
Bonani, Durand & Weiss (1996), se usan ahora
para invertir la transformada de Radon (Berens-
tein & Walnut (1994 y 1995), Rashid-Farrokhi, Liu,
(1994); Natterer (2001); Walker (2008), Delaney
& Bresler (1995) o Destefano & Olson (1994), Be-
renstein, & Walnut (1997); Yin, Brian, Ferguson &
Abbott (2009); Ramm & Zaslavsky (1993)). Como
todas las wavelets tienen al menos un momento de
desvanecimiento, esto sugiere que la transformada
wavelet de f pueda recuperarse localmente desde
proyecciones locales.

En esta seccion se presentan los teoremas que
permiten invertir la transformada de Radon me-
diante la utilizacion de wavelets.

Proposicion 7.1. Dada una wavelet n—dimen-
sional separable n>1, como en la ecuacion (42)

Y(x) =y (x)y’(x) -y (x,) (42)
donde la y'(¢) satisface ‘1/71‘(7)‘3(?[(1+|7/|)71 para
todo y, se define la familia de funciones unidi-
mensional {p,}, ... por la ecuacion (43)

"GO (1)) (10, 43)

. |
pg(y)zzly

donde 9 =(4,.6,,...,0,) e S™'. Entonces para toda
f e L' nI*(R") se tiene la ecuacion (44).

W, f)(a,b) = a'™"” J.s"“ (W, R,f)a,b-0)do (44)

El punto central de esta proposicién es obser-
var que la transformada wavelet de una funcién
f(x) con cualquier wavelet madre y en cualquier
escala y localizacion puede obtenerse por retro-
proyeccion de la transformada wavelet de la trans-
formada de Radon de /', usando wavelets que
varian con cada angulo, pero que son admisibles
para cada angulo. La ecuacién (43) se sigue in-
mediatamente de la ecuacion de retroproyeccién

filtrada (15) con una apropiada eleccion de 6,
y observando que la dilatacion conmuta con la
retroproyeccion.

Proposicion 7.2. Dada una wavelet unidimen-
sional p(¢) tal que p(t)=p(-t), p(t)e R para todo
{ y la condicion que se expresa en la ecuacion
(45), se define la funcién radial (x) mediante la
ecuacion (46).

| ()

ol A
J.O r2n—1

v =215 pUED

Entonces obtenemos la ecuacién (47):

dr < o© (45)

(46)

7, f)ab)y=a"™""> [  (W,R,f)ab-6)d6 (47)

Esta proposicion es un caso particular de la pro-
posicion 7.1, excepto que la wavelet unidimen-
sional o se fija con anterioridad para todos los
angulos @ . Esto determina la wavelet bidimensio-
naly . En la proposicién 7.1, w fue fijada con an-
terioridad determinando {£¢} oj0,2~) para cada 6.

En tomografia local se busca p con soporte pe-
queno y muchos momentos de desvanecimiento.
En este caso w tendrd esencialmente el mismo ra-
dio de soporte que o . Por tanto, de la ecuacién
(47) los coeficientes wavelet de f pueden recu-
perarse localmente desde las medidas locales de
su transformada de Radon. Para los propésitos del
procesamiento de imagenes, la idea es fijar la wa-
velet bidimensional y apropiadamente, de acuer-
do con la tarea deseada, y luego considerar las
propiedades de p, para cada 6.

Una vez calculada la transformada de la fun-
cién f(x), ahora se puede recuperar la funcién
original f(x) utilizando férmulas estandar de in-
version para la transformada wavelet continua.

Proposicion 7.3. Dada p(¢) wavelet unidi-
mensional que satisface p(t)=p(-t), p()eR para
todo ¢ y con lim|y[" p(y)==. Se define la fun-
cién radial G(x)Hl%ediante la écuacion (48), y sean
w'(x), w?(x) como en la ecuacion (46) y la (47).
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Entonces la transformada wavelet de f(x) se expre-
sa mediante las ecuaciones (49) y (50).

G =21£" p(<)) (48)

W, )2 x)=2" j;”cos O, R, )2, x-0)d0 (49)

W, )2 x)=2" j:” SinOW,R, /)2, x-0)d0  (50)

Proposicion 7.4. Sea p(t) y G(x) que cum-
plen las condiciones del teorema anterior, y sea
S €[0,27]. Entonces la transformada de f(x) se
puede escribir como en la ecuacion (51).

I, /)2 2) =2 [ cos(B-O)W, R, /)2, x-0)d0 (51)

Los coeficientes se obtienen a partir de los
productos interiores definidos en las ecuaciones
(52)-(55).

(£, @) =272 [ 0B, )22 (k-0)d6 (52)
(oW )=27"2] M(W%ERQ Q27,2 (k-0))d6 (53)
(f.®,,)= f”j W, R, )27, 2 (k-0))d0 (54)
< 1, \1{1,{} =07"2 jo ”(Wp;sng £)27, 2/ (k-0))d6 (55)

Y se expresan en términos de la transformada
wavelet de las proyecciones para cada angulo, don-
de se definen los siguientes filtros en términos de
la transformada de Fourier (ecuaciones (56)-(59)).

G,(y)= %|7/| @(y cos B)p(y sin O) (56)
61N = o eos0prsing) 67
5101 =3 Ao c0sOprsing) o
6,(r)= %I7I @(y cos O)(y sin 6) (59)

Y los filtros duales, definidos igualmente en Be-
renstein & Walnut (1994 y 1995) en términos de

la transformada de Fourier de las duales (ecuacio-
nes (60)-(63)), y que mediante la transformada de
Hilbert y la transformada de la derivada se obtiene

Pyt i=1,2,3 ; como se muestra en la figura 1.
5o =B eosOprsing) 0
S)7) =2 ¢y cosOp(rsing) (61
&,(7) = |1 ¢y cosO)p(ysin0) (62)
S =B eosordprsing) @

Figura 1. p' proyeccién 10, 45 y 90 grados.

Fuente: Elaboracién propia.

Inversion con wavelets separables

Una imagen f(x), xe R? de acuerdo con Be-
renstein & Walnut (1994 y 1995), puede expresar-
se mediante la transformada wavelet a partir de la
ecuacion (64) o como las ecuaciones (65) y (66).

DR ITEATRS» AR

f(x)=2<f,®j,k>®j,k+zZZ(f,‘P]’Z,Q‘ij (65)
F0=2(f. @, >q>,k+zzz<f v, )W, (66)
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Donde
q)j,k (x)= Dk, (x, )¢j,k2 (x,)

LP/l‘,k (x) = P, (x; )‘//j,k2 (x,)
\P/zk (x)= Yk (x, )¢j,k2 (x,)

\P?k (x)= Vi (x, )‘//j,k2 (x,)

D, (X)=0,, (), (x,)
@) =0, (), (x)
P(x) =y, ()@, (1)
(@) =y, ()Y (1)

Y la construccién estandar para la correspon-

diente wavelet separable bidimensional es la for-
macién de las ecuaciones (67)—(70).

Loefcenies 08 aproxmacion

Hevela detalies vertcales de la mager

D(x) = @(x,)(x;,) (67)
P'(x) = p(x)w(x,) (68)
Y2 (x) = w(x)o(x,) (69)
P (x) =y (x)y (x,) (70)

Las funciones duales respectivas, ecuaciones
(71)-(74)

D(x) = p(x)(x;,) 71)
P (x) = p(x)y (x,) (72)
P2 (x) =y (x)e(x,) (73)
W2 (x) =y (x)w (x,) (74)

Correspondiendo a las bases wavelets separa-
bles biortogonales de las splines cibicas @ y .

En la figura 2 se muestra la funcién escalada y
wavelet.

R 3 OelEles honZontaies de la image
- -
Revela detailes dixgonales de la mage

Figura 2. Las funciones escalada y wavelet separables, para la funcién f(x),x € R*: /' (x, ) (detalles
horizontales). % (x, ) (detalles verticales); w3 (x,v) (detalles diagonales).

Fuente: Elaboracién propia.

Tecnura e p-ISSN: 0123-921X  e-ISSN: 2248-7638 e Edicion especial 2014 o pp. 13-29



Problema de tomografia local usando wavelets B-spline ctbicos

Diaz Ossa, W., & Vacca GonzALez, H.

ANALISIS Y RESULTADOS

En el algoritmo de reconstruccion que proponen
los autores en Berenstein & Walnut (1994), basa-
do en trabajos realizados sobre la localizacién de
la transformada de Radon, las wavelets utilizadas
son Daubechis de orden 4, 6, y 10. En el presen-
te trabajo se ha acordado escoger la wavelet bior-
togonal spline clbica con soporte compacto. Para
comprobar la reconstruccién de una imagen cuya
funcién inicial y es elegida como una wavelet
de este tipo, entonces cada funcién o imagen de
energia finita resulta ser una superposicion de ta-
les componentes multiplicadas por un coeficiente.
Esta representacion de la sefal es Ginica y conserva
en los coeficientes la energia de la misma.

La imagen original tiene un tamafno de 512
x 512 pixeles, y los datos de los bordes locales
se calcularon usando solamente proyecciones
que atravesaban la regién de interés escogida
(figura 3).

Figura 3. Fantasma de Shepp-Logan.

Fuente: Elaboracién propia.

Se escoge una region de hasta 91 pixeles de
didmetro localizada en el centro del fantasma de
Shepp-Logan. La imagen fue reconstruida usando
el algoritmo de transformada wavelet separable
dada por la ecuacién (66). Luego, se muestra la
reconstruccion comparada con la reconstruccion
estandar de retroproyeccion filtrada utilizando la
transformada rapida de Fourier.

Como resultado, se ha implementado un algo-
ritmo aprovechando las propiedades de las wa-
velets para localizar la transformada de Radon y
usarla para reconstruir una region local. El algo-
ritmo se basa en la observacion intuitiva de que
para algunas bases wavelet con momentos de
desvanecimiento suficientemente numerosos, la
versién rampa-filtrada de la funcién de escalado,
asi como la funcién wavelet tienen decaimiento
rapido. Esto explica que un alto nimero de mo-
mentos de desvanecimiento puede contribuir al
incremento en el decaimiento de transformada de
Hilbert (Chaudhury & Unser, 2011). Es decir, dada
w(x) una wavelet diferenciable con n momentos
de desvanecimiento, Hy/(x) esta bien definida y
tiene a su vez n momentos de desvanecimiento.
Asi mismo la suavidad de Hy/(x) se tiene al sa-
car provecho del dominio de Fourier de la trans-
formacién, y el hecho de que la suavidad de una
funcion se relaciona con el decaimiento de su
transformada de Fourier. En general, cuanto mejor
sea el decaimiento de la transformada de Fourier,
mas suave es la funcion, y viceversa. Como la wa-
velet B-spline cubica es una sefial de energia finita
y pertenece al espacio de Sobolev W*”(Q) para
todo p<3+1, esto explica la suavidad de la wa-
velet y su transformada de Hilbert utilizadas en el
algoritmo disefado, las cuales son dos veces con-
tinuamente diferenciables.

En la figura 4 se ilustra la region de interés,
donde se puede variar la cantidad de pixeles del
diametro de la misma.
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Figura 4. Regién central del fantasma.

Fuente: Elaboracién propia.

Reconstruccion usando FFT Reconstruccion usando B-spline

Figura 5. Reconstruccion utilizando 10 proyecciones.

Fuente: Elaboracién propia.

En la figura 5 se contrasta el resultado de la re- En la figura 6 se utilizan 55 proyecciones, y en
construccién obtenida del algoritmo propuesto la figura 7 se utilizan 80 proyecciones.
frente a la utilizacion del método basado en FFT,
utilizando 10 proyecciones.
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Reconstruccion usando FFT

Figura 6. Reconstruccion utilizando 55 proyecciones.

Fuente: Elaboracién propia.

Reconstruccion usando FFT

Figura 7. Reconstruccion utilizando 80 proyecciones.

Fuente: Elaboracién propia.

De las anteriores graficas se puede inferir que
para reconstruir, incluso una pequefa ROI, se con-
sideran algunos datos fuera de ella; Natterer (2001).
Siguiendo a F. Rashid-Farrokhi, Liu & Berenstein
(1995), y Rashid-Farrokhi, Liu & Berenstein (1997);
Yin, Ferguson & Abbott (2009), los limites superio-
res del error en términos de la cantidad de tales
datos no locales son mayores en el ilustrado en la
reconstruccion estandar FFT (Brigham, 1989) que

Reconstrucciéon usando B-spline

Reconstruccion usando B-spline

con la implementada con B-spline, debido a la ca-
lidad de la localizacién wavelet pues los soportes
de la wavelet madre y los filtros rampa escalados
se mantienen en errores relativos inferiores a 0.4%
utilizando cerca de 6 pixeles fuera de la ROI. En
consecuencia, la mayor parte de la energia de una
imagen se compacta en la imagen aproximada,
por lo que la estimacion de error alli da una buena
indicacion del error global.

Tecnura e p-ISSN: 0123-921X  e-ISSN: 2248-7638 e Edicion especial 2014 o pp. 13-29

[26]



Problema de tomografia local usando wavelets B-spline clbicos

Diaz Ossa, W., & Vacca GonzALez, H.

CONCLUSIONES

La propuesta de un algoritmo cuyo reconstructor
se disefia a partir de wavelets escaladas y wave-
lets madre de tipo B-spline cubicos, al evidenciar
claramente la eficiencia del mismo, es una elec-
cién plausible puesto que ellas son wavelets con
soporte compacto continuamente diferenciables.
Este es el caso de la wavelet spline cuibica esco-
gida, que, ademas de ser continuamente diferen-
ciable, tiene momentos de desvanecimiento y
satisface condiciones de decaimiento. Se conclu-
ye que la importancia de este resultado es forma-
lizar que, al exigir que w(x) tenga un gran nimero
de momentos de desvanecimiento, se puede efec-
tivamente hacer Hy(x) tan localizada como w(x)
. Hasta ahora esto se habia observado cualitati-
vamente con la localizacién de la transformada
wavelet de la transformada de Radon, Brigham
(1989); Ramm & Zaslavsky (1993) y Destefano &
Olson (1994). Teniendo en cuenta el caso espe-
cial de w(x) wavelet B-spline de grado n-1, en-
tonces Hy(x) vuelve a ser una wavelet B-spline
fraccional del mismo grado, y por consiguiente
tiene el mismo decaimiento; Unser & Aldroubi
(1993); Chaudhury & Unser (2011). Por lo ante-
rior, se garantiza la prediccién de la reconstruc-
cién propuesta, mejorando la basada en FFT, ya
que se sabe que w(x) tiene n momentos de des-
vanecimiento. El método mostrado utiliza las pro-
piedades de las wavelets B-spline cuibicas para
localizar la transformada de Radon y poder re-
construir eficientemente una regién local del fan-
tasma de Shepp Logan, a partir de datos digitales.

Las wavelets pueden aplicarse con ventaja so-
bre otros métodos basados en Fourier, como se
puede observar en las mdltiples aplicaciones: Wal-
nut(1992); Clarke (1995); Donoho (1993); Shapi-
ro (1993); Quak, Weyrich (1994); Shen & Galerkin
(2000); Tang & Yang (2000); Tao, Mang & Yuesheng
(2000); Stark (2005), pues el procesamiento de
imagenes es mas eficiente por efecto de la capaci-
dad de localizacién.

Como perspectiva de investigacion, ademas de
la utilidad sistematica en tomografia, actualmen-
te se utilizan las wavelets en la investigacién de
materiales. En este sentido Lebon, Rodriguez-Ra-
mos, Lopez-Realpozo, Bravo-Castillero, Guino-
vart-Diaz & Mesejo (2006), por ejemplo, estudian
tericamente problemas unidimensionales de ho-
mogenizacién, en particular el caso de la deter-
minacion de propiedades efectivas de compuestos
laminados con caracteristicas especiales, solucio-
nando numéricamente las ecuaciones resultan-
tes con wavelets de soporte compacto y analisis
multirresolucion.
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