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Resumen

La geometria fractal nace como una alternativa para interpretar y representar de manera mds precisa las diferentes formas
presentes en la naturaleza. Es asi como en este articulo, el cual nace del trabajo de investigacién del proyecto de grado
titulado “Simulaciones de campos aleatorios tipo movimiento browniano fraccionado aplicadas al estudio de observables
espaciales en geociencias” se presenta una alternativa para estimar el exponente de Hurst y la dimensidn fractalde de una
superficie a través de la evaluacién de algunos perfiles topogrificos extraidos de la misma, los cuales se presentan como
pardmetros importantes dentro de dicha geometria.

Para lograr el objetivo se extrajo, en primera instancia, un mosaico del Modelo Digital de Elevacién generado de las
planchas oficiales de Colombia a escala 1:100.000, obteniendo para la superficie de trabajo valores representativos entre
0,53y 0,79 en el exponente de Hurst, mientras que por otro lado se obtuvo un valor caracteristico para la dimensién
fractal de dicha superficie de 2,42; permitiendo asi catalogar las superficies topograficas como objetos de naturaleza fractal.

Palabras clave: dimensién fractal, exponente de Hurst, geometria fractal, perfiles, superficies topograficas.

Abstract

Fractal Geometry was created as an alternative to interpret and represent more accurately the different forms present
in nature. Thus, in this article, which is born of the research Project grade entitled “Simulation of random fields type
fractional brownian motion applied to the geosciences space observations study” presents an alternative to estimate of
a surface the Hurst Exponent and its Fractal Dimension through the evaluation of some topographic profiles drawn
from the same, the surface, which are presented as important parameters in this geometry.

To achieve the goal was extracted in the first instance a mosaic of Digital Elevation Model generated from Colombia
official plates at 1:100.000 scale, getting to the work surface representative values in the Hurst Exponent between 0.53
and 0.79, while on other side scored to the surface a characteristic value for the Fractal Dimension of 2.42, catalog

allowing topographic surfaces as objects of fractal nature.
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Introduccién

Dadas las complejas formas de la geografia terrestre se hace
necesario encontrar modelos que vayan més alld de la cldsica
geometria euclidea. A principios del siglo XX, con el surgi-
miento de la geometria fractal o geometria moderna, la cual
estudia los aspectos geométricos que son invariantes con el
cambio de escala, se origina una nueva herramienta para la
representacion de las diversas formas presentes en la naturaleza.

Para encontrar una respuesta s6lida, que solucione el pro-
blema de representar elementos de la superficie de forma
mds precisa, se presenta la forma de evaluar dos atributos
de gran relevancia en el estudio de la geometria fractal,
como son el exponente de Hurst y la dimensién fractal, los
cuales se relacionan con el grado de rugosidad que pueden
llegar a adquirir las superficies topogréficas.

De esta manera, para el caso de la variable de interés
(topogrifica), el procedimiento consistié en extraer del
modelo digital del terreno (MDT) original las coordenadas
especificas de la zona de estudio, de donde se obtuvo la
grafica de la superficie real, luego se trazaron varios perfiles
sobre el mapa de contornos y, por medio de un algoritmo,
se estimaron los exponentes de Hurst (H) para cada perfil,
obteniéndose de esta forma un valor representativo para

dicho exponente (H).
Exponente de Hurst

El coeficiente o exponente de Hurst es una medida de
independencia de las series de tiempo que fue estudiada
inicialmente por el cientifico britdnico Harold Edwin Hurst
(1880-1978), como elemento para distinguir series fractales.
Hurst descubrié que muchos fenémenos naturales exhiben
un comportamiento que puede ser caracterizado por un
proceso aleatorio sesgado, en el cual existe “memoria de
largo plazo” entre las observaciones, es decir, que los eventos
de un periodo influyen en todos los siguientes.

Posteriormente, las ideas de Hurst fueron retomadas por
Benoit B. Mandelbrot quien generaliz6 su trabajo y lo
llamé andlisis de rango reescalado (R/S), definido como
un método estadistico utilizado para evaluar la ocurrencia
de eventos poco comunes, dando origen a una herramien-
ta ideal para procesos fisicos y financieros, aunque no se
limita solamente a este tipo de eventos, por lo que puede
ser usado en cualquier serie de tiempo (Gutiérrez, 2008).

Andlisis de Rango Reescalado (R/S)

El permite encontrar el pardmetro o exponente de Hurst,
el cual es un valor numérico que hace posible determinar
la auto-correlacién en una serie de datos.

A continuacién se describe la metodologia desarrollada

por Hurst: [2]

1. Seinicia con una serie de tiempo de tamano M, pero
como interesa los rendimientos logaritmicos entonces
la serie original se reduce a una nueva serie de tiempo
de tamafo N=M donde cada rendimiento estd definido

por:
M
,-log(ﬂ’iil) Ji=

2. Este periodo de tiempo /V se divide en A subperiodos
contiguos de longitud 7, tal que A * 7z = N. Se nom-
bra cada uno de los subperiodos o subgrupos 7, con

= 1,2,3,..., A. Cada elemento en [ , es etiquetado

, tal que # = 1,2,3,..., n. Para cada subperiodo 7,

de Iongltud n, el valor promedio estd definido por la
siguiente expresion:

1 n
e = 7Zm,g. 2)
k=1

3. Lasdiferencias de cada elemento IV,  con respecto a la
media e para cada subperiodo / se van sumando para
obtener la serie de tiempo acumulada O(Im ), definida
como:

k
Ko = Z (N,—e) k=123.,n (3)
i=1

L23,... N (1)

4. Elrango R/ se define como la diferencia entre el valor
mdximo y el valor minimo de X, para cada subperiodo

[ﬂ:

RI =M (X, )-M (X, ) donde 1 < k<n (4)

5. Se calcula la desviacién estaindar muestral S/ de la
forma tradicional para cada periodo /:

( Z( —e)z) 5)
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6. Paracada periodo I, surango RI se normaliza dividiendo
por su desviacién estindar muestral S7 correspondiente.
Por lo tanto el rango reescalado para cada subperiodo
I esiguala RI /SI . Como tenemos periodos continuos
de longitud , entonces tomamos el valor promedio R/S
para periodos de longitud y que estd definido como:

(RS),= (VA Y (RL/SL) (6

7. Lalongitud 7 o el tamafio del subperiodo se incrementa
al siguiente valor posible de tal forma que M1 ey
un valor entero. Iniciamos con el valor mis pgqueﬁo
de acuerdo ala condicién anterior y se repiten los pasos
del 1 al 6 hasta #= (M-1)/2 utilizando siempre la serie
completa (ver Figura 1). Posteriormente aplicamos una
regresién de minimos cuadrados de log(R/S) contra
log(n). La ordenada al origen es el log(c) y la pendiente
de la ecuaciodn es la estimacién del exponente Hurst

H.

| | n
L | ) n2
| 1 1 | n3
L 1 1 1 | 7
| | | | | | 4
| | 1 1 | 1 1 1 |
Datos R/S Logaritmos

n_| R/Sw | logtn) | 108(R/Stm)

n/2 | R/Stmy2y | logn/2) IOS(R/SLHKZJ)

n/3 | R/Sinyay | login/3) log(R/S(n/3y)

n/d R/Sm/” J’og.‘r;.-"d} IOS(R/SU:H)J

n/5 | RiSmysy | login/s) | 108(R/Stnss))

n/8 ﬁ;g(n;a) log(n/8) log{R?gwsj )

Figura 1. Construccién de grupos en la metodologia

del (R/S).

Fuente: Moros, 2010.
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Valores del coeficiente de Hurst

Si H=0.5 (ruido blanco) implica un proceso completamente
aleatorio e independiente, con ausencia de correlacién entre
los incrementos de la sefial. Correlacién = 0.

Si 0.5 < H < I implica series de tiempo que muestran
procesos persistentes o correlacionados (un periodo de
crecimiento es seguido de otro andlogo) y presentan un
aspecto suave. Una serie persistente estd caracterizada por
efectos de memoria de largo plazo. Tedricamente lo que
suceda hoy impactard en el futuro por siempre, todos los
cambios diarios estdn correlacionados con todos los cambios
futuros. Se ha encontrado que las series persistentes son
las mds comunes en la naturaleza. Un H=1 indicaria un
comportamiento deterministico. A este comportamiento
también se le atribuye el nombre de Ruido Negro, ya que
se relaciona con procesos ciclicos de largo plazo, como
niveles de rios, cambios de precios en la bolsa de valores,
entre otros.

Si 0 < H < 0.5 corresponde a un comportamiento de
anti-persistencia o anti-correlacional en la serie de tiempo
(un periodo de crecimiento es seguido de otro de decre-
cimiento) que se caracteriza por un mayor contenido de
alta frecuencia. Un incremento en los sucesos del pasado,
supone un descenso en los sucesos futuros y viceversa. Un
sistema anti-persistente tiende a regresar constantemente
al lugar de procedencia y tienen la particularidad de ser
senales muy irregulares. A este tipo de comportamientos se
le conoce también como Ruido Rosay se caracterizan por
que abundan en la naturaleza y se encuentran relacionados
con procesos de turbulencia. [3]

En 1975 Mandelbrot demostré que el valor del exponente
de Hurst (/) se encuentra acotado entre 0 y 1, explicando
que este fenémeno ocurria debido a un sintoma de inva-
riancia al cambio de escala, que es la caracteristica clave de
las series de tiempo fractales. (figura 2)

Dimension fractal

El concepto de dimension fractal se introduce dado el hecho
de que los objetos de la naturaleza en su gran mayorifa no
cuentan con dimensidn entera, es decir, se encuentran en
una dimension fraccionada (claro estd que algunos objetos
pueden contar con dimensién entera); asimismo, esta
dimensién debe ser mayor que su dimensién topoldgica.
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Figura 2. Valores del exponente de Hurst (H) en modelos
de topologia terrestre: H = 0,9, comportamiento persistente;
H = 0,5, comportamiento aleatorio; H = 0,1, comportamiento
antipersistente.

Fuente: Cooperative Phenomena Group.

De una manera mds general, la dimensién fractal se puede
definir como el nimero que sirve para cuantificar el grado
deirregularidad y fragmentacién de un conjunto geométrico
o de un objeto natural (Strecker, 2004).

Existen varios tipos de dimensién fractal, entre las mds
utilizadas se encuentran la dimension de similaridad, la
dimension de Box Counting y la dimension de Hausdorff-
Besicovitch, cada una de estas se enfoca en medir la dimen-
sién de acuerdo con las propiedades de cada objeto fractal
y de esta manera obtener diferentes resultados. Todas estas
dimensiones concuerdan con el objetivo de encontrar qué
tanto espacio ocupa el objeto y su relacién con la invariancia
de la escala (Gutiérrez, 2008).

En la figura 3 se presenta la relacién entre la dimensién
euclidiana y la dimensién fractal de algunos objetos.

El exponente de Hurst y la dimensién fractal

El exponente de Hurst puede ser determinado a partir de
la dimensién fractal o viceversa, utilizando la férmula:

D=2-H (7)

DIMENSION

- 0

- e we .. we . e
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1.00

1.26

[ ]
-
o

3.0

Figura 3. Relacién entre las dimensiones euclidiana y fractal
de algunos objetos.

Fuente: Obregén (2010).

Dado lo anterior, si H = 0,5, entonces D = 1,5, lo que
significa que los dos valores coinciden con un proceso
aleatorio e independiente. Para valores que se encuentren
entre 0.5 > H > 1, es decir, series de tiempo persistentes, la
dimensién fractal se acercard a una linea con un aspecto
de suavidad y menos picos que un proceso aleatorio; para
una serie que tome valores entre 0 < H < 0.5, es decir, una
serie antipersistente, la dimensién fractal arrojard un valor
mayor que la anterior y tomard un aspecto mds puntiagu-
do e irregular que un proceso aleatorio, con tendencia a
acercarse cada vez mds a una superficie.

Metodologia

Descripcion general de la zona de trabajo

Para la estimacién de la rugosidad de una superficie se
trabaja con el modelo digital de elevaciones de Colombia
a 30 m de resolucién (figura 4), modelo para el cual se

utilizaron las planchas a escala 1:100.000. Como zona
de trabajo especifica se generé un mosaico compuesto
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por cuatro de estas planchas correspondientes a una zona
limitrofe entre los departamentos de Tolima, Caldas y
Cundinamarca, teniendo como coordenadas planas de
referencia del marco de dicha zona los siguientes valo-
res: 1079753,270576, 1000084,538439 m en el norte,
999875,295327, 879903,557521 m en el este, cubriendo
un 4rea total de 9557,996118 km? de extensién; el de-
partamento de Cundinamarca es el de mayor aporte de
informacién en el mosaico tal como se muestra en la figura
5, en la cual el rectdngulo de color naranja corresponde al
mosaico extraido para la generacién de la superficie.

Figura 4. Modelo digital de elevacién de Colombia,

resolucién de 30 m.

Fuente: IGAC.

Figura 5. Mosaico en naranja correspondiente a la zona

de trabajo especifica.
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En la zona elegida se identificé que el mosaico preparado
abarca alrededor de 5 municipios en el departamento de
Caldas, 18 municipios del departamento de Tolima y 53
municipios en el drea del departamento de Cundinamar-
ca, cubriéndolos en parte de su drea o en su totalidad;
adicional a estos municipios también se encuentra la zona
noroccidental de la ciudad de Bogotd D.C.; para todos los
municipios anteriormente descritos se encontré un rango
de alturas que oscila entre los 150 y los 3720 m sobre el
nivel del mar, donde los puntos de menor altitud (3) se
encuentran en los municipio de Guaduas en Cundinamarca
y La Dorada en Caldas, en inmediaciones o zonas aledafias
al rio Magdalena en lo que se refiere a su presenciaa lo largo
del limite entre los departamentos mencionados; por otra
parte, los puntos con la mayor altura (4) se encuentran en
los municipios de Pacho y Subachoque, ambos del depar-
tamento de Cundinamarca.

El siguiente proceso que se llevé a cabo fue la extraccién
de los puntos con coordenadas X, Yy Z a partir del mo-
saico descrito con anterioridad, mediante la generacién
de los contornos para dicho modelo raster, a los cuales
posteriormente se les crearon los puntos respectivos en el
centroide de cada una de las respectivas curvas de nivel
generadas, obteniendo asi un total de 22.643 puntos, los
cuales representan la superficie que se muestra en la figura
6, al igual que sus respectivos contornos.

La representacién que se muestra en la figura 6 fue rea-
lizada a través del software Surfer 8, a partir de los datos
descritos anteriormente, los cuales van a ser la base para
la estimacién y posterior evaluacién de los exponentes de

Hurst de cada perfil.

Evaluacion del exponente de Hurst para

los diferentes perfiles

Una vez obtenida la superficie topogréfica y los contornos
(curvas de nivel) del drea de estudio, se procedié a evaluar
el exponente de Hurst para ocho perfiles trazados sobre
el mapa de contornos y en diferentes direcciones. En las
figuras 7 y 8 se observa el trazado que se realizé en dos de
los ocho perfiles y su vista en corte longitudinal, la cual
relaciona la distancia (eje X) con la elevacién (eje Y) de
cada uno de los puntos por donde pasa el corte o perfil.
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Figura 6. Parte superior, superficie generada; parte inferior, mapa de contornos o curvas de nivel de dicha superficie.

Perfil 1: trazado en sentido oeste-este.
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Figura 7. Perfil 1: izquierda, trazado del perfil sobre el mapa de contornos; derecha: vista en corte longitudinal

Perfil 8: trazado en sentido diagonal (superior izquierda-inferior derecha).
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Figura 8. Perfil 8: izquierda, trazado del perfil sobre el mapa de contornos; derecha; vista en corte longitudinal

Para cada uno de los perfiles se obtuvo su respectiva serie de
datos, la cual representa la variable de interés (elevacién) de
los puntos por donde se hizo el trazado de cada perfil, de
esta manera se procedid a estimar el exponente de Hurst de
cada una de las series por el método del Rango Reescalado.

Resultados y conclusiones

En las tablas 1 y 2 se observan los diferentes valores esti-
mados del exponente de Hurst de cada perfil al igual que
su media y su desviacién estdndar, realizando variaciones
en el nimero de rezagos de la serie. El valor del campo N
hace referencia al ndmero total de datos de la serie, es decir,
el nimero de datos de elevacién obtenidos en cada perfil.

Tabla 1. Valores de los exponentes de Hurst para cada uno de
los perfiles con diferentes rezagos (media y desviacién estdndar
estimadas dejando constante el nimero de rezagos y variando

los perfiles)

“;;' Remgos| H  |Rezagos| M |Rezagos| M |Remgos| M
PERAL1 A2 4 M 5 0,88939 8 gm 10 057638
PERFL 2 002 4 0,5068 5 |oseo2| 8 |oeooe| 10 | o052
PERAL 3 002 4 0,89806 5 0,93201 8 067284 10 068019
PERFL 4 2669 4 g?__ﬂ_ﬁ_ 5 030207 a 03515 10 0 38462
PERFLS 2668 4 0,38178 5 0309 8 0462 10 0.49234
PERFL 6 269 | 4 losmer| 5 [osms| s |osews| w0 | o7
PERFL 7 w2 | 4 Joswzm| 5 [oseea| 8 [omws| 0 | 05w
PERFL 8 a7 4 |omein| s 0,7337 8 | op0e4s | 10 | 061175
Media (H 0647974 064548 [ 0676168
Desviacitn estindar (H) 0,25593 0245569 0,115007 , 105245

Tabla 2. Valores de los exponentes de Hurst para cada uno de
los perfiles con diferentes rezagos (media y desviacién estdndar
estimadas para cada perfil variando el nimero de rezagos)

'::' Remges| W [Remagos| W W (Remges| | meapy | Deniecse e
PERFL1| 402 4 10027 5 E a2 050003 0 057638 074588 023066
PERFL 2| 4002 4 0 5068 8 0 56002 ] 0 50062 10 0 5922 0.56514 004248
PERFL 3| 4002 4 0,85806 5 0,850 ] 067284 10 068010 0, 78825 013621
PERFLA| 2660 L) 0276 5 030007 8 DIES 0 038467 03700 04618
PERFLS| 2668 4 038178 § 03700 8 04162 0 045754 04153 DDS4ET
PERFLG| 2660 4 057167 ] 040746 a8 D605 0 0.7 058801 ODAD8T
PERFLT| 402 4 0BT 5 DBES0G .3 D526 10 0,587 0,GETY DATDOS
PERFLS| 4007 4 072811 5 07T a8 [T 0 061175 0, GE01 DOTI61
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Como se menciond, se realizaron pruebas para diferentes
rezagos, esto se hizo debido a que los valores del exponente
de Hurst siempre tienden a variar en su resultado. De esta
forma, y a partir de los valores de la media y la desviacién
estandar obtenidos en cada perfil y rezago, se determinaron
los valores més representativos para el exponente de Hursty
que tuvieran un mejor ajuste con las graficas de los perfiles.

Para encontrar el valor del exponente de Hurst mds
representativo se decidié evaluar los valores a través de
dos posibles alternativas, la primera consistié en hacer el
andlisis en cada rezago a lo largo de los ocho perfiles (tabla
1). La segunda alternativa se bas6 en tomar los resultados
obtenidos para cada uno de los perfiles, pero ahora variando
el nimero de rezagos (tabla 2).

En las dos alternativas el criterio que se utiliz6 para elegir
los exponentes de Hurst mds representativos se enfoc6 en
elegir aquellos valores que tuvieran las desviaciones estindar
mds pequenas. De esta forma, parala primera alternativa el
mejor comportamiento se encuentra en los valores estimados
con 10 rezagos, ya que el valor de la desviacién estdndar
para este caso fue de 0,105245. En la segunda alternativa
el perfil que arrojé la desviacién estindar mds pequena fue
el 2, con un valor de 0,04248.

Los valores representativos para el exponente de Hurst fueron
de 0,576158, para la primera alternativa, y de 0,56514,
para la segunda; estos valores hacen referencia a la media
y se consideran representativos dado que se asocian con
un comportamiento de persistencia del proceso (H > 0,5),
y se validan en la medida en que la superficie real posee
cambios significativos en sus alturas, los cuales se pueden
asociar a su grado de rugosidad.
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Se observa también que para las dos alternativas los valores
obtenidos se encuentran muy cercanos, corrobordndose atin
mds como valores significativos de la superficie.
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