INTRODUCCION

(\g n algunas ocasiones mis alumnos pregun-

tan el porque se les ensefian ciertos tipos de
ecuaciones diferenciales, ademds quieren saber
acerca de sus aplicaciones en el campo de la In-
genieria Forestal y debido a mi formacién no
tematica en este campo no les puedo responder
con exactitud a este tipo de inquietudes. Pero
en dias pasados se acercé un colega, él si Inge-
niero Forestal, a indagarme precisamente por la
solucién de una ecuacién diferencial que es uti-
lizada en uno de los cursos de dltimo semestre
que é] imparte.

Como se sabe, en los articulos y textos, apa-
rece sélo la ecuacién y a continuacién su solu-
cién, debido a que interesa es sélo su aplicacién
y se supone que el lector podria llegar a ella sin
contratiempos. Sin embargo, dicha suposicién
no es del todo cierta, puesto que a esta altura se
ha olvidado, por falta de practica, el proceso que
conduce a la solucién.

Es de indicar que el proceso completo de esta
solucién no es la primera vez que se da, ya que
el mismo se ha presentado varias veces y aqui se
trata de recordarlo.
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La ecuacién que se va a solucionar se emplea
como modelo para el estudio del crecimiento de
fustales , o arboles que tienen diez o0 més centime-
tros de didmetro a la altura del pecho en un bosque.

El modelo también se emplea para describir y
simular de manera aproximada el crecimiento
del bosque, comenzando en su etapa de régimen
transitorio y logrando estimar su turno y el
tiempo que los arboles permanecen en cada ca-
tegoria diamétrica (tiempos de paso). Lépez A.
et al. (1993). :

En este articulo se ofrece la solucién comple-
ta paso por paso de la ecuacién diferencial de
Bernoulli. Agradezco a mi alumna Karla Rodri-
guez por su desinteresada colaboracién en la
transcripcién manual de la engorrosa solucién.

ANTECEDENTES

En las Gltimas tres décadas se ha intensificado
la tala indiscriminada de bosques, tanto por par-
te de los usuarios que han obtenido permisos
del estado, como por los colonos y nativos que
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presionan sobre los bosques en busca de subsis-
tencia, trayendo como consecuencia la destruc-
cién de grandes dreas boscosas, la extincién de
ricas selvas y de valiosisimas especies, pensando
quizés que el recurso forestal es inagotable.

Debido a que algunos de nuestros bosques
poseen una composicién floristica y faunistica
bastante rica, se debe propugnar por su conser-
vacién por medio de un aprovechamiento racio-
nal, basado en un plan de manejo sustentado en
el conocimiento del comportamiento de estos
bosques. La complejidad del sistema para llegar

a conocerlo e intervenirlo y garantizar su soste-

nibilidad, los altos costos que implica investi-
garlo y el peligro de ocasionar dafios irrepara-
bles robustecen la necesidad de establecer un
modelo de simulacién para conocer su compor-
tamiento. Lépez A. et al. (1993).

MODELO DE VON BERTALANFFY

El primero en formular una teorfa sobre el creci-
miento orgénico basada en principios biol6gicos
fue von Bertalanffy. Para él «el crecimiento se basa
en la accién encontrada de procesos anabdlicos y
catabdlicos. El organismo crece cuando la forma-
cién sobrepasa a la degradacién y se detiene cuan-
do ambos procesos se equilibran». Ademads, se pue-
de suponer, que en muchos organismos, el
catabolismo es proporcional al volumen (peso) y
el anabolismo es proporcional a la superficie. Sus
ideas parten de considerar a los sistemas vivos
como sistemas abiertos. Para medir el crecimien-

to del bosque el modelo planteado, puede tomar

como variables de respuesta las siguientes:

(a) EI area basal (AB), que se define como la
suma de las 4reas seccionales de los &rboles
a la altura del pecho, por unidad de superfi-
cie del bosque y sus unidades son m?/ha.

(b) La densidad, se define como el niimero de

arboles fustales (NA) por hectérea y su uni-
dad de medida es drboles/ha.

(c) Eldidmetro ala altura del pecho (DAP), que
se calcula a partir de registros de la circun-
ferencia a la altura del pecho (CAP) medida
para fustales, asi: DAP = CAP/ my sus uni-
dades son cm/arbol.

Para su teorfa de crecimiento von Bertalanffy
propuso la ecuacién:

dD
—— =pD"-yD
dt T Y

donde:

N = variable de nivel o de respuesta (Puede ser
AB, DAP o NA)
0

i l=f = Cambio de nivel en el tiempo

(tasa bruta de crecimiento)

n,y = Constantes de anabolismo y catabolismo.
(Tasas de sintesis y degradacién).

m = Medida de las velocidades metabdlicas.
D, = Valor inicial de D en el tiempo t,.

El modelo que se va a solucionar se propone
para la variable respuesta DAP.

Su ecuacién es:

dD
4L —yD"-yD
o=y

La solucién que se obtiene es el didmetro D
en funcién de la edad, asi para los arboles
muestreados no se conozca esta relacién. En di-
cha solucién:

A = Valor limite méximo o estado uniforme
(asintota) que toma la funcién de crecimiento.

k = Medida adimensional de la tasa de creci-
miento con que se llega a la asintota.

Solucién completa
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Solucién completa de una ecuacién diferencial

ii—D—ﬂDm'yD ®

4D
dr

D"dD e, (2

At
AW
=ptn 4w
W dt

Reemplazando en @

1 4w aw i = (] —
o S tW=n o, Cm k(W = n(t-m) (3)

—~=—4+yD =nD"

dD

=(1=m) D" =2~ dt

SP (t) = S(4—m) vy dt = (1-m)yt

u (t) = (1-m)yt

Multiplicando @ por el factor integrante

= Jerrw} =gn(4-m)6”"””'. dt

Integrado respecto a ¢

e W= n(1- (tmyi 4 C ,u=(//-m)yt
n(t-m) (1- ) ¢ du=(1-m)ydt
(1-m)yt -(1-mjyt
pr=wL. Lo+ Ce
D=2 4 ce™™
14
pr=Tlyce'=1L (4 +y_ce ’“) sea k= (1-m)y
14 14 n g '
Luego
_’L4/4—m / +L Ce e\ _TL A/1-m
() (%) -(3)
y 7 sea A "
i\ Am
D=A (4 +%MC€ k) Solucién general
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Con la condicién inicial t=0, D=Do

// 1/4-m
Do= A (” + 1_Ce ) -de donde: (%) =1+

Do4_m= A1 "y C

A1m

1-m 1-m
entonces C= Do -A

Reemplazando en la solucién general se tiene:

b a1+, (DA ¢y
\ A4-m ’
1/ 1-m
_A 1+ Do ¢>e*’>
A’fm

Solucién particular

B A (4 -i- be _k:>4/1‘~m

Importancia del modelo

Muestra que el bosque sigue un crecimiento
sigmoidal o crecimiento en S.

El modelo de crecimiento logistico se obtiene
como caso particular cuando m = 2.

Permite determinar las tasas de crecimiento de
los &rboles tropicales, lo cual es importante en
la ecologia para los estudios de poblacién y de
desarrollo de la productividad de los ecosistemas
y en la silvicultura para estimar los ciclos de
corta y los volimenes explotables permitidos.

El modelo admite una explicacién biolégica:
el término D" corresponde al efecto de la
fotosintesis, mientras que yD al efecto de la
respiracién y su accién genera el incremento
diamétrico o su equilibrio cuando son iguales.

Puede encontrarse la edad de un arbol sim-
plemente despejando t en la solucién.

se tiene:

Lc

_a (4<4 ( Do )) e” ) Sea b= %_(4 ' (QAO—))

- Las ecuaciones de Pande y de Misra se obtie-

nen como casos partlculares

- El modelo ha sido aplicado para especies de

zonas tropicales himedas de Colombia
(Cativo y Roble). Del Valle J. (198 6).
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