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Resumen

Estudiamos la existencia de soluciones débiles
a la ecuaciéon de onda Ou +Au+ h{u) =0
sujeta a las condiciones doble-periddicas
u(x,t) =u(x,t +2m) =u(x+ 2mt). Cu-
ando A T 0Olas soluciones tienden a infinito. No
estamos suponiendo monotonia sobre la nolin-
ealidad Au + h(w). Empleamos métodos de Teo-
ria de Grado de Leray-Schauder y Principio de
Contracciones.

Palabras clave: ecuacion de onda semilienal, bifur-
cacion en infinito, nolinealidad no-monétona.

Abstract

We consider the existence of weak solutions
to the wave equations Ou +Au+ h(u) =0
subject to the double-periodic  conditions
u(x,t) =u(x, t+2m) = u(x + 2m,t). When

A T Othe solutions goes to infinity. We are no assu-
ming monotonicity on the nonlinearity A + h ().
We use Leray-Schauder Degree Theory and Contrac-
tion Principle.

Keywords: semiliear wave equation, bifurcation at
infinity, non-monotone nonlinearity.

Resumo

Consideramos a existéncia de solucoes fracas
nas equacbes de onda Ou +Au+ h(u) =0
sujeitas as condi¢des de dupla periodicidade
u(x,t) =u(x, t+2m) = u(x + 2m,t). Quan-
do & T Das solugdes vao para o infinito. Nao estamos
assumindo a monotonicidade sobre a ndo-linearida-
de Au + h(wu). Utilizamos Leray-Schauder Grade e
Contragao Principio.

Palavras chave: equacdo de onda semiliear, bifur-
cacdo no infinito, ndo-linearidade ndo-monotonica.
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Introduccion

Consideramos el problema de encontrar soluciones
w:[0,m] X R~ Rou+Au +h(u) =u,, —u,, +Aut+h{u)=0
, sujeto a las condiciones doble periddicas
u(x,t) =u(x+ 2mt) = u(x,t + 2mw). Estamos
suponiendo que A << 0, h: B — Res continuamen-
te diferenciable y acotada. Suponemos ademas que
existen Y1 = 1 y M, = Otales que si 5| = Myen.
tonces |h(s)] = |s[™". Finalmente, suponemos que
h(x) = 0arax = 0y hg: = lim inf,_,_h(x) = 0.

Denotemos con a(0O) el espectro del
operador de onda bajo las condicio-
nes doble-periédicas que viene dado por
o(0)={k*—j%k=01...,; =0,1...}. Es de
aclarar que 0 es el tnico valor propio de multi-
plicidad infinita (Sanjuan, 2015, p. 31-32) y que
cuando Auparraw0 el problema pierde compa-
cidad (Sanjuan, 2015, p. 28-31). La pérdida de
compacidad implica que las técnicas usuales para
encontrar soluciones no son aplicables directa-
mente: sucesiones de Palais-Smale, sucesiones
débilmente convergentes que se transforman en
sucesiones fuertemente convergentes, inmersio-
nes de Sobolev, Morrey, Rellich-Kondrachov, etc.
En el presente trabajo, por ejemplo, no es posi-
ble aplicar directamente el Teorema de Punto Fijo
de Schauder. Se hace necesario dividir el espacio
en dos partes, uno donde se tiene compacidad
(el rango) para aplicar directamente el teorema y
otro en donde se requiere un analisis adicional (el
nicleo).

Denotamos con 01 = (0,2m)* y con H el es-
pacio de Sobolev de todas las funciones u
en L*(Q) tales que wu,u, € L*(Q). La nor-
ma en H viene dada por |lully = [l |l + Il
donde llull representa la norma en L%*(f). El
nicleo N del operador de onda sujeto a las con-
diciones doble-periddicas viene dado por la ad-
herencia en L*(0)del generado por las funciones
cos(kx)cos(kt), sin(kx)sin(kt),sin(kx)cos(kt)
y cos(kx)sin(kt)para k =0,1,.... Denotamos
con ¥al rango del operador de onda que viene
dado por ¥ = H N N&.

Decimosquett = v + ¥ € N & ¥Yesunasolucion
débil al problema semilineal Ou +Au + h(u) =0
sujeto a las condiciones doble periddicas si
fn(}’rgr — v, &) — (Au+ h(u))(§ + G )dxdt =0
paratoda £ € ¥ytoda 7 € N.

En este trabajo mostraremos que si A T 0 es po-
sible encontrar soluciones débiles en L* (1) que
se bifurcan desde infinito en el valor propio cero
de multiplicidad infinita.

Antecedentes

Como antecedentes relevantes a las soluciones dé-
biles de la ecuacién de onda semilineal tenemos
las siguientes.

Cuando la no-linealidad g(u) = Au + h(u)
es pequefa, por ejemplo €g(u), o mondto-
na g'(u) = 0, el problema de encontrar solu-
ciones al problema Dirichlet-periédico ha sido
ampliamente estudiado por Lovicarova (1968),
Rabinowitz (1967, 1978) y Brezis, Coron & Ni-
renberg (1981) ente otros. Los métodos emplea-
dos en estos casos son métodos variacionales
estandar. Principalmente el Teorema del Paso
de Montana (Kun-Ching, 2005, p. 303). Mas
adn, asumiendo que g'(u) = 0, Rabinowitz
(1971) encontré un continuo de soluciones
que se bifurcan desde el valor propio cero (de
multiplicidad infinita) empleando el Teorema
de Krasnoselskii-Rabinowitz y Teoria de grado
(Kung-Ching, 2005, cap. 3).

Como trabajos precursores en el caso en que
la nolinealidad es no-monétona se encuentran los
trabajo se Hofer (1982) y Willem (1981). Los auto-
res encontraron que para no-linealidades asint6-
ticamente lineales cuyas derivadas no atraviesan
el espectro, el rango del operador Du + g(u)es
denso en L*(11). Las técnicas empleadas en estos
trabajos estan soportadas en teoria espectral y ana-
lisis funcional avanzado.

En este trabajo emplearemos una adaptacion
del método de reduccién de Lyapunov-Schmidt
(Kung-Ching, 2005 p. 38) y Teoria de Grado de
Leray-Schauder (Kung-Ching, 2005, cap. 3). Para
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la bdsqueda de soluciones débiles a la ecuacién
de onda Ou + Au + h(u) = 0, sin asumir mono-
tonia, este enfoque ha sido aplicado con éxito en
los trabajos de Castro & Preskill (2010), Caicedo,
Castro, Duque & Sanjudn (2014) y Caicedo, Cas-
tro & Sanjuan (2017). En estos trabajos los auto-
res encontraron soluciones al problema forzado
Ou + Au + h(u) = f suponiendo que el forza-
miento f es no-plano sobre caracteristicas y sufi-
cientemente grande.

Resultado
El resultado del trabajo es el siguiente.

Teorema. Sea h: R = R continuamente dife-
renciable y acotada. Suponga que existen
v1 > 1y M, = 0 tales que si |s| = My entonces
Ih(s)| = |s]™Y, que h(x)>=0 para xz=0
y que hg=liminf_, _h(x)>=0. Entonces
existe }r, < 0 tal que si 0= —k< -}
, la  ecuacion Ou+Au+ h(u) =0
sujeta a las condiciones doble-periédicas
u(x,t) =u(x + 2m,t) = u(x,t + 2m) tiene una
soluciondébiluy = vy + v, € (N @G Y)n LT (0)
tal que ||v; || + ||y, ll; = o cuando A T 0.

Demostracion del Teorema

Denotemos con |h|,. = max,..g|h(x)| y de-
finamos la funcién f,(x):=2Ax+ h(x), en
vista de que f3(0) =0 y que f5(x) < 0 siem-
pre que x = |h|../|A|, por el Teorema de Bol-
zao, existe &, € [hy/|Al, [R]./IA]] tal que
Ay + h(p,) = 0.

De esta forma, la  descomposicion
de  Lyapunov-Schmidt de la  ecuacién
Ou + Au + h(u) = 0da origen a la ecuacién del
nicleo v = —1/A (h(y) — Tyh(dy + v + 7))
y a la ecuacion del rango
v=—(O0+X) M h(d, + v +v). Aqui Iz de-
nota la proyeccion ortogonal sobre el subespacio
cerrado X .

Soluciones en el Nucleo

Gracias a la caracterizacion del nicleo dada
en Castro & Preskill (2010, p. 651-653) , te-
nemos que ¥ EN si y solamente si exis-
te un Unico nimero real # y dos Unicas
funciones 2m-periédicas de promedio nulo p vy
g tales que v(x,t) =¥ +p(x+1t)+q(t—x)
. Mas adin, la ecuacién del ndcleo
v =—1/A(h(d;) — Oyh(d; +v + ¥)) es equi-

valente a resolver el sistema

v =

1 L B _
7 | (R0~ h) =Ny G, )

1

p(r) =35 | 1) = hCutar +20)] =7 =:Ny(5m.0)

a(r) = — [ [h(4y) — h(u(x,r = x))] = & =: Ny(7,p, )
dondeu =d¢; + v +y.

Restrinjamos  [Al <<1/2 y  tomemos
R = 4+/6m|h|,.. Para ¥ € ¥fijo con [|¥|l.. <R
definamos las bolas By =x€ R:|x| <R vy

B, ={p € L}, (R):p(x) = p(x + Zﬁ)rf[,m p=0lpl.. =R}
Definimos ademds la funcion mediante la férmula

F,(7.p,q):= (Ny(7,p,q).N: (7, p,q), N3 (7,2, q)).

A continuacion demostraremos que
F,, esta bien definida de Bz XB_ XB_
en si mismo con de la métrica d dada por
d(T1p1,917202,92) = [V1 — 72| +llpy — w2l + gy _quua:-
Tomemos Ay = —min i%% )7
y 0<—-A<-2,. Para se[01], denotamos
ay(x, 7, 5): =y + s(v(x t) +y(x.t)).

Para casi todo (x.t)Ef tenemos que
lag(x,7,9)| 3 2 = (@ 0] = y(x )] > 7
De lo anterior se tiene la siguiente estimacion

4R2Y

1 1 R
7p, Py R ,7,5))| dsdxdt Al —
M @201 < gz [ 1 CaaCom s dsavae < St <3

Procediendo de manera similar, se tiene que
IN;(Z.p.q)ll.. = R para i=1,23. Es decir
F,(Bg X BY) € By X B},
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Un  argumento  similar  al realiza-
do para estimar los IN:lnos permite ver que
d(Fy,, (T101,81): By (T202,02)) < 3 A((Top:.41): (F202,02))
. Es decir F, es una contraccién de Bz X BZ en
si mismo. Por el Principio de Contraccién de Ba-
nach con Pardmetros (Brooks & Schmitt, 2009)
tenemos que para 0 < —A << —3A; y ¥ € ¥con
llvll.. = R fijos, F, tiene un dnico punto fijo
v(A, ¥) € By X B2 que soluciona la ecuacién del
nicleo v = —=1/A(h(¢,) — Oy h(d;, +v + ¥)).

Ecuacion del Rango

Sin pérdida de generalidad supongamos que
I, h(u)tiene solamente componente en las funcio-
nes propias sin(kx)sin(kt) y expresamos I, k()
en series de Fourier (lorio & Magalhaes, 2001,
cp 2.) Myh(uw) =Xi=_z., ay;sin(kx)sin(kt)
donde wu=d¢; +v(Ay)+v. Para vEY con
||v|l . = R tenemos que

1y

o+ Mk ;Z —
(@D 2, oy o=

2 1 1/2 2 41/2 3
=3vV2( E =3 ( E az;)''* < 6v3mlhl.. < R
wi-pza K — P k-t 20

De la estimacion anterior obtenemos que
l(o+ X)) *Oyh(u)|l.. = R y del hecho que el
operador (O +4)~* es compacto (Castro & Pres-
kill, 2010) podemos aplicar entonces el Teore-
ma de Punto Fijo de Schauder (Kung-Ching,
2005, p. 160). Por lo tanto, la ecuacion del rango
v =—(0+X) ' Mh(d, + v + ¥)tienesolucion.

De este modo queda demostrado el teorema.

Perspectivas

En el caso de una dimension en la variable espa-
cial se sabe que existe bifurcacion en infinito des-
de todos los valores propios de multiplicidad finita
(Sanjuén, 2015, Caicedo, Castro & Sanjuan, 2017).
De hecho, gracias al Teorema de Krasnoselskii-Ra-
binowitz es posible encontrar un continuo de so-
luciones en los valores propios de multiplicidad
impar. El caso del valor propio cero para el proble-
ma Dirichlet-periédico sigue siendo un problema

abierto, asi como la extensiéon de estos hechos al
caso de membranas en varias dimensiones.

Problemas similares para el caso doble pe-
riédico con periodos multiplos irracionales de
también es un problema abierto. Algunos acerca-
mientos en el caso Dirichlet-periédico y con una
variable espacial son conocidos (McKenna, 1985,
Caicedo & Castro, 1997).
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