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Resumen

El disefio de la montaifia rusa involucra una secuencia de
curvas que deben ser unidas suavemente y cuya parame-
trizacion facilita el estudio de sus propiedades. En este
articulo se estudia la curvatura de la trayectoria que se-
guiria un vehiculo en la atraccién mecanica. Observando
que los cambios discontinuos en la curvatura a lo largo
de la trayectoria implican cambios en la aceleraciéon nor-
mal que podrian ser inseguros para los pasajeros, se bus-
cé una parametrizaciéon para una trayectoria cuya cur-
vatura sea continua. Al considerar una trayectoria cuya
curvatura cambia linealmente con el desplazamiento, se
encuentra que la espiral de Euler permite conectar sua-
vemente diferentes segmentos de la trayectoria y disefiar
atracciones mecanicas mas seguras. Finalmente, se com-
para la parametrizaciéon obtenida con la trayectoria de
la atraccién Doble loop del parque de diversiones Salitre
Magico de Bogotd, encontrando que su trayectoria esta
formada por secuencias de arcos de circunferencia y sec-
ciones de la espiral de Euler.

Palabras clave: aceleracién normal, curvatura, espiral
de Euler.

Abstract

The design of the roller coaster involves a sequence of
curves that must be connected smoothly; whose para-
meterization enables the study of its properties. In this
paper we study the curvature of the trajectory that a
vehicle would follow in mechanical attraction. The dis-
continuous changes in the curvature along the trajec-
tory imply changes in the normal acceleration that could
be unsafe for the passengers, and then a parameteriza-
tion for a trajectory whose curvature is continuous was
sought. When we consider a trajectory whose curvatu-
re changes linearly with the displacement, it is found
that the Euler spiral allows smoothly connecting diffe-
rent segments of the trajectory and describing safer me-
chanical attractions. Finally, the parameterization obtai-
ned is compared with the trajectory of the Double Loop
attraction in the Salitre Magico amusement park in Bo-
gota, finding that its path is formed by sequences of cir-
cumference arcs and sections of the Euler spiral.
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Resumo

O desenho da montanha-russa envolve uma sequéncia
de curvas que devem ser unidas suavemente, cuja para-
metrizagdo facilita o estudo de suas propriedades. Neste
artigo estudamos a curvatura da trajetéria que um veicu-
lo seguiria na atracdo mecanica. Observando que as mu-
dancas descontinuas na curvatura ao longo da trajetdria
implicam mudancas na aceleracdo normal que poderiam
ser inseguras para os passageiros, buscou-se uma para-
metrizacdo para uma trajetdria cuja curvatura € conti-
nua. Ao considerar uma trajetdria cuja curvatura muda
linearmente com o deslocamento, verifica-se que a espi-
ral de Euler permite conectar de maneira suave diferen-
tes segmentos da trajetdria e projetar atragdes mecani-
cas mais seguras. Finalmente, parametrizacdo obtido é
comparado com o caminho do parque de diversoes loop
duplo Salitre Magico Bogota, encontrando o seu camin-
ho consiste de sequéncias de arcos e secgdes da espiral
Euler.

Palavras-chaves: espiral de Euler, curvatura, aceleracio

normal.

Introduccion

Se estudio la curvatura de las posibles trayectorias que
seguiria un vehiculo en un riel de una atraccién meca-
nica y su relacién con la aceleracién normal del vehicu-
lo para evidenciar los posibles riesgos que tendrian los
pasajeros si se unen trayectorias de curvatura diferen-
te. Buscando una trayectoria en la que su curvatura au-
mente linealmente con el desplazamiento, se deducen
las ecuaciones que corresponden a la espiral de Euler.
Esta trayectoria es mds segura al evitar discontinuidades
en la aceleraciéon normal, ya que este tipo de cambios
pueden resultar nocivos para los pasajeros (Eager, Pen-
drill y Reistad, 2016). El andlisis también muestra que
la curvatura de la espiral de Euler es diferente en cada
punto, de tal forma que resulta apropiada para unirla
suavemente con otras trayectorias de diferentes curvatu-
ras (Thomas y Finney 2000).

Durante el estudio se observé que la forma de los bu-
cles de las montafas rusas de los parques de diversio-
nes no es circular en su totalidad, sino que presenta
una forma de gota invertida (Pendrill, 2005). En algu-
nos casos los bucles tienen una secuencia de espiral de
Euler-circunferencia-espiral de Euler. La forma de conec-
tar tramos de diferentes trayectorias de manera suave es
uniéndolas en los puntos en los que sean tangentes a la

misma recta, de este modo se pudo unir suavemente un

segmento recto con una secciéon de la espiral de Euler y
luego con una seccién de circunferencia.

Aplicando los conceptos del andlisis vectorial a curvas
en el espacio en el programa Geogebra, fue posible si-
mular diferentes bucles y hacer una comparacién visual
con una fotografia de la montafia rusa Doble loop del
parque Salitre Magico de Bogotd. A partir de la compa-
racién, se identificé que la atraccién mecéanica tiene dos
partes de la espiral de Euler conectadas con una secciéon

de circunferencia.

Metodologia

El problema a resolver es calcular la curvatura (k) de
la trayectoria en una atracciéon mecanica para que sea
segura cuando los vehiculos la recorren.

Cuando un vehiculo pasa de una recta a un arco de
circunferencia experimenta un cambio discontinuo de
curvatura, ya que la curvatura de una rectaes k = 0y
la de una circunferencia de radio r es kK = 1/r. También
hay un cambio discontinuo cuando pasa de una circun-
ferencia a una recta (figuras 1y 2).

Teniendo en cuenta que la aceleracién normal y la cur-
vatura son proporcionales, el vehiculo intentaria seguir
la linea recta si la velocidad es alta. Lo mismo pasaria en
un bucle de una montafia rusa.

Por esta razon, se recomienda que en las atracciones
mecdnicas no haya segmentos de recta conectados con

arcos de circunferencia.

Figura 1: Segmentos de rectas conectadas a través de un
arco de circunferencia.

Para el caso de la montaiia rusa, este trabajo se enfocara
en el bucle de la atraccién para entender a qué se debe
su forma de gota invertida y porqué de esta manera hay
mayor seguridad sin dejar de lado la diversiéon que trae
consigo la adrenalina.

Para solucionar el problema descrito se requiere conec-

tar la recta con la circunferencia a través de una curva
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de transicién con el fin de que la curvatura cambie li- guiente gréfica para la aceleraciéon normal, como se ve
nealmente, como se ve en las figuras 3y 4. en figura 5.
Para un recorrido con rapidez constante se obtiene la si-

Curvatura

1/radio

Longitud

Recta — Circunferencia Circunferencia — Recta

Figura 2: Curvatura en el recorrido de la curva de la figura 1. Se observan discontinuidades de la curvatura.
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Figura 3: . Aceleracién normal en el recorrido de la figura 1 a rapidez constante. Donde a, es el producto del cuadrado de la velocidad
con la curvatura de la circunferencia.
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Figura 4: Cambio lineal de la curvatura en la curva de transicién.
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Figura 5: Cambio lineal de la aceleracién normal en la curva de transicién a una rapidez constante.

Para parametrizar dicha curva de transicién con la
propiedad indicada anteriormente, se fijara como cons-
tante a lo largo de la trayectoria el producto de la longi-
tud recorrida con el radio de curvatura en cada punto. A
dicha constante se le llamara A? :

LR=L.R.=A? @

Donde L. es la longitud de la curva y R, es el radio
donde empalma con la circunferencia (Jiménez, 2007).
Como R = 1/k se obtiene la curvatura en funcién de la
longitud recorrida:

k(L) = L/ A* 2)

Sea 7 (s) = (x(s),y(s)) su representacién paramé-
trica en funcién del pardmetro longitud de arco sy ¢(s)
es el angulo que forma el eje x con el vector tangente
unitario ;“(s) en el punto r(s) (Blanch, Checa y Marin,
2013).

y

@(s)

Figura 6: Parametrizacion de la curva de transicién.

Por lo tanto, el vector tangente unitario es igual:

—

T =7 (s)

(@' (s) 9/ (5)) = (cos(¢ (s)), sen(p (s)))
3

Para parametrizar dicha curva se empieza por evaluar la

derivada del vector tangente T'(s):

2l

T'(s)

' (s) (—sengp (s) , cosp (5)) 4

de donde se concluye que la curvatura esta dada por:

d
n(s):d—i

teniendo en cuenta que & (s) = s/A? se obtiene una ex-

()

presién para el dngulo

82

— s 2 —_ =
Lp(s)—/o L/AdL =5

con lo que finalmente se puede parametrizar la curva co-

s L2

/0 cos (ﬁ) dL,
s L2

/0 sen (@> dL

La curva descrita por estas dos ecuaciones coincide con

(6)

(7

®

y(s)

la conocida espiral de Euler, usada clasicamente para so-
lucionar otro tipo de problemas (Blanch, Checa y Marin,
2013; Levien, 2008).

Utilizando series de Taylor para dar una aproximacion
numérica a la curva descrita por las ecuaciones, donde
para z(s) se puede calcular hasta una potencia de gra-
do 20 y para y(s) hasta una potencia de grado 21 y un
A = 2, el cual solamente cambia la escala de la espi-
ral (Thomas, 2006). Las ecuaciones obtenidas son las si-

guientes:
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1 s2\? 1 2\
z(s) =s 1_5x2!<ﬁ> _"'+41x20!(@> ’ ©)

1 s2 1 52 3 1 52 2
y(s)—s<3 (@)‘ﬁgy(ﬁ) +m_743><21!<ﬁ> 10

De las cuales se obtiene las siguientes graficas de las al error acumulado en el célculo numérico.
figuras 7 y 8. Calculando algunos puntos usando las ecuaciones 7 y 8,
Como las graficas anteriores son aproximaciones numé- en el intervalo de -10 a 10 para s cada 0.1 al graficarlos
ricas a las curvas reales podemos ver que en los extre- se puede ver la forma de la espiral y al compararlos con
mos de cada una tienden a seguir en linea recta debido la gréfica anterior se obtiene la gréfica de la figura 9.
x(s) y(s)
s s

Figura 7: Graficas correspondientes a las ecuaciones (9) y (10)

y(s) |
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Figura 8: Aproximacioén numérica de la Espiral de Euler.

y(s)

25

05 0

0s 1 15 2 26

Figura 9: Comparacion de la curva de la figura 8, curva azul, con los puntos evaluados a través de las ecuaciones 7 y 8, los cuales son

los de color morado.

Como se evidencia en la figura 9 la aproximacién
numérica es igual hasta cierto punto a la verdadera espi-
ral, pero esa aproximacion es lo suficientemente buena
para utilizarla como un tramo de la espiral de Euler.
Con esto se encuentra que la curva analizada, descrita
por las ecuaciones (7) y (8), es la curva de transicién
que resuelve el problema de conectar la recta con la cir-
cunferencia, como se describe en la figura 4, y permite
construir un bucle que modele el de una montaiia rusa

sin discontinuidades en la curvatura, lo que hace que el

Curva

LE]
o7

o8

)

o5

04

03

01

Curvatura

recorrido de un vehiculo que transita dicha trayectoria
sea mas seguro.

Para conectar dos curvas de manera suave se debe tener
en cuenta los puntos donde ambas tengan la misma recta
tangente; pero, ademds, donde se tengan la misma cur-
vatura para evitar las discontinuidades de la misma. Las
siguientes graficas son algunos bucles con su respectivo
analisis de curvatura versus longitud recorrida, dejando

A = 2 igual en todos los casos.

long.

a 0§ 1 15 2 25 3 []

Figura 10: Analisis de la curvatura en el desplazamiento de un posible bucle. Las curvas azul y negra corresponden a una aproximacion
de la espiral de Euler las cuales son conectadas por el arco de circunferencia rojo de manera suave y se puede ver a la derecha como
cambia la curvatura en el recorrido de esta secuencia espiral de Eulercircunferencia-espiral de Euler.
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Figura 11: Anélisis de la curvatura en el desplazamiento de un posible bucle. Para este caso la longitud del arco de circunferencia
es inferior a la anterior grafica y hay mayor longitud recorrida de espiral de Euler. A la derecha se ve como varia la curvatura en el

recorrido de esta curva.
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Figura 12: Analisis de la curvatura en el desplazamiento de un posible bucle. Para este caso, la longitud de arco circular es tan reducida
que permite conectar casi de manera directa las espirales. A la derecha se ve como varia la curvatura en el recorrido de esta curva.

Esta caracterizacion explica la forma de gota inver-
tida para los bucles de la montafia rusa. La trayectoria
estd formada por una secuencia de una seccién de la es-
piral de Euler, luego una seccién de circunferencia para
conectar nuevamente con una secciéon de la espiral de
Euler. La figura 13 es una adaptacién de los bucles si-
mulados con una imagen de la montafia rusa Doble loop

del parque Salitre Magico en Bogota.

En la superposicién de la simulacién con la fotogra-
fia se identifican las partes del bucle que corresponden
a la espiral de Euler y las que coinciden con un arco
de circunferencia, mostrando que en el disefio de esta
atraccion mecanica se evitaron los cambios discontinuos
en la curvatura de la trayectoria que estarian asociados a
cambios no seguros en la aceleraciéon normal del vehicu-

lo que recorre la atraccién mecdanica.
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Espirall

Figura 13: Montaiia rusa Doble loop del parque Salitre Magico. En esta imagen se evidencia la secuencia espiral de Euler-circunferencia-
espiral de Euler que se aproxima a uno de los bucles de esta atraccién mecanica. Las curvas azul y negra son dos espirales de Euler y la

verde a un arco circunferencia.

Conclusiones

El analisis de la curvatura en la trayectoria que sigue un
vehiculo en una atraccién mecanica nos lleva a la bus-
queda de una seccién de curva capaz de unir suavemen-
te trayectorias con diferentes curvaturas. En la espiral
de Euler la curvatura cambia linealmente con el despla-
zamiento, por esto permitié resolver el problema de en-
contrar una trayectoria de curvatura continua apropiada
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