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Resumen
El diseño de la montaña rusa involucra una se-
cuencia de curvas que deben ser unidas suave-
mente y cuya parametrización facilita el estudio 
de sus propiedades. En este artículo se estudia la 
curvatura de la trayectoria que seguiría un vehí-
culo en la atracción mecánica. Observando que 
los cambios discontinuos en la curvatura a lo lar-
go de la trayectoria implican cambios en la ace-
leración normal que podrían ser inseguros para 
los pasajeros, se buscó una parametrización para 
una trayectoria cuya curvatura sea continua. Al 
considerar una trayectoria cuya curvatura cambia 
linealmente con el desplazamiento, se encuen-
tra que la espiral de Euler permite conectar sua-
vemente diferentes segmentos de la trayectoria y 
diseñar atracciones mecánicas más seguras. Final-
mente, se compara la parametrización obtenida 
con la trayectoria de la atracción Doble loop del 
parque de diversiones Salitre Mágico de Bogotá, 
encontrando que su trayectoria está formada por 

secuencias de arcos de circunferencia y secciones 
de la espiral de Euler.
Palabras clave: aceleración normal, curvatura, espi-
ral de Euler.

Abstract
The design of the roller coaster involves a sequence 
of curves that must be connected smoothly; whose 
parameterization enables the study of its properties. 
In this paper we study the curvature of the trajec-
tory that a vehicle would follow in mechanical at-
traction. The discontinuous changes in the curvature 
along the trajectory imply changes in the normal ac-
celeration that could be unsafe for the passengers, 
and then a parameterization for a trajectory whose 
curvature is continuous was sought. When we con-
sider a trajectory whose curvature changes linearly 
with the displacement, it is found that the Euler spi-
ral allows smoothly connecting different segments 
of the trajectory and describing safer mechanical at-
tractions. Finally, the parameterization obtained is
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compared with the trajectory of the Double Loop attrac-
tion in the Salitre Mágico amusement park in Bogota, 
finding that its path is formed by sequences of circum-
ference arcs and sections of the Euler spiral.
Keywords: curvature, Euler spiral, normal acceleration.

Resumo
O desenho da montanha-russa envolve uma sequência 
de curvas que devem ser unidas suavemente, cuja para-
metrização facilita o estudo de suas propriedades. Neste 
artigo estudamos a curvatura da trajetória que um veículo 
seguiria na atração mecânica. Observando que as mu-
danças descontínuas na curvatura ao longo da trajetória 
implicam mudanças na aceleração normal que poderiam 
ser inseguras para os passageiros, buscou-se uma parame-
trização para uma trajetória cuja curvatura é contínua. Ao 
considerar uma trajetória cuja curvatura muda linearmen-
te com o deslocamento, verifica-se que a espiral de Euler 
permite conectar de maneira suave diferentes segmentos 
da trajetória e projetar atrações mecânicas mais seguras. 
Finalmente, parametrização obtido é comparado com o 
caminho do parque de diversões loop duplo Salitre Magi-
co Bogota, encontrando o seu caminho consiste de sequ-
ências de arcos e secções da espiral Euler.
Palavras-chaves: espiral de Euler, curvatura, aceleração 
normal.

Introducción

Se estudió la curvatura de las posibles trayecto-
rias que seguiría un vehículo en un riel de una 
atracción mecánica y su relación con la aceler-
ación normal del vehículo para evidenciar los po-
sibles riesgos que tendrían los pasajeros si se unen 
trayectorias de curvatura diferente. Buscando una 
trayectoria en la que su curvatura aumente lineal-
mente con el desplazamiento, se deducen las ec-
uaciones que corresponden a la espiral de Euler. 
Esta trayectoria es más segura al evitar discontinui-
dades en la aceleración normal, ya que este tipo 
de cambios pueden resultar nocivos para los pas-
ajeros (Eager, Pendrill y Reistad, 2016). El análi-
sis también muestra que la curvatura de la espiral 
de Euler es diferente en cada punto, de tal forma 

que resulta apropiada para unirla suavemente con 
otras trayectorias de diferentes curvaturas (Thomas 
y Finney 2000).

Durante el estudio se observó que la forma de 
los bucles de las montañas rusas de los parques 
de diversiones no es circular en su totalidad, sino 
que presenta una forma de gota invertida (Pendrill, 
2005). En algunos casos los bucles tienen una se-
cuencia de espiral de Euler-circunferencia-espiral 
de Euler. La forma de conectar tramos de diferentes 
trayectorias de manera suave es uniéndolas en los 
puntos en los que sean tangentes a la misma rec-
ta, de este modo se pudo unir suavemente un seg-
mento recto con una sección de la espiral de Euler 
y luego con una sección de circunferencia.

Aplicando los conceptos del análisis vectorial 
a curvas en el espacio en el programa Geogebra, 
fue posible simular diferentes bucles y hacer una 
comparación visual con una fotografía de la mon-
taña rusa Doble loop del parque Salitre Mágico de 
Bogotá. A partir de la comparación, se identificó 
que la atracción mecánica tiene dos partes de la 
espiral de Euler conectadas con una sección de 
circunferencia.

Metodología

El problema a resolver es calcular la curvatura (κ) 
de la trayectoria en una atracción mecánica para 
que sea segura cuando los vehículos la recorren.

Cuando un vehículo pasa de una recta a un 
arco de circunferencia experimenta un cambio 
discontinuo de curvatura, ya que la curvatura de 
una recta es κ = 0 y la de una circunferencia de ra-
dio r es κ = 1/r. También hay un cambio discontin-
uo cuando pasa de una circunferencia a una recta 
(figuras 1 y 2).

Teniendo en cuenta que la aceleración normal y 
la curvatura son proporcionales, el vehículo inten-
taría seguir la línea recta si la velocidad es alta. Lo 
mismo pasaría en un bucle de una montaña rusa. 

Por esta razón, se recomienda que en las atrac-
ciones mecánicas no haya segmentos de recta co-
nectados con arcos de circunferencia.
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Para el caso de la montaña rusa, este trabajo 
se enfocará en el bucle de la atracción para en-
tender a qué se debe su forma de gota inverti-
da y porqué de esta manera hay mayor seguridad 
sin dejar de lado la diversión que trae consigo la 
adrenalina. 

Para solucionar el problema descrito se re-
quiere conectar la recta con la circunferencia a 
través de una curva de transición con el fin de 
que la curvatura cambie linealmente, como se ve 
en figura 4.

Para un recorrido con rapidez constante se ob-
tiene la siguiente gráfica para la aceleración nor-
mal, como se ve en figura 5.

Figura 1. Segmentos de rectas conectadas a través de 
un arco de circunferencia. 

Figura 2. Curvatura en el recorrido de la curva de la figura 1. Se observan discontinuidades de la curvatura.

Figura 3. Aceleración normal en el recorrido de la figura 1 a rapidez constante. Donde an es el producto del 
cuadrado de la velocidad con la curvatura de la circunferencia. 
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Para parametrizar dicha curva de transición 
con la propiedad indicada anteriormente, se fi-
jará como constante a lo largo de la trayectoria el 
producto de la longitud recorrida con el radio de 
curvatura en cada punto. A dicha constante se le 
llamará A2:

LR = LeRc = A2

Donde Le es la longitud de la curva y Rc es el 
radio donde empalma con la circunferencia (Jimé-
nez, 2007). Como R = 1/k se obtiene la curvatura 
en función de la longitud recorrida:

k (L) = L/A2

 Sea →r (s) = (x(s), y(s)) su representación pa-
ramétrica en función del parámetro longitud de 
arco s y es el ángulo que forma el eje x con 

el vector tangente unitario
→T (s) en el punto r(s) 

(Blanch, Checa y Marín, 2013).

Figura 6. Parametrización de la curva de transición.

Figura 4. Cambio lineal de la curvatura en la curva de transición. 

Figura 5. Cambio lineal de la aceleración normal en la curva de transición a una rapidez constante. 

(1)

(2)
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Por lo tanto, el vector tangente unitario es igual:

de donde se concluye que la curvatura está 
dada por:

teniendo en cuenta que κ (s) = s/A2 se obtiene 
una expresión para el ángulo

con lo que finalmente se puede parametrizar la 
curva como

La curva descrita por estas dos ecuaciones co-
incide con la conocida espiral de Euler, usada 

clásicamente para solucionar otro tipo de prob-
lemas (Blanch, Checa y Marín, 2013; Levien, 2008).

Utilizando series de Taylor para dar una aproxi-
mación numérica a la curva descrita por las ecu-
aciones, donde para x(s) se puede calcular hasta 
una potencia de grado 20 y para y(s) hasta una po-
tencia de grado 21 y un A=2, el cual solamente 
cambia la escala de la espiral (Thomas, 2006). Las 
ecuaciones obtenidas son las siguientes:

de las cuales se obtiene las gráficas de las figu-
ras 7 y 8.

Como las gráficas anteriores son aproximacio-
nes numéricas a las curvas reales podemos ver que 
en los extremos de cada una tienden a seguir en 
línea recta debido al error acumulado.

Calculando algunos puntos usando las ecuacio-
nes 7 y 8, en el intervalo de -10 a 10 para s cada 
0.1 al graficarlos se puede ver la forma de la espi-
ral y al compararlos con la gráfica anterior se ob-
tiene la gráfica de la figura 9.

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

Figura 7. Aproximación numérica de las ecuaciones (7) y (8).
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Figura 8. Aproximación numérica de la Espiral de Euler. 

Figura 9. Comparación de la curva de la figura 8, curva azul, con los puntos evaluados a través de las ecuaciones 7 
y 8, los cuales son los de color morado.
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Como se evidencia en la figura 9, la aproxi-
mación numérica es igual hasta cierto punto a la 
verdadera espiral, pero esa aproximación es lo su-
ficientemente buena para utilizarla como un tramo 
de la espiral de Euler.

Con esto se encuentra que la curva analiza-
da, descrita por las ecuaciones 7 y 8, es la curva 
de transición que resuelve el problema de co-
nectar la recta con la circunferencia, como se 
describe en la figura 4, y permite construir un 
bucle que modele el de una montaña rusa sin 

discontinuidades en la curvatura, lo que hace 
que el recorrido de un vehículo que transita di-
cha trayectoria sea más seguro.

Para conectar dos curvas de manera suave se 
deben tener en cuenta los puntos en los que am-
bas tengan la misma recta tangente; pero, además, 
donde se tengan la misma curvatura para evitar las 
discontinuidades de la misma. Las siguientes grá-
ficas son algunos bucles con su respectivo análisis 
de curvatura versus longitud recorrida, dejando A 
igual en todos los casos:

Figura 10. Análisis de la curvatura en el desplazamiento de un posible bucle. Las curvas azul y negra corresponden 
a una aproximación de la espiral de Euler las cuales son conectadas por el arco de circunferencia rojo de manera 

suave y se puede ver a la derecha como cambia la curvatura en el recorrido de esta secuencia espiral de Euler-
circunferencia-espiral de Euler. 

Figura 11. Análisis de la curvatura en el desplazamiento de un posible bucle. Para este caso la longitud del arco de 
circunferencia es inferior a la anterior gráfica y hay mayor longitud recorrida de espiral de Euler. A la derecha se ve 

como varía la curvatura en el recorrido de esta curva. 
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Figura 12. Análisis de la curvatura en el desplazamiento de un posible bucle. Para este caso, la longitud de arco 
circular es tan reducida que permite conectar casi de manera directa las espirales. A la derecha se ve como varía la 

curvatura en el recorrido de esta curva.

Figura 13. Montaña rusa Doble loop del parque Salitre Mágico. En esta imagen se evidencia la secuencia espiral de 
Euler-circunferencia-espiral de Euler que se aproxima a uno de los bucles de esta atracción mecánica. Las curvas 

azul y negra son dos espirales de Euler y la verde a un arco circunferencia.
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Esta caracterización explica la forma de gota 
invertida para los bucles de la montaña rusa. La 
trayectoria está formada por una secuencia de una 
sección de la espiral de Euler, luego una sección 
de circunferencia para conectar nuevamente con 
una sección de la espiral de Euler. La figura 13 es 
una adaptación de los bucles simulados con una 
imagen de la montaña rusa Doble loop del parque 
Salitre Mágico en Bogotá.

En la superposición de la simulación con la 
fotografía se identifican las partes del bucle que 
corresponden a la espiral de Euler y las que coin-
ciden con un arco de circunferencia, mostrando 
que en el diseño de esta atracción mecánica se 
evitaron los cambios discontinuos en la curvatura 
de la trayectoria que estarían asociados a cambios 
no seguros en la aceleración normal del vehículo 
que recorre la atracción mecánica.

Conclusiones

El análisis de la curvatura en la trayectoria que 
sigue un vehículo en una atracción mecánica nos 
lleva a la búsqueda de una sección de curva ca-
paz de unir suavemente trayectorias con diferentes 
curvaturas. En la espiral de Euler la curvatura cam-
bia linealmente con el desplazamiento, por esto 
permitió resolver el problema de encontrar una 
trayectoria de curvatura continua apropiada para 
modelar los rieles de una atracción mecánica.

En el desarrollo aquí presentado se aborda el 
problema considerando todas las superficies sobre 

un mismo plano, lo cual es una aproximación al 
problema real. En un estudio más minucioso se 
podrían considerar las trayectorias en el espacio, 
generando una componente adicional a los vecto-
res tangentes que a su vez harían contribuciones a 
la curvatura.
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