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Resumen

Este articulo presenta un nuevo resultado de geometria euclidiana que involucra los baricentros de un tridngulo
y los tridngulos formados modificando un vértice del tridngulo anterior por su reflexion axial con respecto a una
recta dada. Estos baricentros son colineales, y la recta que los contiene es perpendicular a la recta inicial sobre
la cual se consideraron las reflexiones axiales. Adicionalmente, se suministra una generalizacién del teorema
mencionado para cuadrildteros y se detallan las demostraciones formales de ambos resultados. Esto se presenta
siguiendo los pasos para la construccion de conjeturas de Benitez Mojica y Santos-Trigo, utilizando ambientes de
geometria dindmica que se puedan emplear en experiencias futuras en cursos de geometria euclidiana con ayuda
de nuevas tecnologias.

Palabras clave: ambiente de geometria dinamica; arrastre; conjeturas; ensehanza de la geometria.
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Un nuevo teorema geométrico y su aplicacién en la construccién de conjeturas a través de un ambiente de geometria dindmica

BONELO-AYALA, Y., BENiTEZ-Mojica, D. Y MuRoz-Posso, ).

Abstract

This article presents a new result in Euclidean geometry involving the centroids of a triangle and the triangles formed
by modifying one vertex of the preceding one through its axial reflection with respect to a given line. These centroids
are collinear, and the line containing them is perpendicular to the initial one considered for the axial reflections.
Additionally, a generalization of the aforementioned theorem for quadrilaterals is provided, and the formal proofs of
both results are detailed. This is presented following the steps for the construction of conjectures by Benitez Mojica
and Santos-Trigo, using dynamic geometry environments that can be employed in future experiences in Euclidean
geometry courses with the aid of new technologies.

Keywords: conjecture; drag; dynamic geometry environment; teaching geometry.

Resumo

Este artigo apresenta um novo resultado em geometria euclidiana envolvendo os baricentros de um tridngulo e os
tridngulos formados pela modificacdo de um vértice do tridangulo anterior pela sua reflexdo axial em relagdo a uma
dada reta. Estes baricentros sdo colineares e a reta que os contém é perpendicular a reta inicial sobre a qual foram
consideradas as reflexdes axiais. Além disso, é fornecida uma generalizacdo do teorema acima para quadrilateros
e sdo dadas provas formais de ambos os resultados. A apresentacdo é feita seguindo os passos para a construgdo de
conjecturas de Benitez Mojica e Santos-Trigo, utilizando ambientes de geometria dinamica que podem ser usados
em futuras experiéncias em cursos de geometria euclidiana com o auxilio das novas tecnologias.

Palavras-chaves: ambiente de geometria dindmica; arrastrar; conjecturas; ensino de geometria.

INTRODUCCION

La educacion matematica atiende diversos desafios que se pueden abordar desde la ensefanza y/o el
aprendizaje de las matemdticas y todas las posibles relaciones profesor-saber-estudiante (triangulo
didactico) que emerjan, mds auln si se considera el medio entre ellos.

Particularmente en la ensefianza de la geometria se han abordado métodos diferentes al del estudio
memoristico y mecanico de definiciones, propiedades y construcciones descontextualizadas, cuyo fin
se limita a la aritmetizacion y resolucién automdtica de problemas que no contribuyen al desarrollo
del pensamiento geométrico del estudiante (Abrate et al., 2006; Afonso Martin, 2003; Benitez Mojica
& Santos-Trigo, 2006; Gempeler & Leal, 2017; Ministerio de Educacién Nacional, 1998; Samper et al.,
2010). La ensefianza de la geometria debe fortalecer la intuicion y la argumentacién del estudiante, no
solo limitarse a la presentacion de contenidos. Es por esto que es ideal favorecer un ambiente en el aula
donde los estudiantes puedan comunicar sus ideas, formular preguntas, usar multiples representaciones,
hacer conjeturas, establecer estrategias de resolucion de problemas y formular contraejemplos. Lo anterior
permite ver que la geometria no es un objeto acabado e intil y Ileva al estudiante a reflexionar sobre su
propio aprendizaje de las matemdticas.

La representacion de objetos matemdticos es fundamental en el aprendizaje de la geometria. En
particular, la regla y el compds son herramientas esenciales para tal fin. Sin embargo, las herramientas
computacionales también permiten representar objetos matematicos y visualizar sus relaciones. Lo anterior
muestra cuan importante es detallar otros sistemas de representaciéon geométrica, como lo es el software
de geometria dinamica. Este tipo de software se conoce en la literatura especializada como DGE (dynamic
geometry environments, o ambientes de geometria dinamica).
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Interés de la investigacion

Esta investigacion se enfoca en documentar el proceso de construccion y formalizacion de una conjetura
geométrica. Su proposito es explicitar los elementos constitutivos y emergentes de este proceso,
profundizando, destacando y fomentando la interaccion entre el pensamiento geométrico y las herramientas
tecnolodgicas. Lo anterior se hace resaltando la influencia positiva de la tecnologia en el proceso cognitivo
y creativo de los estudiantes y su aporte a la construccién de conjeturas en el ambito geométrico.
Santos-Trigo (2023) reflexiona sobre la siguiente pregunta en ambientes de resolucion de problemas:

¢Coémo influye el uso de herramientas digitales por parte de profesores y estudiantes en la forma en que
razonan y resuelven problemas matematicos?

Este planteamiento no solo ha llevado a repensar continuamente la conexién entre tecnologia y
mediacion, sino también a las siguientes preguntas:

¢Coémo se ensefia a construir una conjetura?
¢ Qué elementos debe tener un profesor de matematicas para ensefiar a construir conjeturas?
¢Cuales son los beneficios y desafios de utilizar entornos computacionales en la construccion de conjeturas?
¢ Qué procesos cognitivos subyacen a la actividad geométrica cuando es promovida por un DGE?

Esta investigacion posibilita, desde la didactica de las matematicas, una mirada integral a la construccion
de conjeturas geométricas, resaltando la importancia de la mediacién instrumental, la demostracion vy los
procesos cognitivos relacionados con dicho proceso.

La geometria dinamica como instrumento de aprendizaje

Esimportante distinguir entre herramienta e instrumento. Una herramienta estd disehada para un uso especifico
de trabajo y, desde una perspectiva metacognitiva, una herramienta “no modifica, sino que complementa el
pensamiento del estudiante” (Moreno Armella, 2002, p. 85). Entretanto, un instrumento es una herramienta
cuyo uso sostenido desarrolla funciones diferentes a las inicialmente disefiadas y contribuye en la generacién
de cambios de estrategias de solucién de problemas y de resignificacion en el planteamiento de los mismos.
En otras palabras, es el sujeto o usuario del DGE quien adapta la herramienta a si mismo.

En consonancia con lo anterior, el uso de una herramienta facilita la amplificacion de lo que inicialmente
podria pasar desapercibido. Al igual que una lupa, esta herramienta permite examinar en detalle lo que
se observa a una escala diferente. Por otro lado, el instrumento propicia una reorganizacién cognitiva,
i.e., permite percibir lo que seria imposible sin la ayuda de la herramienta, evocando la imagen de un
microscopio, que brinda acceso a un nivel de realidad mas profundo y a un conocimiento mas amplio
(Moreno Armella, 2002).

La geometria dindmica emergente de los entornos computacionales brinda al usuario una realidad
matematica en la que los conceptos y construcciones abstractos pueden cosificarse visualmente (Baccaglini-
Frank & Mariotti, 2010; Lopez-Real & Leung, 2006). En este sentido, los objetos geométricos se convierten
en entidades que un solucionador puede observar y transformar figurativamente. Mds aidin, proporcionan
dominios epistémicos, pues el movimiento, la variacion y la retroalimentacion visual pueden guiar la
identificacion de las propiedades geométricas de las figuras (Leung et al., 2013).
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Los ambientes de geometria dinamica ayudan a crear situaciones de aprendizaje en las que los
estudiantes pueden interactuar de multiples maneras con las propiedades matematicas de los objetos a
través de representaciones semidticas ejecutables, mas comodamente que en el entorno del lapiz y el
papel (Marrades & Gutiérrez, 2000).

El software GeoGebra, por ejemplo, se caracteriza por trabajar con sistemas matematicos, en este caso
un sistema geométrico conformado por objetos (puntos, rectas y poligonos), operaciones (construcciones
con regla y compas), transformaciones isométricas en el plano y relaciones (paralelismo, pertenencia y
perpendicularidad). También cuenta con una fenomenologia propia, que emerge del ambiente dinamico.
Los fendmenos que ocurren en la pantalla son el arrastre, el lugar geométrico y la animacién, lo que
permite ver el proceso de construccion de los objetos geométricos a través del movimiento.

El arrastre (dragging)

En un DGCE, la accién que se logra al utilizar el ratén (mouse) del computador para mover un objeto del
programa en diferentes direcciones y a diferentes lugares de la pantalla se conoce como arrastre o dragging.
El arrastre permite conservar las relaciones geométricas implicitas en la configuracién inicial. De esta manera,
la naturaleza de las figuras que se hacen en un DGE dista de las de un dibujo hecho a lapiz y papel.

En los entornos de geometria dindmica coexisten dominios de tipo estructural, propios del software,
y de tipo fenomenoldgico. En el primero de estos, un conjunto de objetos base (linea, punto) y las
operaciones que se realizan sobre ellos permiten la operacién formal del micro-mundo computacional. El
segundo vincula los objetos y las operaciones con los fenémenos que se visualizan (e.g., el arrastre). Este
Gltimo dominio permite una discriminacién en relacién con las acciones y decisiones que puede tomar un
estudiante o un usuario durante el proceso de exploracion del micro-mundo computacional.

El arrastre ha sido un elemento fundamental para las investigaciones interesadas en vincular la
tecnologia computacional a la clase de matematicas, y se ha tipificado segiin su uso y objetivo de estudio.
En la literatura (Arzarello et al., 2002; Baccaglini-Frank y Mariotti, 2010; Bonelo et al., 2022; Lépez-Real
& Leung, 2006) se ha clasificado el uso del arrastre en distintas modalidades, por ejemplo: errante, de
mantenimiento, rastro activado y prueba de arrastre (Baccaglini-Frank & Mariotti, 2010).

El arrastre es considerado en la literatura como un instrumento cognitivo emergente del micro-mundo
computacional que ofrecen los DGE y como una poderosa herramienta dindmica para la adquisicién de
conocimiento (Lépez-Real & Leung, 2006), pues un usuario podria interactuar con las representaciones
semidticas de los objetos matemdticos y asi experimentar la realidad matematica virtual de las mismas.

Se ha podido configurar el uso del arrastre como un modelo que describe algunos procesos cognitivos
que pueden ocurrir durante la produccién de conjeturas en geometria dindmica y que parecen estar
relacionados con modalidades de arrastre especificas (Baccaglini-Frank & Mariotti, 2010).

Macro-construccion

Por defecto, los DGE incluyen herramientas para proyectar en la pantalla nuevos objetos geométricos,
generales o de accién. Particularmente en GeoGebra se permite la creacién de herramientas propias,
que posteriormente pueden emplearse como las del repertorio original e incluso establecerse como un
comando mds en la barra de entrada. A estas nuevas herramientas se les conoce con el nombre de macro-
construcciones, pues aluden a la ‘construccién de construcciones’ o a la programacion de la construccién
de un objeto (Benitez Mojica & Santos-Trigo, 2006).
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Desde una construccién existente se pueden crear herramientas propias, y para ello hay que tener en
cuenta las variables dependientes e independientes en la construccién de un objeto, i.e., los objetos de
entrada y salida de la programacion deseada.

La construccion de conjeturas en DGE

La construccion de conjeturas ha sido tratada desde distintas perspectivas en cuanto a contextos y
tipologia (Canadas et al., 2008; Leung & Bolite-Frant, 2015). Algunos autores asumen la conjetura como
una declaracion aparentemente razonable, pero cuya verdad no se ha establecido, i.e., no se ha justificado
de manera convincente. Por otra parte Mason et al. (2010) tratan de ubicar la conjetura en un estado no
terminado en el paso inmediatamente anterior a la demostracion. Esto, debido a que, después de lograr
dicha demostracion, el estado es terminado y la conjetura asume el papel de teorema. Baccaglini-Frank y
Mariotti (2010) definen la conjetura como un enunciado condicional, dado que su construccion se da por
una premisa que precede a una conclusién.

Construir una conjetura no es trivial, ya sea usando un software o la mente humana. Para ello se precisa
un adecuado uso y una comprension de la I6gica matematica, como lo sugieren Samper et al. (2010). Por
tanto, la conjeturacion se convierte en una de las mdltiples formas de aprender y ensefiar matematicas,
pues en ella se vislumbran elementos del conjeturador que surgen en el camino a la conjetura, como lo
son los procesos cognitivos, las formas argumentativas, los registros de representacion, las estructuras y
los elementos de control.

Por otra parte, se han realizado investigaciones sobre la produccion y/o lo construccion de conjeturas
en contextos especificos, como es el caso de la geometria dinamica (Arzarello et al., 1998; Baccaglini-
Frank, 2019; Leung et al., 2013) y el de la resolucién de problemas (Baccaglini-Frank, 2019; Benitez
Mojica & Santos-Trigo, 2006; Miragliotta & Baccaglini-Frank, 2017).

METODOLOGIA
Naturaleza y estrategia de la investigacion

Esta es una investigacion cualitativa en el ambito de la educacion matemadtica, fundamentada en los
principios de la investigacién basada en diseno, segln lo propuesto por Cobb et al. (2017), de Benito
Crosetti y Salinas Ibdfez (2016) y Romero Lépez y de Benito Crosetti (2020). La estrategia investigativa
adoptada sigue un enfoque en primera persona, como sugiere Camargo Uribe (2019). Este enfoque
implica el estudio directo de un fenémeno investigativo, accedido por sus participantes, con el propésito
de capturar y profundizar en los detalles mas significativos.

Esto implica que el investigador se convierte en sujeto de su propia investigacion, involucrandose en
el proceso de recoleccion y andlisis de datos desde su propia perspectiva y experiencia. Al adoptar esta
estrategia, el investigador busca explorar y comprender sus propias experiencias en relacién con el objeto
de estudio, lo que puede ayudar a revelar informacion y perspectivas nuevas y Gnicas.

De igual manera, esta metodologia promueve la reflexion critica sobre el proceso de investigacion y
sobre la propia posicion del investigador en relacion con el objeto de estudio. Al involucrarse de manera
personal en el proceso de investigacién, el investigador puede comprender mejor las complejidades y
matices del objeto de estudio, asi como los efectos que su propia posicion y perspectiva puedan tener en
los resultados de la investigacion.

Revista Cientifica s ISSN 0124-2253 » e-ISSN 2344-8350  enero-abril 2024 » Bogotd-Colombia ¢ N. 49(1) ® pp. 44-61
[48]



Un nuevo teorema geométrico y su aplicacién en la construccién de conjeturas a través de un ambiente de geometria dindmica

BONELO-AYALA, Y., BENiTEZ-Mojica, D. Y MuRoz-Posso, ).

El objetivo de esta investigacion es presentar una actividad que permita la construccion de conjeturas
y su formalizacién para su uso en estudios futuros o como una guia en practicas pedagogicas.

Este trabajo presenta un nuevo resultado geométrico, el proceso de construccién de una conjetura,
su prueba y su extensién. Para ello, se utiliz6 el DGE GeoGebra. Se vinculan como elementos guia
los resultados de la investigacion de Benitez Mojica vy Santos-Trigo (2006), que describe una secuencia
instruccional en la construccién de conjeturas geométricas mediante un DGE, en aras de brindar orientacion
desde la resolucion de problemas.

Esta secuencia permite la identificacién de invariantes y propiedades emergentes durante el proceso de
configuracion de las conjeturas y estd estructurada en cinco etapas clave:

[ Identificacién visual de la conjetura

[l. Puesta a prueba de la conjetura (prueba de arrastre)

[1l. Construccion de una macro para la verificacién de la conjetura

IV. Cuantificacién y verificacion de propiedades para detectar patrones

V. Presentacion de argumentos formales para la comprobacién de la conjetura

El desarrollo de cada etapa se concreté como actividad de investigacion. Se inicié con la presentacién de
un problema vy las interrogantes a su alrededor, i.e., la colinealidad de los baricentros de un triangulo. Esta
conjetura surgié como resultado de la construccion de una configuracion inicial durante las exploraciones
propias de uno de los autores de este articulo, después de usar reflexiones axiales de los lados de un tridngulo
y preguntandose por las propiedades que se obtienen con los puntos notables del tridngulo. Después de
aplicar la secuencia instruccional mencionada anteriormente, la conjetura fue reafirmada por dos de los
autores y extendida a la generalizacion en el contexto de un paralelogramo. Subsecuentemente, el tercer
autor, con formacién en matematicas, demostr6 los resultados. Esta demostracién fue posteriormente
presentada en diversos cursos y seminarios.

ACTIVIDAD DE INVESTIGACION

Se plantea un problema geométrico, con el objetivo de formular una conjetura. La idea es explorar las
propiedades y relaciones entre los elementos que conforman la configuracion inicial.

Formulacion del problema. Sea ABC un tridngulo y sea m una recta cualquiera. Se trazan los puntos
AB"y C’, simétricos axiales de A, B'y C respectivamente, con respecto a la recta m. Se trazan los tridngulos
ABC’, ACB” y CBA". Se construyen los baricentros P, P", P”"y P”"" de los tridngulos ABC, CBA", ACB” y
ABC’ respectivamente, como se muestra en la Figura 1.

m

Figura 1. Baricentros del triangulo inicial y tridngulos simétricos.
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Por lo tanto, se plantea la siguiente pregunta: ;qué propiedades o relaciones se pueden formular sobre
los baricentros P P, Py P”¢

Identificacion visual de la conjetura. Una importante caracteristica de GeoGebra es que se pueden
hacer construcciones con precision. Esto resulta en visualizaciones adecuadas de las posibles relaciones
entre objetos geométricos, las cuales constituyen el germen de una conjetura. Para el caso particular del
problema de estudio, se elaboran un triangulo ABC y una macro-construccion que genera su baricentro.
Se trazan los baricentros P, P", Py P”"" de los triangulos ABC, CBA", ACB” y ABC". Una vez hechos los
trazos, se observa que los cuatro baricentros dan la apariencia de estar alineados, por lo cual se traza una
recta por dos de ellos.

i

Figura 2. Colinealidad de los baricentros

Prueba del arrastre. El dinamismo del ambiente GeoGebra permite verificar si la conjetura falla o se
mantiene dentro de una familia de objetos isomérficos. En este caso, se exploré la validez de la conjetura
para una familia de tridngulos mediante el arrastre.

La prueba del arrastre es recurrente en sistemas de geometria dindmica como GeoGebra. Cuando se
dice que los objetos geométricos son isomorficos seglin la prueba de arrastre, se hace referencia a que,
al manipular o arrastrar los puntos o elementos geométricos en la interfaz del software, las propiedades
esenciales bajo las cuales fue construida la figura o el objeto se mantienen constantes.

En otras palabras, si dos figuras son isomorficas bajo la prueba del arrastre, esto significa que, al mover,
girar o transformar una figura en otra mediante manipulaciones directas en la interfaz y sin cambiar sus
propiedades geométricas fundamentales, la esencia de la figura original se mantiene. Esto proporciona
una manera dinamica de explorar y comprender las relaciones entre objetos geométricos al interactuar
con ellos en tiempo real.

La capacidad de preservar propiedades esenciales durante la manipulacion es lo que hace que dos
objetos sean considerados isomorficos bajo la prueba del arrastre en un sistema de geometria dindmica.
Este enfoque facilita el estudio y la comprensién de conceptos geométricos al permitir a los usuarios
experimentar con las formas y sus relaciones de manera interactiva.

Durante la prueba de arrastre, se encontraron dos aspectos relevantes en la construccién de la conjetura:
(i) que la colinealidad de los baricentros se mantiene en los casos explorados y (ii) que la recta de los
baricentros parece ser perpendicular con la recta m.
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Figura 3. Prueba de arrastre

Cuantificar y verificar las propiedades de objetos matematicos. Hasta este momento, en nuestra
exploracién muestra un germen de conjetura que emerge de la visualizacion. La idea es realizar un
conjunto de medidas y pruebas para verificar propiedades. Con el software, es facil cuantificar atributos
(pendientes, angulos, relaciones entre objetos, etc.) de la figura y observar si la conjetura se mantiene
desde otro registro de representacion. Para este caso particular, se tomaron las siguientes medidas y se
verificaron las siguientes propiedades:

[.  Setraz6 unarecta por Py P"y otra por Py P”". Posteriormente, se midieron las pendientes de estas dos
rectas y se confirmé que eran iguales.

[l. Se utiliz6 la opcidn de verificacion de propiedades entre Py la recta que pasa por Py P”". El software
report6 que el punto P”" pertenecia a la recta.

[1l. Se midi6 el angulo entre la recta m y la recta de los baricentros. El angulo siempre era de 90°.

IV. Se utiliz6 la opcién de verificacion de propiedades para las dos rectas. GeoGebra reporté que las dos
rectas eran perpendiculares.

Formulacion de la conjetura emergente. Sea ABC un tridngulo y sea m una recta cualquiera. Se trazan
los puntos A%, By C”, simétricos axiales de A, B y C respectivamente, con respecto a la recta m. Se trazan
los triangulos ABC”, ACB”y CBA". construimos los baricentros P, P, P”"y P”"" de los triangulos ABC, CBA”,
ACB”y ABC’, respectivamente, como en la Figura 4.

Figura 4. Perpendicularidad entre las rectas
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Entonces:

[.  Los baricentros P, P", P”"y P”"" de los tridngulos ABC, CBA”, ACB” y ABC, estan alineados.
[l. La recta que contiene los cuatro baricentros es perpendicular a la recta m.

Construccion de una macro

Dado un conjunto de objetos iniciales, se elaboré un conjunto de trazos geométricos hasta obtener los
objetos finales. Para cada conjunto de objetos iniciales, un programa o funcién computacional (denominada
macro-construccion) entrega un Gnico conjunto de objetos finales. Para este caso particular, se construy6
una macro con las siguientes caracteristicas:

I. Objetos iniciales: el triangulo ABC y la recta m.

Il. Proceso: construir los simétricos axiales de A, B'y C con respecto a m. Se trazan los triangulos ABC,
ACB”y CBA". Se construyen los baricentros P, P", P”"y P”"" de los triangulos ABC, CBA", ACB”y ABC”
respectivamente.

I1l. Objetos finales: los baricentros P, P*, P”"y P””, la recta que pasa por estos baricentros y el angulo entre
la recta my la recta que pasa por los baricentros.

En la pantalla de GeoGebra, se observé que, cada vez que se le aplica la macro al tridngulo ABCy a la
recta m, los objetos finales y la configuracion son los siguientes:

Figura 5. Configuracion de la macro-construccion

Argumentaci6n formal

Sea ABC un tridngulo y m una recta arbitraria. Sean A", B' y C' reflexiones axiales de A, B'y C sobre m
respectivamente. Se quiere probar que los baricentros de los triangulos ABC, A'BC, AB'C y ABC' estan
alineados y que la recta que los contiene es perpendicular a la recta m.
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Figura 6. /deas basicas para construir la prueba formal

Se probara, ademas, que la recta que contiene el baricentro del triangulo ABC y contiene al baricentro
de A'BC es perpendicular a m. Lo anterior es suficiente debido a la unicidad de dicha recta perpendicular.
Se podria cambiar A'BC por AB’C y ABC'.

m

‘\ :

Figura 7. Unicidad de la recta pe:rpendicular

Se denotan con Py P' los baricentros de ABC y A'BC respectivamente. Sean D y E los puntos medios
de los segmentos AC y A'C respectivamente. Por la definicion del punto A', se tiene que el segmento AA'
es perpendicular a la recta m. Considerando el tridngulo AB'C, recordando que D y E son puntos medios
de ACy A'Cy por el teorema de Tales, se sigue que la recta que pasa por D y E es paralela a la que pasa
por Ay A'. Por tanto, DE es perpendicular a m.

Sean Py P' los baricentros de los triangulos ABC y A'BC. Por la definicién del baricentro de un triangulo,
se tiene que Py P' son los puntos sobre los segmentos BD y BE respectivamente. Para estos baricentros, PB
y P'B miden dos tercios de los segmentos DB y BE. De nuevo, por el teorema de Tales en el triangulo DEB
y la proporcion entre sus lados, se sigue que la recta que pasa por Py P' es paralela a la recta que pasa por
Dy E. Dado que esta Gltima es perpendicular a m, se sigue que la recta que pasa por P y P' también lo es,
que es lo que se queria probar.
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m

Figura 8. Analogia del razonamiento

Ahora bien, se puede hacer un razonamiento andlogo para los baricentros de los triangulos ABC' y
AB'C. De aqui se desprende que las rectas PP*, PP”"y P P”"" son perpendiculares a m. Sin embargo, por el
punto P puede trazarse una sola recta perpendicular a m. Por lo tanto, se puede concluir que:

a. Los baricentros P, P*, Py P””" de los cuatro tridngulos, estan alineados.
b. La recta que contiene los cuatro baricentros es perpendicular a la recta m.

Extension: el caso de los cuadrilateros

El teorema de alineacién de baricentros presentado anteriormente no funciona para otros puntos notables
de un triangulo (incentro, circuncentro y ortocentro). Sin embargo, se puede extender este resultado a los
baricentros de un cuadrilatero. Para tal fin, se puede considerar ABCD como un cuadrildtero cualquiera.
Sean P, Q, Ry S los puntos medios de los lados de ABCD. El cuadrilatero PQRS es un paralelogramo. El
centro | del cuadrilatero EFGH se toma como centro de ABCD.

Figura 9. En busqueda de una extension
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Sean ABCD un cuadrilatero y m una recta arbitraria. Sean A', B', C' y D' reflexiones axiales de A, B, C
y D sobre m. Se probara que los centros |, I, 1,, I, e I, de los cuadrilateros ABCD, A'BCD, AB'DC, ABC'D y

3

ABCD' estan alineados y que la recta que los contiene es perpendicular a la recta m.

Figura 10. Colinealidad de los baricentros

Se probara que la recta que contiene el centro |, del cuadrilatero inicial y el centro I, de A'BCD es
perpendicular a m. Lo anterior es suficiente debido a la unicidad de dicha recta perpendicular, se podria
cambiar A'BCD por AB’'DC, ABC'D y ABCD".

Figura 11. Perpendicularidad de las rectas

Se denotan con |, e | los centros de ABCD y A'BCD respectivamente. Sean E, F y G los puntos medios
de los segmentos AD, A'D y BC. Se traza el triangulo AA'D.
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Figura 12. Ideas basicas para la prueba formal

Por la definicién del punto A', se tiene que el segmento AA' es perpendicular a la recta m. Considerando
el triangulo AA'D, recordando que E y F son puntos medios de A'D y A'D y por el teorema de Tales, se sigue
que la recta que pasa por E y F es paralela a la que pasa por Ay A'. Por tanto, EF es perpendicular a m.

Figura 13. Aplicacion del teorema de Tales

Es preciso recordar que |,y | son los centros de ABCD y A'BCD, por lo que son los puntos medios de
los segmentos EG y FG respectivamente. Por el teorema de Tales, en el tridngulo EFG, la recta que pasa
por Py P' es paralela a la que pasa por E y F. Dado que esta tGltima es perpendicular a m, se sigue que la
recta que pasa por |, y | también lo es, que es lo que se queria probar.
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Figura 14. Paralelismo y perpendicularidad

De manera andloga, se puede demostrar que las rectas | |,, I, e 1|, son perpendiculares a m. Por otra
parte, por un punto exterior a una recta, se puede trazar una y solo una perpendicular. Esto implica que

los puntos lo, 11, I2, I3 e |4 estan alineados.

Figura 15. Analogia del razonamiento

Los hallazgos reportados en esta investigacion involucran distintas miradas en cuanto a la educacion
matematica. Una de ellas es el vinculo entre la tecnologia computacional y la resolucién de problemas,
la generacion de conjeturas y los procesos emergentes como formas de razonamiento matematico, lo cual
se detalla en el desarrollo de la actividad instrumentada (Monroy, 2023).
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En el analisis de la construccion de una conjetura geométrica, y mas especificamente en la exploracion
de la ensenanza de dicho proceso utilizando DGE, se evidencian estructuras de control que influyen de
manera determinante en el pensamiento del conjeturador. Estas estructuras de control estan estrechamente
vinculadas a las decisiones tomadas para llevar a cabo la tarea mencionada, asi como a los elementos que
podrian influir en el disefo de actividades destinadas a fomentar la conjeturacién. Entre estos elementos
se destacan los procesos cognitivos subyacentes a la actividad geométrica, tales como la visualizacion,
el razonamiento y la construccién. La interrelacion entre estructuras de control y procesos cognitivos
proporciona un marco integral para comprender y potenciar la capacidad de conjeturar en el ambito de
la geometria.

Adicionalmente, un elemento clave en la estructura de control son las operaciones cognitivas que
emergen durante la actividad estudiada. A continuacion, se presentan las operaciones detalladas en la
exploracion.

Tabla 1. Operaciones visuales dindmicas

Operacién sobre la figura Caracterizacién

Trazos auxiliares 1 Trazar rectas

Trazos auxiliares 2 Trazar puntos de interseccién

Arrastre intencionado por dependencia Mover rectas y puntos

Unir puntos de interseccién con lineas Trazar rectas y/o segmentos

Medida de longitud entre puntos Medir longitud de segmentos entre puntos de interseccion

Superposicién entre puntos mediante el

Unir puntos mediante el arrastre
arrastre

Medida de dngulos Medir el angulo formado entre rectas

Arrastre intencionado en variacion de la

, p Arrastrar puntos vértice y lineas rectas
medida de angulos p Y

Construir una nueva herramienta que programa los puntos notables de

Macro-construccién S
cualquier triangulo

Uso de hoja de calculo Corroborar patrones (proporcional, correlacional)

Corroborar el tipo de vinculo entre dos elementos (pertenencia,

Relacion perpendicularidad, paralelismo)

Una operacién visual es un tipo de operacién cognitiva que se lleva a cabo en el proceso de comprension
y manipulacién de figuras geométricas. Estas operaciones se centran en la interpretacion y la modificacién
de las caracteristicas visuales de las figuras, como lo son su forma, posicién, tamano y orientacion.

Las operaciones visuales permiten a los individuos realizar transformaciones mentales en las figuras,
lo que les brinda la capacidad de visualizar y comprender las relaciones espaciales y geométricas entre
los elementos. Al realizar estas operaciones visuales, los individuos pueden explorar las diferentes
configuraciones de las figuras, compararlas y establecer conexiones entre ellas.

Estas operaciones fueron identificadas de acuerdo con el patrén de los datos. Con el uso continuo del
DGE, fueron emergiendo unas mas que otras como parte del proceso de conjeturacion, pero en esencia

Revista Cientifica s ISSN 0124-2253 » e-ISSN 2344-8350  enero-abril 2024 » Bogotd-Colombia ¢ N. 49(1) ® pp. 44-61
[58]



Un nuevo teorema geométrico y su aplicacién en la construccién de conjeturas a través de un ambiente de geometria dindmica

BONELO-AYALA, Y., BENiTEZ-Mojica, D. Y MuRoz-Posso, ).

permitieron materializar lo que se deseaba hacer con la configuracion inicial, realizando modificaciones
que permitieran llegar a una corroboracion o a un posible resultado.

Dado su caracter dindmico, estas operaciones permitieron establecer relaciones entre los elementos de
la figura. Una, por ejemplo, fue la de superposicion de puntos mediante el arrastre (Figura 16).

Figura 16. Superposicion de puntos

CONCLUSIONES

Esta investigacion establece una posible ruta para la construccién y el seguimiento de una conjetura en un
DGE, reconociendo las implicaciones de estos entornos en el proceso de conjeturacion, que involucran la
visualizacién activa y el reconocimiento de las pseudo-realidades que genera el movimiento.

Se presenta un nuevo teorema geométrico que involucra baricentros de triangulos, el cual fue construido
directamente en un DGE, en aras de que un estudiante pueda ser guiado a establecer conjeturas a través
de la exploracién de estas herramientas.

El mismo DGE facilité la extension de dicho resultado a cuadrilateros, que se visualizaron a través de
elementos constitutivos como el arrastre y la programacion de macro-construcciones.

Se suministran las demostraciones matematicas de los nuevos resultados, y se hace reconocimiento de
la herramienta cognitiva de arrastre que ofrece el DGE, cuyo uso se ha documentado como determinante
en el discernimiento de invariantes y en la conduccién al razonamiento matemdtico, especialmente en el
proceso de generacion de conjeturas en geometria.

La exploracion del problema planteado abre las puertas a otras investigaciones en el campo de la
educaciéon matematica que disefien e implementen actividades de aprendizaje similares para su
integracién en un curso de geometria euclidiana. Este enfoque no solo busca ofrecer nuevo contenido,
sino también propiciar un cambio de paradigma en la introduccion de tecnologias emergentes en la
educacién matemdtica. Al asignar a los estudiantes un papel central en la comunicacién, la formulacién
de conjeturas y la reflexién sobre su proceso de aprendizaje en geometria, se aspira a cultivar un ambiente
de aprendizaje participativo que contribuya al desarrollo de los procesos centrales del pensamiento
matematico. Es esencial destacar que el verdadero impacto de esta integracion tecnolégica no radica
Gnicamente en la herramienta computacional, sino en la sinergia arménica de diversos componentes,
incluyendo la diddctica, la historia, el lenguaje, la filosofia y la epistemologia de las matemdticas, en
entornos educativos que trasciendan a los métodos tradicionales basados en lapiz y papel.
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Se han explorado resultados similares para los ortocentros, circuncentros e incentros, pero no hay
colinealidad. En los lugares geométricos que dejan estos puntos, no se han encontrado regularidades. Se
han realizado otras exploraciones geométricas mediante extensiones y generalizaciones, lo cual puede
dar continuidad al trabajo en esta linea de investigacion.
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