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Resumen

En este articulo se presenta un modelo matematico para la dindmica del VIH/SIDA que incluye inmigracién y
trasmision vertical, diagnéstico y terapia antirretroviral (TAR). El modelo considera cinco grupos de poblacién:
individuos susceptibles, individuos infectados no diagnosticados, individuos diagnosticados con SIDA, individuos
diagnosticados con infeccién no detectable e individuos diagnosticados con infeccion detectable. Posteriormente,
se analiza el modelo sin inmigracion y trasmision vertical. Para ambos modelos, se determinan los puntos de
equilibrio y la estabilidad global. Las simulaciones numéricas respaldan los resultados teéricos, ilustrando el
impacto del TAR en el control de la propagacién del VIH. Los hallazgos refuerzan la importancia del diagnéstico
temprano y la adherencia al TAR, asi como disminuir las tasas de migracion y transmisién vertical para reducir la
transmision y mejorar la expectativa de vida.
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ORTEGA, J. A., CERON, M. O. Yy MONDRAGON, E. I.

Abstract

This work presents a mathematical model for the dynamics of HIV/AIDS with immigration and vertical transmission,
diagnosis, and antiretroviral therapy (ART). The model considers five population groups: susceptible individuals,
undiagnosed infected individuals, individuals diagnosed with AIDS, diagnosed individuals with an undetectable
infection, and diagnosed individuals with a detectable infection. Afterwards, the model without immigration and
vertical transmission is analyzed. For both models, the equilibrium points and global stability are determined.
Numerical simulations support the theoretical results, illustrating the impact of ART in controlling the spread of
HIV. The findings reinforce the importance of early diagnosis and adherence to ART, as well as the importance of
decreasing migration and vertical transmission rates in order to reduce transmission and improve life expectancy.
Keywords: global stability, antiretroviral therapy, immigration, HIV/AIDS

Resumo

Este artigo apresenta um modelo matematico para a dinamica do HIV/AIDS que inclui imigragdo e transmissao vertical,
diagnéstico e terapia antirretroviral (TAR). O modelo considera cinco grupos populacionais: individuos suscetiveis,
individuos infectados ndo diagnosticados, individuos diagnosticados com AIDS, individuos diagnosticados com
infecdo ndo detectavel e individuos diagnosticados com infecao detectavel. Posteriormente, analisa-se o modelo
sem imigracdo e transmissao vertical. Para ambos os modelos, os pontos de equilibrio e a estabilidade global sao
determinados. As simulagdes numéricas apoiam os resultados tedricos, ilustrando o impacto da TAR no controle
da disseminagdo do HIV. As descobertas reforcam a importancia do diagnéstico precoce e da adesao a TAR, bem
como a importancia de diminuir as taxas de migracdo e transmissdo vertical para reduzir a transmissao e melhorar
a expectativa de vida.

Palavras-chaves: estabilidade global, terapia antirretroviral, imigragao, HIV/AIDS

INTRODUCCION

El sindrome de inmunodeficiencia humana (SIDA) es la consecuencia de la infeccion causada por el por
virus de inmunodeficiencia humana (VIH). Segln datos de UNAIDS, en el afo 2024 habia 40.8 millones
de personas viviendo conVIH, de las cuales 39.4 millones eran adultos (mayores de 15 afnos) y 1.4 millones
eran menores—el 53 % de todas las personas infectadas eran mujeres. 87 % de estas personas conocian
su estado, y alrededor de 5.3 millones de personas lo desconocian, aumentando los indices de contagio
de personas susceptibles. El VIH ataca principalmente a las células inmunolégicas CD4+, responsables de
proteger al cuerpo de posibles infecciones. Asi, una persona con SIDA puede morir a causa de un simple
resfriado, lo que en la actualidad puede ser tratado y controlado eficazmente sin la presencia del virus.
El tratamiento mas efectivo para el VIH se llama tratamiento antirretroviral (TAR), y su objetivo es
disminuir la morbilidad y la mortalidad asociadas al SIDA. Este tratamiento es un conjunto de tres farmacos
conocido como triple coctel, que actian para mantener la carga viral del paciente en niveles indetectables
(Tuladhar, 2018). La expectativa de vida de un individuo con VIH ha incrementado desde que aparecio la
TAR: un paciente no tratado tiene una expectativa de vida de ocho a diez afios, mientras que una persona
con buena adherencia a la TAR es muy similar a una persona sana, dependiendo de varios aspectos como
el diagnéstico temprano, el inicio del tratamiento y el conteo de células CD4+, entre otros (Nakagawa et
al., 2013). Sin duda, una de las ventajas de un tratamiento con buena adherencia es la indetectabilidad,
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que puede interpretarse como intransmisibilidad, recalcando que la primera se alcanza aproximadamente
después de cuatro meses de iniciado el tratamiento (PCDT, 2018).

El objetivo de este estudio es formular un modelo matematico basado en ecuaciones diferenciales que
evalta los efectos de la TAR y las tasas de diagndstico, inmigracion y transmisién vertical en la dispersion
del VIH.

PLANTEAMIENTO DEL MODELO

En el modelo matemdtico se consideran cinco poblaciones: los individuos susceptibles (S), la poblacién
de infectados no diagnosticados (I,), las personas diagnosticadas con SIDA (4) y dos poblaciones de
individuos infectados: los que han alcanzado la indetectabilidad (Ix2) y los que no (I1). La indetectabilidad
es importante, pues en este estado no se transmite la enfermedad (HIV.gov, 2025).

Respecto a las nuevas infecciones, los infectados diagnosticados con SIDA no deberian afectar las tasas
de transmision, asumiendo que estas personas conocen su estado y se cuidan de transmitir la enfermedad,
evitando el contacto sexual y sometiéndose a la TAR. A pesar de estar diagnosticados con SIDA, estos
individuos aln pueden alcanzar la indetectabilidad (HIV.gov, 2025). Cabe anadir que, en Colombia, la
TAR es muy accesible (CAC, 2025). Por otra parte, los infectados indetectables tampoco afectan las tasas
de transmisién, pues esta condicién implica intrasmisibilidad. Asi, los individuos S pueden ser infectados
por los Iy los Ikl a las tasas de transmisién By y P2 respectivamente. En estas tasas se considera el
promedio de contactos sexuales por unidad de tiempo y la probabilidad de transmision en cada en cada
encuentro, i.e., f; = ¢; *p;, donde €; es el promedio de contactos sexuales y p; es la probabilidad de
contagio (Boily, 2009). También se incluye una razén de entrada de nuevos susceptibles (4;), relacionada
con los nacimientos y la inmigracién, y una tasa de mortalidad natural (41) en la poblacién estudiada.

La poblacién de infectados no diagnosticados influye en la transmisién de la enfermedad, pero se
considera que esta proporcién estd incluida en I y no en la poblacién de pacientes diagnosticados con
SIDA (4). Se introduce una tasa de diagndstico (@) que corresponde al inverso del tiempo promedio que
transcurre entre la infeccién y la deteccién clinica (UNAIDS, 2024), una razén de entrada de inmigracion
o nacimientos de nuevos infectados (transmisién vertical, 4;) y una tasa de mortalidad natural y por la
enfermedad (i42).

Una vez el infectado recibe su diagnéstico, debe someterse a la TAR. Cuando inicia el tratamiento, este
individuo no es indetectable, por lo que sigue transmitiendo la enfermedad. Si la persona no indetectable
es prevalente en la TAR, la indetectabilidad se logra entre los cuatro y los seis meses (UNAIDS, 2024). Sin
embargo, una vez se alcanza la indetectabilidad, debe haber una buena adherencia al tratamiento para
conservarla. En vista de lo anterior, nuestro modelo matemdtico considera una tasa de adquisicion de la
indetectabilidad (a2), que describe el tiempo requerido para que una persona diagnosticada y sometida
a TAR alcance la supresién viral, asi como una tasa de pérdida de la misma (a3) cuando se suspende la
TAR (PCDT, 2018). Ademads, para la poblacion de infectados no indetectables, se considera una razéon de
entrada de inmigracion y nacimientos de nuevos infectados (42) y una tasa de mortalidad natural y por la
enfermedad (¢3). En la poblacién de infectados indetectables también se considera la mortalidad natural
y por la enfermedad (s).

Finalmente, suponemos que los pardmetros A y 43 son mayores que 0, pues representan inmigracion.
El modelo matematico esta representado en el siguiente diagrama de flujo:
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Figura 1. Diagrama de flujo del modelo para VIH/SIDA

S=—8[B1-Ia+ P2 L] — p1S + M\
La=S-[B1-Ia+B2Iia] —anla — pala —mla+ X
Iy = 0a1la — agliy + aglro — pu3lpr — volpr + A3
I};-.Q = gl — azlyo — pialypa

A=~1Ia+ 20k — pusA

Es importante tener en cuenta el conjunto de interés bioldgico, i.e., el conjunto formado por todos

2 ={(8,1a.I11,I}2,A) €R3: §>0,14>0,I;; >0,L;>0,A>0}

Las poblaciones y las tasas del modelo se resumen en las Tablas 1 y 2 respectivamente:
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los valores posibles de las variables del modelo que son biolégicamente viables, o aquellos en los que
todas las poblaciones son no negativas y permanecen acotadas en el tiempo. Este conjunto contiene todas
las soluciones del sistema que tienen sentido desde el punto de vista epidemiolégico, y es un dominio
positivamente invariante, ya que cualquier solucién que empieza dentro de él permanece en él para todo
t =0, (Martcheva, 2015). En el caso de este modelo matemdtico, este conjunto es:
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Tabla 1. Poblaciones del modelo

Poblacién Definicion

S Poblacién de susceptibles

IA Infectados sin didgnostico

Ikl Diagnosticados no indetectables
IRZ Diagnosticados indetectables

A Individuos diagnosticados con SIDA

Tabla 2. Pardmetros del modelo

Pardmetro Definicién
By Tasa de contagio de los infectados sin diagnéstico
i Tasa de contagio de los infectados no indetectables
aq Tasa de diagnéstico
a, Tasa de adquisicién de la indetectabilidad
as Tasa de pérdida de la indetectabilidad
i Tasa de mortalidad natural
Us Tasa de mortalidad natural y mortalidad por la enfermedad
Us Tasa de mortalidad natural y mortalidad por la enfermedad
Uy Tasa de mortalidad natural y mortalidad por la enfermedad
Us Tasa de mortalidad natural y mortalidad por la enfermedad
A4 Razén de entrada de nuevos susceptibles
Ay Razoén de entrada de inmigracién de los infectados sin diagnéstico
A3 Razén de entrada de inmigracién de los infectados sin indetectabilidad
Y1 Tasa de diagnéstico del SIDA de los infectados sin diagnéstico
Y2 Tasa de adquisicion del SIDA de los infectados sin supresién viral

En las Tablas 3 y 4 se resumen algunos valores utilizados en las simulaciones numéricas, donde las
semanas se toman como unidad de tiempo para las tasas. En la columna Fuente se muestran las fuentes
bibliograficas de los datos para los valores de la columna A. Los datos que no surgieron de estas fuentes
son una estimacion propia (EP), i.e., son valores que se deducen de distintas fuentes de informacion
disponibles en Internet—este es el caso para las tasas ¥1 y V2. En las columnas B, C, D, E, F, Gy H
se modificaron ligeramente los datos para llevar a cabo las simulaciones. Las diferencias principales se
observan en la tasa de diagndstico (1), la perdida de la indetectabilidad (a3) y los valores de 4 y 43.
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Tabla 3. Pardmetros usados en las simulaciones

Parametro Fuente Valor A Valor B Valor C Valor D
(Ortega, Cerén,
By & Mondragén, 1-10-7 1-10-7 1-10-7 1-10-7
2023)
(Ortega, Cerén,
B & Mondragén, 5.8-107° 58-107° 5.8-107° 58-107°
2023)
(Ortega, Ceron,
aq & Mondragén, 4.6-102 46-102 98-102 9.8-102
2023)
(1) (CAC, 2025) 0.729 0.729 0.729 0.729
(1 (CAC, 2025) 0.2703 0.2703 0.18 0.18
Uy (OMS, 2023) 1/924 1/924 1/924 1/924
Us (OMS, 2023) 1/900 1/900 1/900 1/900
Us (OMS, 2023) 1/912 1/912 1/912 1/912
Uy (CAC, 2025) 1/924 1/924 1/924 1/924
Us (CAC, 2025) 1.1-1073 1.1-1073 1.1-1073 1.1-1073
A (OMS, 2023) y EP 455678_'_ 1 455678+ 1 455678 +1 455678+ 1
1 Y 924 924 924 924
,12 (OMS, 2023) y EP 0.015 0.15 0.015 0.15
;{3 (OMS, 2023) y EP 0.001 0.1 0.001 0.1
Y EP 2.7-1075 2.7-1075 2.7-107° 2.7-1073
s EP 1-10-° 1-10-3 1-1073 1-107°
RO Calculado 1.612532 1.612532 0.939739 0.939739
Tabla 4. Parédmetros usados en las simulaciones
Parametro Valor E Valor F Valor G Valor H
By 1-10-7 1-1077 1-1077 1-1077
B 5.8-107° 5.8-107°? 5.8-107°? 5.8-107°?
a, 6-10"2 6-1072 98.10"2 98.10"2
a; 0.729 0.729 0.729 0.729
as 0.1 0.1 0.03 0.03
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Parametro Valor E Valor F Valor G Valor H
7 1/924 1/924 1/924 1/924
o 1/900 1/900 1/900 1/900
U3 1/912 1/912 1/912 1/912
g 1/924 1/924 1/924 1/924
Us 1.1-1073 1.1-1073 1.1-1073 1.1-1073
Ay 455678 +1 155678 +1 155678 +1 155678 +1

924 924 924 924
A5 0.015 0.15 0.015 0.15
A3 0.001 0.1 0.001 0.1
Y1 2.7-107° 2.7-1075 2.7-1075 2.7-1075
Y2 1-10-3 1-1073 1-1073 1-1073
RU 1.038477 1.038477 0.559399 0.559399

PUNTOS DE EQUILIBRIO

Para encontrar los puntos de equilibrio, procedimos a resolver el sistema homogéneo asociado al Sistema
de Ecuaciones (1).

—S - [fr Ta+ B2 Il — 1S+ XA =0
S-B1-Ia+PBo Ipa] —ondg —pola —y1la+ X =0
a1y — aglyy + azlye — p3lyy — y2lpr + A3 =0
aolpy — azlyy — palpe =0

Y1ila +v2lky — psA =0

Notese que, en la Gltima ecuacién del sistema anterior, si se encuentran los valores I e I, se obtiene
A, y esta variable no influye en las demas ecuaciones. Lo anterior deviene en el siguiente Sistema de
Ecuaciones:

=S [Bi-Ia+ Pz ) =S+ 24, =0
S [By-Ia+ B2 L) —ayly— sy —y1lp + 2, =0 3)
ayly, — azlyy + azlyy — sl — v2liy + 43 =0
Azl — Azl — sl = 0.

Revista Cientifica ® ISSN 0124-2253 o e-ISSN 2344-8350 e septiembre-diciembre 2025 * Bogota-Colombia ® N. 52(3) ¢ pp. 1-14
[7]



Estabilidad global en un modelo para la dindmica del VIH/SIDA, considerando inmigracién, diagndstico y tratamiento antirretroviral

ORTEGA, J. A., CERON, M. O. Yy MONDRAGON, E. I.

Al despejar la variable S de la primera Ecuacion, se obtiene

S = A )
Pily+ Bolir + 11y
Si despejamos Ij1, obtenemos
as + I
= Gt e )
s
Al reemplazar el valor de Iy y despejar Iy, se obtiene
a1+ a4
Iy = 1214 2 3' 6)
I

donde T1 = @2l + U305 + [zfls + V203 + Vally,

Luego, I es
(ol + A3)(as + 1a)
1

(7)

Con los valores de I1, Iz y S en términos de I, se trabaja en la segunda ecuacion del nuevo sistema,
a fin de despejar I en términos de los pardmetros del modelo. Para simplificar los cédlculos, se hacen las
siguientes sustituciones:

To=a1+pu1+71, Ts=a3+pus, Tyg= A+ s

Asi, se obtiene una ecuacion cuadrética de la forma a - If +b-1,+c =0, donde

a=T,[pT + pra;T3),
b =T,[B;T3A3 + iy Ty) — Tu[pi Ty + B2 Tzay),

c = = [B2T33 + 1y Ty) — 41236, T3

—-b+Vb2-4ac

Por tanto, la solucién para Iy es Iy = o

Notese que a>0, c¢<0, y b puede ser tanto positivo como negativo. En el caso
de b<0, ocurre que —-b>0 vy +Vb2—4ac>-b, por lo que -b—-Vb*—4ac<0 vy

. . s - —b+VbZ—4
—b+Vb*—4ac>0. Asi las cosas, se toma la soluciébn positiva de I, =¥

Sib > 0,entoncesVb? — 4ac > b,deahique —b + Vb2 — 4ac > 0y—b — Vb? — 4ac < 0.Portanto, tambiénse

.. .y —_ VhZ— o .
tomalasolucionpositivade j, = —b+Vb7—4ac Ambos casos demuestran que solo hay un punto de equilibrio.
Za
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Respecto a Iy, el valor de la componente A es

I, +y,1
A=V1A V2 kll
Us

Al simplificar y aplicar las sustituciones, se obtiene

A= Tivily + v T3(aqly + 43)

9
usTy
Al simplificar los términos en la componente S, se obtiene
AT,
S - (10)

C BT+ BoTs(ayly + A3) + iy Ty

Nota: Debido a que el modelo considera inmigracion, siempre va a existir la enfermedad. Por ende, el
punto de equilibrio trivial o libre de la enfermedad no existe, y no se puede calcular el nimero reproductivo
basico de la enfermedad (Ry).

ESTABILIDAD GLOBAL
Considérese el conjunto
P = {(S, I I, Tz A) € RP:S + Iy + Iy + o + A<}

donde A = A1 + A; + A3, v = min{uy, Uy, iz, ta, 15}, y (S, Ly, Ly, Iz, A) es la solucion del Sistema
(1). Se puede verificar que este conjunto es positivamente invariante, i.e., cualquier solucion que inicia
con valores poblacionales no negativos permanece en esta region para todo t = 0. Matemdticamente,
esto implica que, si X(0) € @, entonces X(t) € ¢ para todo tiempo futuro. Biol6gicamente, esta
propiedad garantiza que el modelo nunca produzca valores negativos para las poblaciones, preservando
la coherencia con la dinamica real de la enfermedad.

Teorema 1
El conjunto ¢ es positivamente invariante.

Demostracion. Sea N(t) = S+ I + I;,; + I, + A. Al derivar N(t) con respecto a t, se obtiene.

N#t)=S+Ia+In+ILe+A

Al sustituir las igualdades del Sistema (1) y realizar las operaciones, se obtiene
N(t) = =S + A — oIy + A = paliey + A3 — palie2 — psA

Teniendo en cuenta que A =A; + A, + A3 y v =min{yy, iz, 13, lUs, s}, Se obtiene la siguiente
desigualdad:
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N(t) < A—uN(¢)
Al resolver esta inecuacion diferencial para valores de t lo suficientemente grandes, se obtiene

A
N(t) <=
v
’
con lo cual finaliza la demostracion.

Teorema 2. E punto de equilibrio (S*, I, 1}, 1}, A™) es globalmente asintSticamente estable.

Demostracion. Sea L la funcion definida de la forma

S I Iy I
L=5-5"—5%n ( *> +14 - 12 - IZ]’H (%) + D (Ikl - IZI - I;:llﬂ, <%>> + D, <Ik2 - IZQ - I}?g]'ﬂ (%))
S IA Ikl Ik2

Al sustituir las soluciones del Sistema (1), se obtiene

*

‘ * 1
L= (1 = g) (=S8 La+ 0By Tn] — S+ M)+ (1 = I—A) (S-1B1- La+ P In)— (@1 +pa+m)a+ )
A

3
g1\

* j"-‘r)
+D, ( = fkl) (0114 — (09 + p3 +72) i + a3l + A3) + Dy (1 - i) (g1 — (a3 + pg) Iya)-

Al emplear las Ecuaciones del sistema homogéneo asociado a (1), se obtiene

/\1 = 9" [31 : I:l +32 I:l] -+ ,u.ls*.,

S 18I+ e In) + X
a1+ Y1+ M2 = bi - Ta+ fa - Ty 2;
IA*
a5 +asll, + A
Qg+ g + pg = —4 2k 2
Ikl*
oI}
e [ 2;1
Ik’.Q
Al sustituir en la derivada, se obtiene
; ey . _ I\, BT+ B T+ b ‘
L:(l—E)[_—S-[jl-mjg-f“]—gflS-S'-ﬁl-IHJQ-I;l_—;J]S”J +(1—I—‘4)[_S-_31-114—32-1*.1]— b ‘4;'2 i [+ k)
h A 1%

* ar Iy +azll, + A
+D1( _£>(a11,4— AR+ aglia + )

Ik'-l*

¥ oI}
‘|‘D2 (1 — ﬁ) ((Igirkl — 2*}\'1 Ikg),
T2 Iy
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Hacer agrupaciones y factorizar resulta en

o) Ialy Ity

S* ka-[ Iz SIA A
EETRy [Mmeie] | T L2 g A I O —
i Pa ( S) ( S‘-I&) + 5" 1aby ( Ii) \9 % I:
I S1ia Iy I Ty Iy

B B i 2 o o DR | T i | 22 =
’ k”?( IA) (5"1:’51 IE) A ( fkl) (f}l I

Ty Iya I I Iy Igo
+D1 I}, ( —ﬂ) (———)+D I'a (1_£) (_ __).
k23 Ikl II:E Igl AU Ik? I:l I:Z

Al operar y distribuir, se obtiene

. 18 =892 M{a—-1I%? Dida(lp —I)? 5
L = _.“'1( ) _ 2( A A) _ L 3( k1 kl) + JSMI;,B'I (1 _ _)
I

L:

1(8 —858%)2  X(la—14)? Dyl —1I7)? 5* 5
_pu( )©_ MUa—14)  Dids(m —15) v (25 -5
Jg I‘.;Jr‘i Ikl-{;l ) JS JS*

8¢ P 9Telt ol By b
+5*I2, 8, (2— - i P ’j‘) + Dy Iy (1 = B SR —‘j)
S T T, STl I Iz

[P SR % 8
+ Dafjyon (72 - 22 - 2 ).
I Iio  Ikalp,

I I I 1

LT | 22— L LR gy
k2t3 I* I* FoI*
k1 k142

Lo 8§ ST I I
El término +8*I;,3, (2 — = — =2 — HA 4 2F ) se transforma en
R LA o % T

S* ST I b bad s I T I
"‘S‘IQJ_BQ (3_ P k14 A k1l ‘4) +J5v_,c[£1!92 (_1 _ _4 + k1 + k1l A)

S S"‘I;:lfg Ij\:‘[lr:i I;f" I!:l Ikllr:i

Al reemplazar esta igualdad y los valores de D; y D,, la derivada se transforma en

L:

T

“1(5_3*)2 AQ(IA —I;)Q Shﬁg)\g Ik]_ —IJ:J_)Q S 13 9 S S
5 1T ar I I oA

G5 5 5 R 8 oA In  In  IfIa
+5T I By (3 — = — Ak ST Ba | -1— =+ _—
W ( S TSI, Tur) T ° kP ot T

+8* I, 1* 3, (1 I Tyla Iﬂ) Ti20sS I, P2 (Ikz An Ll i 1) o
' Iy Imly I} Io  Ihy o Iiadp,

ﬂ'lfji
Il:QO-“SAI}:lﬁQ (Ik'l Ik:z j}:glrk'[ " 1) .

0 T e *
Iy liv gy Iealpy

Al operar los términos semejantes, se obtiene

i —

s S

g JS’I;C-[I‘.:; I;J_JTA) + 1;20_35'*1;1’62 (2 _ I;J_IkZ _ IkII;:Q)

7 g I o TR -
“"2( 8 S il a I,

_J!.n'--[ (S — ,5“)2 _ AZ(IA — Irq\]z 45”]'32}\;.;(_{}‘-1 o Ik‘,l\lz +5 18 (92— S* S
S Bl a1l Ix e S

I Igy T dee
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. . s 8 8 SInIy Inia

Asi, L es negativa, puesto que (2 e 5—) <0, (3 TS TSI, Ial, <0
(2 I}?11{k:2 lrk'l-r,i:g

y

Tl I .TM) =t Ademas, L = 0siy solosi (S, i1, Iia) = (S*, 14, I}, I;,, A*). Por lo tanto, el
punto de equilibrio (S*, 1 1;,,1;,, A*) es globalmente asintéticamente estable.

MODELO MATEMATICO SIN INMIGRACION Y TRANSMISION VERTICAL

Cuando A, = A3 = 0, el modelo matematico se transforma de la siguiente manera:
S=-8181-Ta+ P2 It1] — 1S + M
Ia=S-[B1-Ta+Bo-Iia) — arda — pala —71la
It = ar1a — ool + agliy — pale1 — y2ln
Ira = asliy — aslis — palip
A=yI4+ vl — psA

Este modelo cuenta con dos puntos de equilibrio. El punto de equilibrio libre de la enfermedad es
E, = (’1_1’0,0,0’0), y el punto de equilibrio endémico E; es
1151

I, = AL(BiTyi+B2Tay) =TTy iy (12)
A (BT +B2Tz 1)
= AT (13)
;81T1IA+;82T3551IA+H1T1,
iy = 7 (14)
.y
‘I.‘cl — “1114(;53'1'#4) (15)
1 !
A= T1Vila+yTsaqla (16)
usTy

donde T, Ty iy <Ay (B Ty + B2 Tsay).
Numero reproductivo basico (R,)
— (A
Con el punto de equilibrio Eﬂ—(E,O,O,O,O), se puede obtener un calculo estimado del
ndmero reproductivo basico de la enfermedad (Ry). Para ello, se utiliza el método del radio

espectral de la matriz de la siguiente generacion. Dicho calculo considera lo siguiente:

1. F(x) es un campo vectorial donde estan definidos los términos que producen nuevas infecciones.
2. V(x) es un campo vectorial que contiene los términos que no generan nuevas infecciones.
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Considerando el Sistema de Ecuaciones (2), se tienen las siguientes matrices:

S(B1la + B2li1) (a1 + 11 + 1)y
F(x) = 0 V(x)=| (az +pus + v iy — ayly —azly;

0 (s + az)ly, — azlyy

El equilibrio libre del Modelo (2) es E, = (ﬁ—l 0,0,0,0). Por lo tanto,

A A
= = — & 1
Bt = g 8 g Ao 0o
’ m 0 0 0
9 Q1T T f2 0 0
V= MV(RJ) = —ay agt+y2tps o3
2=k 0 —0 03 + flg
Se calcula la matriz inversa de V:
1
\ O 0
(ﬂ'l + 71+ 2
vl o103+ iy ) a3+ 03
(@1 471+ po)[(0a 432+ ps) (s + pa) — agas] (s +72+ ps){as + ) — g0 (a9 4+ 12+ p3)as + pa) - asas
E10 Q) ag+ 7+ p3

(a1 +7 + p)[(02 + 72+ p3)(g + pa) — ao0s] (g + 72+ p3)(e3 + pa) — ez (24 72+ p3)(as + pa) — @203

Se calcula el producto FV ~1:

31;\1 i -’igf"llf.lllzfl;; e 1!4] 33;\1 (f.l 3T }!4‘] -'5'3)\1(1 3
py-to | Aot m) e+ n 4 pollles + 92 4 ps)(os + pa) - asas]  pllas 470+ ps){as + ) —aoms] (0 + 7+ p){as + ) - ey
0 0 0
0 0 1
C 6l — FV 1 P . .
omo es una matriz trlangu|ar superior, sus valores propios son
A Arag(as + )
9 By BaAyai(as + py L 0,=0 , 6,=0

= +
! (e +y1 + ) wlay + v+ w)l(ay + v, + pg)(as + py) — azas)

Asi,

Bidy BaAiay (ag+iy)
pylag+yi+is)  pg(ag+yg+ug)[(az+ya+ug)(ag+py)—azaz)

Ry, = max{6,,0,,05;} = 6, =

Estabilidad de los puntos de equilibrio
Teorema 3. Los puntos de equilibrio Ey y E; del modelo del Modelo sin Inmigracién y Transmision Vertical

(2) satisfacen lo siguiente:
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a. El punto de equilibrio trivial es Ey = (5,,0,0,0,0), donde S, = i—l es globalmente asintéticamente
estable siRy < 1. ’
b. El punto endémico E; es globalmente asintéticamente estable si Ry > 1.

Demostracion. Iniciamos probando el item a. Sea I, la funcién de Lyapunov definida por la siguiente
expresion:

S
L = a(s _Soln(s_))+ QIA +bIk1 + CIRZT
0

B a,(as+4,) _ R b= (az+pq) c a3

donde T BPTT PP,  Baso P, TR P=(mtntm)

P, = [(ay + vy + u3) (a3 + 1s) — a,as). Al derivar la funcion L, obtenemos
. So\ - . . .
L= a(l - ?)S + aIA + bI;cl + CIRZ
Puesto que A; = 11; S, tenemos que

| S,
L=a (1 - ?) (S = S) + aSolfy - 1a + P2 - L) —alay +uy + 1)1,
+b(ayly + azlyy) —b(ay + vy + puz)lyy + cazlyy — clag + pg)ly;

Recordando el valor de P;, tenemos que

. So\
L=—pSa (1 _?0) +aSolfy - Lo+ By - L) —aPyly
+bayl, + bazly, — b(ay + v, + us)lyy + cazlyy — clas + py)ly,

Ahora, tomando en cuenta los valores de a, b y ¢, tenemos

B n 051(@3-9-#4)) s

- S, 2
L=—pSa (18) +aSo[B1 - 1a+ B2 Lin] — (52 P

o + s + a3 +
+ MOQIA + MO‘SI.’CQ (st ) (a2 + 72 + p3) Ira
7 P Py
Q3 3
ol — — 1
+p, 02l = g (st ) o

Cancelando algunos términos semejantes, llegamos a
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So'\’ B
=—mSal|ll—— | +aSo[f1 - Ta+ B2 Ix1| —=1a
S B2
(s + pa) (2 +v2 + ps) — 203
- k1l
Py
Ahora, teniendo en cuenta el valor de P,, tenemos que
i 5
=—p1Sa (1——()) +GSO[51'IA+52'IJ<1]——1[A—Ik1
S B2
2
I I
= —p1Sa (1—&) +G50[51‘IA+52'IAr1]—M
S B2
2
I I
:*/LISQ (1 S’O) + M(62a30*1)
S Ba
2
I I
:—,ulSa (180) +—/Bl A+j82 k1 (Rofl)
&) P2

Luego, L<0si y solo si Ry < 1. Adems, L=0 implicaque S = So, Iy = 0, I, = 0y I, es libre. Se
puede verificar que el Gnico conjunto invariante bajo estas condiciones es {Ep}. Asi, por el principio de
invarianza de LaSalle, Ej es globalmente y asintéticamente estable.

Para probar el item b, basta con usar la misma funcién de Lyapunov usada en el Teorema 2 y hacer que
A, = A3 = 0. Por ello, dicha prueba no se incluye en el presente documento.

RESULTADOS NUMERICOS

Para las simulaciones numéricas, se compararon los modelos con y sin inmigracién y trasmision vertical.
El tiempo se midié en semanas, y los datos usados correspondieron a fuentes bibliograficas sobre el VIH/
SIDA en Colombia, tal como se presenta en las Tablas 3 y 4. En todos los casos se consideré la misma
poblacién inicial: 455 678 susceptibles, 10 infectados asintomaticos, 20 infectados no indetectables, 80
infectados indetectables y 100 infectados con SIDA.

Las principales tasas que se variaron fueron @; y @3, produciendo valores de Ry mayores o menores
que 1, con el fin de estudiar el efecto de la inmigracion y la trasmision vertical en la diseminacion de la
enfermedad.

Valores de las columnas Ay B

La Figura 2 presenta los resultados para el modelo sin inmigracion y transmision vertical. El valor de R,
para este caso es de 1.612532, lo que implica que la enfermedad esta creciendo.
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Figura 2. Simulaciones para el modelo sin inmigracién con Ry mayor que 1

Posterior a ello, se simulé el modelo con inmigracion y transmision vertical, con tasas A, y A3 bajas,
obteniendo la dindmica que se muestra en la Figura 3.
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5 45560405
§ 45540405 |
£ 45528405
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0
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Figura 3. Modelo con inmigracion
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S: Susceptibles Iy: Infecciosos Asintomaticos
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Figura 4. Inmigracion mas alta

Notese que el aumento en el nimero de infectados es mas alto al final del tiempo estudiado. Lo
anterior sugiere que controlar la inmigracién o atender a los pacientes inmigrantes es crucial para que no
se propague la enfermedad. En este caso, el diagndstico oportuno y el acceso a la TAR para inmigrantes
son vitales.

Valores de las columnas Cy D

Esta seccion estudia el efecto de la inmigracion y la transmisién vertical con un valor de Ry cercano a 1—
especificamente 0.93. Para lograr que Ry < 1, se aument6 la tasa de diagnéstico y se disminuy6 la tasa
de perdida de la indetectabilidad. La Figura 5 presenta los resultados las simulaciones sin el efecto de la
inmigracion y la transmision vertical.
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Figura 5. Modelo sin inmigracién con R, menor que 1
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Notese que la enfermedad decrece con el tiempo en todas las poblaciones de infectados. En este
caso, se puede apreciar la importancia del diagnéstico para el control de la enfermedad, asi como la

importancia de la prevalencia en la TAR.
Acto seguido, se analizé el efecto de tasas bajas y altas de inmigracion para A3 y A3 (Figura 7).

S: Susceptibles Ix: Infecciosos Asintomaticos
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Figura 6. Inmigracién baja

Notese que, en este caso, las poblaciones de infectados no indetectables e indetectables empiezan a
crecer. Sin embargo, la cantidad de infectados no diagnosticados se mantiene constante. Esto se debe al
valor de la tasa de diagnéstico (a).

A continuacion, en la Figura 7 se presenta el resultado de aumentar la inmigracion:
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Figura 7. Inmigracion mas alta
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Notese que, cuando la inmigracion es alta, con el tiempo empieza a crecer también la poblacion
de infectados no diagnosticados. Ademas, las otras poblaciones de infectados crecen a un mayor ritmo.
Esto refuerza la importancia del diagnéstico y el acceso a la TAR para todos los infectados al controlar la

expansion de la enfermedad.

Valores de las columnas Ey F

En este caso, se tomd un valor de R, ligeramente mayor que 1 (R, = 1.038477), haciendo que la enfermedad
0 0
prevalezca en el tiempo. Para el modelo sin inmigracién, se obtuvieron las dinamicas que se presentan en

la Figura 8.
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Figura 8. Modelo sin inmigraciéon con Ry mayor que 1

El nimero de infectados no diagnosticados se mantiene constante en el tiempo, mientras que las
poblaciones de infectados empiezan a crecer. Adicionalmente, se observa un decrecimiento inicial en los

infectados no indetectables, que luego empiezan a aumentar.
Al considerar tasas altas de inmigracion y transmisién vertical, se mantiene un comportamiento similar.

Sin embargo, se puede apreciar que, después de un tiempo, la poblacién de infectados no diagnosticados
empieza a crecer (Figura 9).
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Figura 9. Inmigracién baja

Al aumentar la inmigracién, todas las poblaciones de infectados empiezan a crecer, y la poblacién de
susceptibles disminuye luego de un tiempo. En este caso, se puede apreciar cémo la inmigracion puede

afectar el comportamiento de la epidemia (Figura 10).
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Figura 10. Inmigracion alta
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En este caso, el hecho de que existan altas tasas de infeccién e inmigracion contribuye a que el
crecimiento de la poblacion de infectados sea mayor. Si bien es cierto que muchos de ellos se vuelven
indetectables en algunas simulaciones, esto no opaca el hecho de que la poblacién de infectados sigue

creciendo.

Valores de las columnas Gy H

Para estas simulaciones, se consider6 un valor de Ry bajo—especificamente R, = 0.559399—, caracterizado
por una alta tasa de diagnéstico y una tasa baja de perdida de la indetectabilidad. Los resultados muestran
que, para el modelo sin inmigracion, todas las poblaciones de infectados tienden a desparecer con el
tiempo. Esto, debido a la tasa de diagnostico alta y el control oportuno de la enfermedad (Figura 11).
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Figura 11. Modelo sin inmigracién

Cuando se agrega inmigracion, se puede apreciar que los infectados no diagnosticados prevalecen mas
en el tiempo. No obstante, los cambios no son significativos (Figura 12).
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Figura 12. Inmigracién baja columnas Gy H

Para una tasa de inmigracién mas alta, podemos observar que las poblaciones de infectados con y sin
indetectabilidad empiezan a crecer rdpidamente, recalcando nuevamente el efecto de la inmigracion en

la prevalencia de la enfermedad (Figura 13).
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Figura 13. Inmigracion alta columnas Gy H

Nuevamente, se puede apreciar la importancia del diagndstico y la prevalencia en la TAR en contextos
de inmigracién: a pesar de que crecen las poblaciones de individuos infectados, estos son diagnosticados

rapidamente, y su tratamiento contribuye a que la enfermedad se expanda menos.
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DISCUSION

En este estudio se desarroll6 un modelo matemético para estudiar la dindmica poblacional del VIH/SIDA,
considerando inmigracién, transmision vertical, diagndstico y TAR. En Ortega et al. (2023) se plantea un
modelo matematico con tasas de inmigracion y profilaxis previa a la exposicion (PrEP), i.e., la estrategia
de tomar medicamentos para no adquirir la enfermedad. Nuestro modelo se basa en el modelo propuesto
en este articulo, si bien no se considera la PrEP. En el modelo de Ortega et al. (2023), el analisis se centra
en varios escenarios epidemiolégicos y en la estimacién de parametros (las tasas de infeccion y la tasa
de diagndstico). Nuestro trabajo buscé determinar la manera en que las tasas de transmision vertical y la
inmigracion afectan la dindmica del modelo.

Primero, se analizé el modelo con estas tasas. La caracteristica principal de nuestra propuesta es que
solo tiene un punto de equilibrio: el de coexistencia. Este punto es globalmente asintéticamente estable, lo
que implica que, bajo las condiciones estudiadas, la enfermedad persistird en la poblacion. Sin embargo,
con una alta tasa de diagndstico, una alta adherencia a la TAR y bajas tasas de inmigracion y transmision
vertical, es posible mantener la propagacién bajo cierto umbral, donde los nuevos infectados no crezcan
demasiado. En el Modelo (2), donde no se considera inmigracién ni transmisién vertical, obtuvimos dos
puntos de equilibrio: el de coexistencia y el de eliminacion de la enfermedad. Los dos puntos de equilibrio
son globalmente asintéticamente estables si el nimero reproductivo basico (R ) es mayor o menor o igual
que 1. Esto quiere decir que, en este modelo, es posible eliminar la enfermedad (R, < 1).

La PrEP es una estrategia poco usada en Colombia, pais en el cual se basé nuestro modelo, (CAC, 2025).
Sin embargo, su implementacién previene nuevas infecciones y permite que no se disperse la enfermedad.
Esta caracteristica puede ser estudiada en futuros trabajos, asi como su impacto en la estabilidad local o global.

CONCLUSIONES

Nuestros resultados sugieren que la inclusion de factores como la inmigracion y la trasmision vertical
en el modelo contribuye al aumento de la poblacion infectada. Sin embargo, si la tasa de diagndstico es
alta, el crecimiento de los casos se mantiene controlado. En cambio, con una baja tasa de diagnéstico, la
expansion de la enfermedad puede volverse exponencial y dificil de manejar.

La modelacién matemadtica y las simulaciones numéricas confirman que la adherencia a la TAR reduce
significativamente la propagacién del VIH al disminuir la carga viral hasta niveles indetectables, lo que se
traduce en intransmisibilidad y en una mayor expectativa de vida para las personas diagnosticadas.

Se evidencia que un diagndstico temprano del VIH, junto con el inicio oportuno de la TAR, es crucial
para controlar la transmisién de la enfermedad. Un retraso en el diagnéstico conlleva un aumento en la
cantidad de individuos asintomaticos, con SIDA vy sin indetectabilidad, lo que incrementa el riesgo de
propagacion del virus.

Este estudio resalta la importancia de politicas de salud publica que prioricen el diagnéstico del VIH, el acceso
rapido y oportuno a la TAR y una buena adherencia al tratamiento. Ademas, es importante que la poblacion
inmigrante acceda a dichas politicas, pues puede influir notablemente en el crecimiento de la enfermedad.
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