Didactica de la programacion lineal
~con el método grafico (2)
Lineal programming didactic with the Graphic Method (2)
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Andlisis grafico para la sensibilidad post-optima de modelos
de programacion lineal con dos variables

Resumen

Todo modelo de programacién lineal contiene una funcién objetivo deter-
minada por los coeficientes de las variables de decisién. La funcién objetivo
evaluada en un punto éptimo es una recta cuya pendiente depende de las
variaciones de los coeficientes. El andlisis geométrico de las pendientes
de los segmentos, frontera de una region factible, permite establecer los
margenes de variacién para esos coeficientes. Ademds, también se analizara
el acotamiento de los bordes de la region factible manteniéndola como
dominio de la funcién objetivo.
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Objetivo

Una vez obtenida la solucion a un problema se pretende determinar la va-
riacién de los coeficientes de la funcién objetivo que no afectan la decision
de continuar con el mismo punto éptimo, o del segmento 6ptimo en el
caso de infinitas soluciones paramétricas; también se aplicara el concepto
de paralelismo y puntos de corte entre rectilineas para la variacién de las
fronteras de la regidn, de tal manera que siga siendo un dominio factible
para la funcién objetivo del modelo de programacién lineal.

Abstract

Every Linear Programming model has a Objective Function determined
by the coefficients of the decision variables. The Objective Function can be
represented as a line evaluated on an optimal point which slope depends
from the variation of the coefficients. The segments adjacent to the optimal
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point in the Feasible Region can also determine the
variation of this slope. Finally a geometric analysis
allows to establishing the constraining of the boun-
dary for the Feasible Region keeping as a domain for
the Objective Function.
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Analisis sensitivo para los coeficientes de

una funcion objetivo

Iniciamos la didactica con dos preguntas.

a. ;Cudles son los mérgenes entre los que pueden
variar cada uno de los coeficientes de la funcién
objetivo sin tener que modificar los puntos de
la solucién 6ptima previamente obtenida para
un modelo de programacién lineal?

b. ;Cudles serdn las respectivas variaciones de los
valores extremos de la funcion objetivo al mo-
dificar los coeficientes hasta esos mérgenes?

La respuesta se dara al hacer variar la pendiente de
la recta objetivo z, = c, x + ¢, ¥, siendo constante el

@

valor z(x,Y,) =z, extremo previamente obtenido en
un punto 6ptimo. Tal variacién debe limitarse entre
las pendientes de los segmentos bordes o frontera
adyacentes al punto 6ptimo. Los movimientos gra-
ficos se presentan asf:

Ejemplo 3.1 Respecto de la solucién éptima z = 21
en el punto éptimo B = (3,5) del modelo maximizar
z=2x+3ysujetaa { 2x+y < 14, x+v< 8, x+3v <
18 }, analizar la sensibilidad de coeficientes de la
funcién objetivo.

Solucion:

A partir del grafico 3.1, la recta objetivo apoyada en
el punto B tiene ecuacién: 21 = 2x + 3y, su pendiente
es - 2/3,y se encuentra entre las pendientes de los
segmentos BC y AB, esto es: - 1 <-2/3 < - 1/3.

Ahora, si se mantiene constante el coeficiente ¢, =
3, se puede analizar la variacién del coeficiente c,
en la desigualdad de las pendientes ya establecidas:

-1<-C//3<-1/3
Al resolver: 1 < C <3

Al evaluar las funciones objetivo modificadas segiin
los mérgenes en el mismo punto B:

z=1x+3y:2=1(3) +3(5) =18
2=3x+3v:2=3(3)+3(5) =24

Ahora, los gréficos 3.2 y 3.3 presentan las respecti-
vas rectas objetivo coincidentes sobre cada uno de
los segmentos adyacentes al punto 6ptimo; estos
son efectos de rotaciéon de la recta objetivo inicial
anclada en B:

Para el andlisis de los margenes de sensibilidad del
coeficiente ¢, se mantiene constante el coeficiente

c, =2,
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y se establece la desigualdad de las pendientes:
-1<2/C, <-1/3

Alresolver: 2 <C, <6

Al evaluar las funciones objetivo modificadas segin
los margenes en el mismo punto B; note que sigue el
mismo efecto de rotacion.

Ejemplo 3.2 Respecto de la solucién éptima z = 21

en el punto éptimo B = (3,5) del modelo maximi-
zarz=2x + 3y sujetaa { 2x+v< 14, x+v< 8, x+3v
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< 18 }, analizar la sensibilidad de cada cota en las

© restricciones.

Solucién:

Para la cota de valor constante 14 de la primera
restricciéon:

Cuando se desplaza paralelamente el segmento
fronteracp delarecta 2x+y= 14, suceden dos casos:

Al aumentar el valor de 14, el segmento extiende la
region hacia la derecha pero no acarrea el desplaza-
miento del punto 6ptimo B pues éste no pertenece
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al segmento cp; esto indica que no hay cota superior
para la constante, lo cual se expresa como una indi-
ferencia econémica para el punto 6ptimo y el valor
méximo sigue igual, z = 21. ~

En cambio, al disminuir el valor desde 14, el segmen-
to ¢ se desplaza paralelamente hasta hacer coincidir
el punto ¢ con el punto 6ptimo B; esto refleja que
el valor de cota minimo para la restriccién es 11,
pues al calcular el punto B en la expresion 2x + v se
obtiene: 2(3) + 5 = 11. El valor de z sigue igual al
valor maximo 21. El grafico 3.6 refleja esta nueva
situacion del lugar geométrico.

Para la cota de valor constante 8 de la segunda res-
triccion:

Cuando se desplaza paralelamente el segmento fron-
tera BC de la recta x + v = 8, suceden los dos casos:

Si se aumenta el valor desde 8, el segmento extiende
la region hacia la derecha y acarrea el desplazamiento
del punto 6ptimo B hacia el nuevo punto p solucién
del sistema simultdneo de las rectas que contienen
los segmentos AB y BC.

Como la solucién del sistema { 2x+v < 14, x+3v <
18 } es el punto p = (24/5, 22/5), al sustituir en la
expresion x + v se obtiene el valor 24/5 + 22/5 =
46/5 = 9.2: este es el valor de cota superior para la
restriccién.

El valor maximo cambia pues al evaluar z en este
nuevo punto se obtiene:

Z =2 (24/5) + 3 (22/5) = 114/5=22.8.
Esta situacién geométrica aparece en el grafico 3.7.

En cambio, al disminuir el valor desde 8, el segmento
BC se desplaza paralelamente hasta coincidir el punto
6ptimo B con el punto 4, de modo que la cota infe-
rior se obtiene al evaluar A = (0,6) en la expresién
X + v, esto da un valor de 6. El valor maximo ahora
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seradez=2(0) + 3 (6) = 18; esta nueva condicién
geométrica se representa en el gréfico 3.8.

Para la cota de valor constante 18 de la tercera
restriccién, al desplazar paralelamente el segmento
frontera AB de la recta x + 3y = 18, suceden los dos
casos siguientes:

Al disminuir el valor desde 18, el segmento AB
restringe la regidn hacia abajo y acarrea el despla-
zamiento del punto 6ptimo B hacia el punto ¢ = (6,
2); al sustituir las coordenadas de c en la expresiéon
X+ 3y se obtiene el valor 6 + 3(2) = 12:este es el
valor de cota inferior para la restriccién.

El valor Minimo cambia, pues al evaluar Z en este
nuevo punto se obtiene:

Z =2(6) + 3 (2) = 18. Esta situacién de la nueva
Regidn Factible parece en el Gréfico 3.9

Si se aumenta el valor desde 18, el segmento AB ex-
tiende la regién hacia arriba acarreando el desplaza-
miento del punto éptimo B hacia el nuevo punto Q
= (0, 8) que es el corte con el eje vertical de la recta
X +Y = 8; al sustituir las coordenadas de este nuevo
punto 6ptimo Q en la expresién x + 3y se obtiene el
valor 0 + 3(8) = 24: este es el valor de cota superior
para la restriccion.

El valor mMadaximo cambia porque al evaluar z en
este nuevo punto Q y se obtiene:

z=2(0) + 3 (8) = 24. Esta situacién geométrica
aparece en el gréfico 3.10. '

Una tarea sencilla de interés para el lector es la de
plantear el analisis de sensibilidad tanto para los
coeficientes de la funcién objetivo como para las
cotas de las restricciones del ejemplo 3.2 sobre mi-
nimizacién; el modelo es

Minimizar z (X, v ) =2x+ v sujetaa:+2v>7,x+
Y>5,3x+v>7,x>0,v>0.
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Ingrese a www.udistrital.edu.co/comunidad/grupos/
dimmio. Desde este enlace descargue el software
Simplex2004 e ingrese al ment de Programacién
Lineal; escriba el planteamiento algebraico del mo-
delo y seleccione la opcién de minimizar. Después de
resolver el problema planteado por el modelo, puede
entrar al grafico y analizar la sensibilidad de los pa-
rametros de dos formas: haciendo variar la funcién
objetivo desde el punto 6ptimo para determinar las
cotas de variacién de los coeficientes de la funcién
objetivo, o desplazando las fronteras de la region
factible para conocer los margenes de variacion de
las cotas en las restricciones.
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