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| RESUMEN

En este articulo estudiamos las topologias linealmente ordenadas y para n
conjunto finito X, encontramos el nimero de cadenas maximales en §(X)
y se hallan cotas superiores e inferiores para el nimero de topologias lineal-
mente ordenadas sobre X. -

In this paper we study the lmearly ordered topologles and for a a finite set X,
we find the number of maximal chains in g (X), and find { upper and lower
bounds for the number of linearly ordered topologies: : ¢

; ABSTRACT
|

ALGUNAS NOTACIONES

Sea oL una coleccién de subconjuntos de un conjunto X. Se definen las siguien-
tes colecciones, asociadas con o, por medio de la nocién de complemento.

Complemento interno
ac={A:X-Aeca}

Complemento externo
ca=pX)-a={B:B&a}
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Doble complemento
coc=0(X)-Ac={B e p(X):cB & a}

El cardinal de un conjunto A se nota |A|.

El conjunto §£(X), denota la coleccion debsﬁbconjpntos no vacios de X.
Se denota por §'(X) la coleccién de subconjuntos propios de X:
PX)={A:AcX}

La coleccién §°(X), denota a los subconjuntos de X distintos de & y X. En
simbolos:

$'(X). = p(X) - {9, X}

El conjunto £, (X) denota la coleccién de subconjuntos de X que tienen k
elementos:

P.X)={AcX:|A| =k} para 1<k<[X]

Si A es un subconjunto de X, se denota por @(A) a la coleccién de hipercon-
juntos de A. En simbolos: ‘

©(A) = {Befp(X):Ac B}

Se denota por ®(A), la coleccion de hiperconjuntos de A distintos de A. En
simbolos:

O(A) ={Bep(X):AcB y BzA}
Se denota por S(X) al grupo de permutaciones de X.

Una coleccién a de subconjuntos de X es totalmente ordenada si (o, < ) es
un conjunto totalmente ordenado

Por T(X) se denota la familia de todas las colecciones totalmente ordenadas
sobre X: '

T(X) = {a € 2(X) : (A,<) es totalmente ordenada} .
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Proposicion:

La familia T(X) de todas las colecciones totalmente ordenadas satisface las
hipétesis del lema dé Zorn; luégo en T(X) existeri elementos maximales: Estos
elementos maximales se denommaran, en este articulo, cadenas maximales
de 80(X)

! DEFINICION Y EJEMPLOS DE TOPOLOGIAS
| LINEALMENTE ORDENADAS

Definicion - ‘
Una topologia T es linealmente ordenada si el conjunto ordenado (1, < ) es

un conjunto totalmente ordenado, es decir, si para cada par de elementos A,
B €1,se. cumpleA cBoBcA.

Se nota con TOPL(X) al 'conjunto de todas las topologias linealmente or-
denadas '

Observacion .

Las topologias linealmente ordenadas son conexas. ,

Ejemplos
Las siguientes son topologias linealmente ordenadas sobre un conjunto
arbitrario X.

(@.X]

1.
2. {@,X,A},donde A € p'(X),, |X]22
3. (D, XA,A ) tal queA ep(X) y A€OA).,[X|23

4. . Las cadenas maximales de §(X) son topologias linealmente ordenadas.

Las siguientes son topologias linealmente ordenadas sobre intervalos de
nimeros reales R.

o,
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1. Seat={(-n,n):neZ'}u{J, R} Elespacio (R, 1) no-escompacto.

2.. Si{a_:neZ'} es una sucesién creciente y no acotada de niimeros reales
positivos,

1={(-a,a):neZ'} U {QD, R}. El espacio (R, T) no es compacto.
. TP UL UM Y S
3. Sif{a :n e Z'}} esunasucesion decreciente {b :neZ’}} esuna sucesmn
creciente de niimeros reales tales que a_ < b paratodon, '

t={(a,,b ):neZ}u{J,X}, donde X = U (a, b, ). El espacio
“ (X,1)'noes compacto . =y

4. Con las mismas condiciones del ejemplo 3; pero suponiendo ademds
que las sucesiones son acotadas t = {(a , b_): neZ'} U {&, A, R}, con
A= U (a,, b ). El espacio (R,7) ‘es compacto. - -
n=1 .
5. Si{a_:neZ'}} es una sucesion creciente y { b_:neZ* }} es una sucesién
decreciente de ntimeros reales tales quea_ <b_para todon,” '

t={(a,b):neZ'} U{D,[a,b ]}. Elespacio([a, bi], 1) es éompacto;

Proposicion
El conjunto ordenado (TOPL(X), <) satisface las. 51gu1entes cond1c1ones

1. Tiene elemento minimo {& , X} y maximales, que son precxsamente las
cadenas maximales de g (X). B

2. Lafamilia TOPL(X) es cerrada para intersecciones., . -

3. SiteTOPL(X) y X es f1n1to, entonces la coleccién de cerrados
tce TOPL(X).

o . T Lo 4 e R B N
Para un conjunto finito X, con [X|=n, notamos con TOPL_(X) la coleccién
de topologias linealmente ordenadas que tienen m elementos.

TOPL_(X) = { teTOPL(X) : || =
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Proposicion
Sea X un conjunto finito, IX]

1. TOPLX)={{@,X}u Lj TOPL,_(X),

m=3
n+l

2. |TOPL(X)| = 1+Z |TOPL,_(X)| es un nimero impar.

m=3

Demostracion

1. Su demostracién es inmediata.
2. Es suficiente probar que [TOPLm(X)| es un nimero par para m -3.

Esto se sigue de que {{ 1, 1c} : te TOPL_(X)} 'es una particién de
TOPL_(X).

NUMERO DE CADENAS MAXIMALES EN g (X)

Si X es un conjunto finito, una coleccién o es una cadena maximal de p (X)
si satisface:

.

(o, <) es un con)unto totalmente ordenado yloan go (X)| 1 para todo
k0sksx| |

Ejemplo
SiX={x,X,...X}5 lacoleccién

a={D (X X K h X X K b X Kok 1
es una cadena maximal en o (X).

Se denotard por CM(X) al conjunto de todas las cadenas maximales de
#(X).

Teorema
Si X es un conjunto finito, hay exactamente |X|! cadenas maximales en
£ (X).
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Demostracion

Supongamos que X = {x, X, ..., X_}.
La funcién f:S(X) - CM(X) tal que

flo) ={D,{o(x) },{ o(x), o(x,)}, {o(x)),0(x,),0(x)}, . .., { o(%)),6(x)s. . s
o(x,) }} es biyectiva.

1. Es claro que f estd bien definida.
2. fesinyectiva.
Si f(o) = f(pn), entonces o(x j) = p(xj) 1<j<nyo=p
3. fessobre.
Sea B=1{J,{m}, {m, mz}, woim, mzm; ...om} e cM(X), mJ‘eX
1<j<n
sim(x ) - m, 1 <i<nsetienequen € $(X) y f(rn) =p.
Nota. El resultado anterior sigue siendo vélido para un conjunto X numerable.

En este caso, se tiene que CM(X) es equipotente a S(X) mediante la b1yecc1on
presentada en el teorema anterior.

SOBRE EL NUMERO DE TOPOLOGIAS LINEALMENTE
E ORDENADAS

Proposicion
1. La funcién f: p’(X), > TOPL(X) tal que f(A) = {J, X, A} estd bien
definida y es inyectiva. '

neionng

2.n!+2"2+1 < |TOPL(X)|.
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Demostraciéon

1. Se deduce de la definicién de l.a funcién.
2. Sededuce de [TOPL,(X)| = 2%, TOPL,_ (X) = CM(X) y [TOPL  (X)|
=n! -

~ Sea o una permutaci6n del conjunto finito X = {x, X,,..., X_}

C,={D,{o(x)}; {o(x), 6(x)) }, {o(x)), 6(x,), 6(x)}; ...r {O(x,), (%)},
s 0(x) 1}

Proposicion
Si p(C,~ {2, XHU{DXN = {0 U {D,X}:aep(C —{D,X D}

1. TOPLX)c |J (p(C-{&XhU{{Z,. X}

ceS(X)

2. |TOPL(X)| <21 nl.

Proposicion
SeaAc X,A# D yCM(A) el conjunto de cadenas maximales de g (A).
Entonces:

1. |J CM(A)cTOPL(X)

Aegp(X)

2. |TOPLX) |2 3 [CM(A)|= i(:)k!zi(nf!k)y

Aepo(X) k=1 k=1
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