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Resumen

En este articulo se estudian los primeros sentidos que otorga un grupo de
cinco estudiantes para profesor de matematicas a la actividad de demos-
trar problemas matematicos, en el contexto de la continuidad numérica
de los nimeros reales. Para dar cuenta de esto, se realizé un experimento
de ensefianza, cuya duracion fue de un semestre. El analsis de los datos se
realizo a través de la elaboracién de vifetas.

Se concluye que el grupo otorga tres sentidos primitivos de lo que significa
demostrar en matematicas. Uno de ellos, remeda maneras de la demostra-
cion formal y es lo que se propone como demostracion paraformal.
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Abstract

The first emerging meanings of the proof process, given by a group of five
prospective teachers is studied in the context of real numeric continuum.
The metodology is a teaching experiment of a six month long. The data
analysis is made with de vignettes method.

The conclusion is that there are three primitive meanings of the mathe-
matical proof process. One of them imitates manners of the formal proof
and this is what proposed as the paraformal proof.
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Introduccion

Como se aprende y como se puede ensefiar a demos-
trar en matemdticas son preguntas importantes en
la comunidad de investigadores de educacién mate-
matica en el mundo, debido al fracaso de las formas
tradicionales en que se ha propuesto su ensefianza
(Duval, 1995, 2004), y a la omnipresencia de la
demostracion formal para argumentar dentro de la
comunidad de matematicos.

Asi, han aparecido enfoques alternativos para
abordar la ensefianza y el aprendizaje de la demos-
tracion matemdtica. Esta investigacion tiene en
cuenta tres de ellos: el constructivista, el cognitivo-
semidtico y el sociocultural.

Del enfoque constructivista se consideran los tra-
bajos de Balacheft (1987), Hanna (1990) y Simon
(1996). Este ultimo, al igual que el aqui presentado,
fue realizado en formacion de profesores.

Hanna (1990) tipifica la demostracién en dos cla-
ses: la de las demostraciones que explican y la de las
demostraciones que demuestran. En las demostra-
ciones que explican, las personas usan representa-
ciones, ejemplos y formas discursivas propias que
les permiten argumentar sus producciones. Las
demostraciones que demuestran son aquéllas que
cumplen los requisitos pretedidos por la comu-
nidad de matematicos. Es decir, demostraciones
formales, ancladas en teorias dadas por axiomas
(Goldsern & Judah, 1998).

Para analizar la demostraciéon que explica, Bala-
cheff (1987) introduce, segun la formalidad de la
deduccién alcanzada, unos estadios o niveles je-
rarquicos de argumentacion, a saber: la experimen-
tacion intuitiva que consiste en argumentar una
afirmacion a través de uno o varios ejemplos; la ex-
perimentacion crucial que consiste en buscar algiin
ejemplo que ponga a prueba la afirmacion; la expe-
rimentacion genérica que consiste en argumentar
de manera general haciendo uso de un ejemplo; y,
por ultimo, la experimentaciéon mental que consiste
en argumentar de manera deductiva desprendida
de los ejemplos.

En esta misma direccién Simon (1996) introduce
dos nuevos niveles; en el nivel 0 quedan los enun-
ciados que no son argumentos, y, en el nivel I,
quedan los pronunciamientos que argumentan ba-
sados en la autoridad. Los niveles 2, 3, 4 y 5 corres-
ponden a los experimentos intuitivo, crucial, gené-
rico y mental de Balacheft (1989), respectivamente.

Elenfoque constructivistaadoptauna posturalakato-
siana, a proposito de la organizacion epistemoldgica
de la demostraciéon en matematicas como objeto de
la educacion en esta disciplina. Este organizador,
al aceptar el principio de falibilidad de la ciencia
(Popper, 1959), operativizado en matematicas
mediante la dinamica prueba/refutacion, (Lakatos,
1976), organiza la experimentacion y relativiza
la garantia de la verdad de las proposiciones
matemadticas.

Por su parte, en el enfoque cognitivo semidtico
sobresalen los trabajos de Tall (1989) y de Duval
(1995). Para este autor, la cogniciéon en matemati-
cas supone un proceso semidtico de conversion de
registros de representacion, que implica discrimi-
nar unidades significantes de los distintos registros
y poner en coordinacién las unidades de uno con
las del otro. Duval (2004) ha elaborado una pro-
puesta de ensenanza de la demostracion soportada
en su teoria cognitiva.

Duval llama exploracién libre a la demostracién
que explica de los constructivistas, adjudicandole
alguna importancia para aprender la demostracion
que demuestra (Hanna, 1990), sin dedicar muchas
lineas al tema; para él el sentido de la demostracion
es el de la prueba formal.

La teoria de las representaciones semidticas produjo
clasificaciones de las proposiciones, segtin el tipo de
sentido involucrado, cuando se las examina en la
trama de la demostracion formal; que ademas son
utiles para esta investigacion. Tal teoria incorpora
la toma de conciencia de esos tipos de sentidos en
la toma de conciencia de la demostracion.

En primer lugar, es necesario que los estudiantes
entiendan el significado de las proposiciones en
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tanto su relacion con la enunciacion. Este significado
tiene, al menos, dos dimensiones: la dimension
légica, relativa al valor de verdad y la dimensién
epistémica, relativa al conocimiento y la necesidad
de la proposicion.

En segundo lugar, es necesaria la toma de con-
ciencia de relaciones operatorias (de caracter dis-
cursivo) y tedricas (de caracter disciplinar) de las
proposiciones con otras proposiciones. Estas tie-
nen, al menos, tres estatus: el estatus operativo, en
relacion con otras proposiciones del teorema como
la hipdtesis o la tesis; el estatus tedrico, en relacion
con otras proposiciones de la teoria como los
axiomas y otros teoremas, y, el estatus normativo,
relativo a las creencias.

Del enfoque sociocultural, por una parte, de los
trabajos sobre demostracion, se toma aqui el de
Hemmi (2008), fundamentado en las comunidades
de practica. En éste, Hemmi concluyé que el
aprendizaje de la demostracion se da en la practica
de demostrar, y que es deseable tematizar explicita
e implicitamente qué es una demostracion.

Por otra parte, del enfoque sociocultural se toman
los indicadores principales de aprendizaje y sentido.
Especificamente, de la Teoria cultural de la
objetivacion (Radford, 2006) y de las comunidades
de aprendizaje (Llinares & Oliveros 2008), éstas, a
su vez, se soportan en la Teoria de las comunidades
de practica (Wenger, 2001).

Aunque los enfoques sefalados parecen contra-
dictorios entre si y con los aspectos sustentados en
las comunidades de practica, el equipo investigador,
en consonancia con Llinares (2006); D'Amore (2006)
los asume mas bien como complementarios.

Problematica y pregunta a abordar

En los programas de formacién de profesores
de matematicas, una preocupaciéon recae sobre
comprender los procesos mediante los cuales
los EPP (estudiantes para profesor) aprenden a
demostrar, que particularizada al contexto en el cual
se desarrolld ésta investigacion, implica comprender
estos procesos cuando los EPP participan en
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experimentos de ensefianza que asumen laresolucién
de problemas de demostraciéon matematica como
ambiente de aprendizaje.

En relaciéon a la comprension de los procesos de
aprender a demostrar es importante ubicar sentidos
que los estudiantes adjudican a la demostracion
matemdtica. En este articulo se da cuenta de
algunos sentidos de la demostracién que explica
y un sentido que aparece cuando los estudiantes
se plantean realizar la demostracién formal y
abandonan la demostracion que explica.

En sintesis, asumiendo una perspectiva tedrica
que considera como complementarios los enfo-
ques constructivistas, cognitivo semidtico y socio-
cultural, en este articulo se analizan sentidos que
los EPP participes del curso Problemas del Conti-
nuo, elaboraron en el proceso de aprendizaje de la
demostraciéon matemadtica.

Metodologia

El experimento de ensefianza se desarrolld en el
curso en el que participaron 35 estudiantes, de-
nominado, Problemas del continuo, asignatura del
programa de formacion de profesores de matema-
ticas de la Universidad Distrital Francisco José de
Caldas, que problematiza el continuo numérico y
se desarrolla a través de la resolucion de problemas.

Poblacion

Para el analisis se selecciond un grupo de cinco es-
tudiantes, cuatro mujeres (Angela, A; Katherine,
K; Loli, L y Cindy, C) y un hombre (Johnathan, J).
Estos estudiantes han tenido experiencias tanto en
resolucion de problemas, como en clases tradicio-
nales; en ellas han tematizado aspectos de la geo-
metria euclidiana, los sistemas de numeracion y el
pensamiento multiplicativo.

Experimento de ensefanza

La metodologia propuesta para el desarrollo del
presente proyecto se apoya en los postulados de la
investigacion cualitativa interpretativa, particular-
mente en la metodologia denominada Experimen-
to de Ensefianza. De la literatura en investigacion
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en educacién matemadtica se destacan los trabajos
de Cobb, Confrey, Disessa, Lehrer y Schauble
(2003), Steffe y Thompson (2000), quienes han
utilizado los experimentos de ensefianza para dar
cuenta de los aprendizajes de los estudiantes. Ca-
llejo, et al. (2007), citando a Gravemeijer, comenta
que este tipo de investigacion “difiere de la investi-
gacion accidn participativa en tanto el objetivo no
es ofrecer una secuencia instruccional que «fun-
cione», sino una teoria empiricamente fundamen-
tada sobre cdmo piensan los investigadores que un
cierto conjunto de actividades instruccionales po-
drian funcionar (Gravemeijer, 2004:111)".

Para los autores mencionados, un experimento de
enseflanza se estructura en tres fases: planeacion
y disefo, experimentacion y analisis retrospectivo.
Las fases para este experimento se detallan a con-
tinuacion.

En la fase de planificacion y disefio el equipo de
investigadores, incluyendo al profesor, eligio la
situacion problema a presentar a los estudiantes,
y definié como ambiente de aprendizaje la reso-
lucién de problemas (Santos-Trigo, 2007; Mason,
Burton & Stacey, 1989; Sanjudn & Romero, 2009;
Sanjuan & Bohdrquez, 2008) entendida como una
empresa de las comunidades de aprendizaje emer-
gentes en el aula. El aprendizaje se concibe como
producto de la constitucidn y participacion en la
empresa, logrando un proceso paulatino de tomas
de conciencia, llamado “objetivacion en la teoria
cultural de la objetivacion” (Radford, 2006); pero,
también como uso, transformacion y elaboracion
de modelos mentales (D'Amore, 2006a) e intuiti-
vos (Fischbein, 1999).

Como hipétesis de ruta de ensefianza el grupo de
investigadores asumio la participacion de los estu-
diantes en ciclos (Figura 1) de resolucién de pro-
blemas de demostraciéon (Sanjuan, Romero & Bo-
nilla, 2008); (Bohorquez, Romero & Bonilla, 2009),
segmentados en momentos caracterizables por la
direccién de la toma de conciencia lograda; es de-
cir, por la ladera de generalidad, declarada por los
estudiantes, de la demostraciéon como objeto de la
educacion matematica.

Como hipdtesis para la ruta de aprendizaje el grupo
de investigadores asumio, por una parte, la existen-
cia de una relativa continuidad entre los distintos
momentos que dan forma a la demostraciéon que
explica, empezando por los momentos dedicados
a la exploracion del objeto A, mas adelante defini-
do, y a la actividad de conjeturacion, seguidos por
los momentos centrados en las elaboraciones de los
distintos experimentos intuitivo, crucial, genérico y
mental; el entrelazamiento de estos momentos con-
tituye un ciclo de resolucién y permitira la toma de
conciencia de este tipo de demostracidn; por otra
parte, asumio la existencia de una ruptura relativa
entre la objetivacion de la demostracion que explica
y la objetivacion de la demostracion que demuestra,
haciendo necesario que la correduria (como activi-
dad del profesor) involucre instrumentos prove-
nientes de la teoria de las representaciones semio-
ticas para provocar la transicion.

Fase de experimentacion

Como punto de partida de la ruta de ensefanza
el profesor formul6 el enunciado siguiente: «A es
el conjunto de los niumeros del intervalo [0, 1], en
cuya expansion decimal solo hay ceros, cincos o
nueves.», solicitando de los estudiantes trabajar en
grupos colaborativos, tener en cuenta el conjunto
A para plantearse preguntas, conjeturas y un
problema de demostracion que debian resolver.

Para resolver la situacion problema planteada por
cada uno de los grupos de estudiantes, se contaba
con las 32 sesiones de dos horas cada una, que
comprenden el tiempo asignado institucionalmente
a un curso semestral. La participacion de los
estudiantes en los diferentes ciclos de resolucion
de problemas se di6 en grupos colaborativos y en
sesiones de gran grupo.

La organizacion de la clase supuso el trabajo en
grupos colaborativos constituidos libremente (de
4 a 5 personas). Cada grupo se dié6 un nombre y
trabajo el problema que ¢l mismo se planteé. Se
trabajo en 2 sesiones semanales de 2 horas cada una,
durante las cuales los EPP trabajaron en un salén
de clase convencional. Durante el semestre los EPP
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acudieron, cuando lo consideraron conveniente,
a consultar libros, Internet, otros profesores,
compaieros del proyecto curricular o al uso de
software especializado.

La intervenciéon del profesor en cada grupo
colaborativo se di6 por solicitud de los grupos o
del profesor; trataba de ayudarles a fijar, establecer
y comprender distintos puntos de vista propuestos
por los miembros del grupo, con la intencién
de favorecer e instrumentar la constitucién de
comunidades de aprendizaje. Por ello siempre
utilizé, como aproximacion, el formato de pregunta
para provocar la participacién de los miembros
llevandolos a wusar, elucidar y transformar sus
modelos mentales e intuitivos. En las sesiones de

SENTIDOS PRIMITIVOS DE LA DEMOSTRACION EN LA FORMACION DE PROFESORES

gran grupo el profesor intervino como representante
de la comunidad de la comunidad de profesores de
matemadticas, y, como corredor entre los distintos
grupos colaborativos de la clase.

Fase de andlisis retrospectivo

El grupo de investigadores observé y analizo el
desarrollo de la experimentacién, discutiendo los
escritos de los estudiantes, las intervenciones en
pequeno grupo y las exposiciones en gran grupo,
apoyandose en la teoria que fundamentaba la hi-
potesis de aprendizaje y en la experticia de los in-
vestigadores. De este proceso continuo resulto el
redireccionamiento de la accién de la clase en los
casos en que se considerd necesario.

C Situacion-problema )

Andlisis/Discusion
Colectivo de los informes

v
Discusion/Analisis
Colectivo de nuevas
situaciones que vinculan
el uso de instrumentos
conceptuales

Informacion adicional proporcionada por:
lecturas, documentos

intervencion del profesor y

discusion en foros virtuales
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Esta fase se centr6 en indagar la plausibilidad de
la hipétesis de ruta de aprendizaje en relacién con
la actividad (cognitiva y social) desplegada y si el
disefio de los ciclos de resolucion de problemas,
incluida la situacioén problema planteada, generaba
en los EPP la actividad matematica esperada, obte-
niendo reformulaciones tedricas que incidieron en
el disefio actual y que proveen explicaciones acerca
del aprendizaje logrado.

Andlisis de los datos

El analisis de los datos se inscribe en la perspecti-
va cualitativa, tomando como unidades de analisis
segmentos de la clase de Problemas del Continuo.
Estos segmentos de clase fueron obtenidos toman-
do como criterio la emergencia o la evolucion de
alguno de los sentidos acerca de la demostracién
en las configuraciones de los EEP.

El proceso de analisis se realizé en dos fases se-
cuenciales, la primera de caracter descriptivo y la
segunda de cardcter inferencial (Gavildn, Garcia
& Llinares, 2007). Este proceso tuvo como objeti-
vo analizar el contenido de los escritos, videogra-
baciones y audios que dan cuenta de la actividad
matematica de los estudiantes, con el proposito de
identificar los sentidos dados a la demostracion
matematica.

Como resultado del proceso de andlisis se cons-
truyeron las “vifietas” La vifleta, caracterizada
como un instrumento de investigacién complejo,
permite a los investigadores integrar informacion
procedente de las diferentes fuentes, actores y rela-
ciones entre ellos lo que, para el caso de esta inves-
tigacion, hace viable la integracion de los enfoques
constructivista, cognitivo—semiotico y sociocultu-
ral adoptados. Desde el punto de vista conceptual,
el término vifieta es utilizado en el sentido dado
por Gavilan, et al. (2007), adecuandolo a la prac-
tica de resolucion de problemas de demostracion
realizada por los EPP.

La vifleta es un informe sobre aspectos de la prac-
tica [...] que integra informacién de diferentes
fuentes, transcripciones de las sesiones de clase,
los informes elaborados en el analisis descriptivo,

[el ciclo de resolucion del problema de demostra-
cién], y la descripcion e interpretacion de lo que
sucede en los segmentos [del ciclo de resolucion
de problemas]. En las «vifietas» ademas se integran
inferencias realizadas por los investigadores para
mostrar qué interpretaciones se han realizado y su
vinculacién con la evidencia empirica (p. 161).

Se elaboraron dos vifietas, cada una de las cuales
esta estructurada de tal manera que su desarrollo
permite una contextualizacion de los datos analiza-
dos, acompanada de segmentos que reconstruyen
sucesos de clase. Asimismo, incluyen descripciones
y analisis de los datos, las inferencias elaboradas por
los investigadores y sus argumentaciones acerca de
la plausibilidad del conjunto de interpretaciones
realizadas.

Para el analisis sobre los sentidos que los estudian-
tes dan a la demostracién matemitica, el grupo in-
vestigador utilizo categorias definidas en el marco
tedrico e incorporo, para la demostracion que ex-
plica, la categoria denominada demostracion para-
formal, dando cuenta de un tipo de demostracion
no incluida en la teoria de la demostracion que
explica. La demostracion paraformal se caracteriza
porque en ella se pueden identificar ausencias en
la dimension epistémica o légica con relacion a las
proposiciones que conforman la trama argumental.
Es decir, en dicha trama existen ausencias del cam-
bio en el valor epistémico o de transferencia local
del valor de verdad o de control del estatus teérico.

Los segmentos de clase, que fueron analizados de
manera simultanea, corresponden a la resolucion
de los siguientes tres problemas de demostracién,
planteados por los EPP: 1) demostrar que es el mi-
nimo del conjunto A, 2) demostrar que es el maxi-
mo del conjunto A y 3) es igual a 1.

Resultados

Los resultados seran expuestos a continuacién en
dos vifnetas Gavilan, et al. (2007: 161). En la pri-
mera se exponen los sentidos de la demostracion
que explica (Hanna, 1990) ligada a los ejemplos y
el uso que dan los estudiantes a los mismos. En la
segunda, la aparicién y reaparicion de la demos-
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tracion paraformal en las producciones de los es-
tudiantes.

Los estudiantes vivencian una practica de la de-
mostracion que explica

Los datos de esta vifieta son tomados de la segunda
(11 de agosto de 2010) y de la octava sesion (3 de
septiembre de 2009). Los EPP estan haciendo sus
primeras aproximaciones a la situacion, se les ha
pedido que generen preguntas sobre el conjunto A
para elaborar una conjetura. Las primeras experi-
mentaciones de los estudiantes van dirigidas a fa-
miliarizarse con el enunciado de la situacion.

A:Sea A.
K: Bueno, se entiende un conjunto entre 0 y 1.

[...]

A: Pero luego no decia, solo ceros, solo cincos, o solo
nueves.

K: Pero tii misma dijiste, que pueden estar los tres.
L: Ah, o sea, no cabe un 0,3.

A: No, seria 0,05 0 0,059 ssi?, ;pero seguidos?, spodria
ser?, 0 0,59.

Transcripcion 1. Familiarizacién con el enunciado

Al tiempo que se familiarizan con el enunciado,
los estudiantes se dan cuenta que los elementos del
conjunto son numeros decimales en el intervalo [0,
1] (In. 1, tr. 1), asumen que en la expansion deci-
mal debe haber solo ceros, cincos o nueves pero
que pueden estar combinados uno, dos o tres de
estos digitos y estar o no repetidos (In. 3-6).

La evidencia (tr. 1) muestra que el grupo de estu-
diantes estda familiarizandose con un objeto mate-
matico a través de ejemplos de caracteristicas de di-
cho objeto. Es decir; a través de particularizaciones,
hecho usual en la actividad matematica general.

En el fragmento de discusion que sigue los estu-
diantes se estan poniendo de acuerdo acerca de las
preguntas que deben elaborar; la discusion los lle-
va a tratar de entender los elementos y la estructura
del conjunto.
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A: [...] ses que no es como mds sencillo mirar lo de
secuencias?, o sea digamos cero, no sé qué, entonces en
qué momento se va a volver a repetir.

J: sEs que sabemos que es infinita la expansién?, jcier-
to?, pero... entonces ;como podemos relacionar lo infi-
nito con lo decimal?

K: Teniendo en cuenta...

J: ...teniendo en cuenta el cero, el cinco o nueve. ;Y ahi
cémo se ve eso?

K: Por qué es infinito.
J: Por qué es que digamos...

K: Luego digamos que es, 0,59. El anterior a ese scudl
seria?... sNo se podria poner 0,82

C: 0,50.

L: ;0,507 ;Y por qué no 0,552... ;Y después del 0,50?
K: sDespués, o antes?

L: Antes, si.

A: 0,05.

L:500,9?]..]

A: Si: 0,9.

L: Si ve, ni siquiera sabemos. jQué complique!

C: ;Qué?

K: Que ella estaba haciendo una secuencia, entonces
estd preguntando que antes del 0,50 qué niimero va.

A: Antes seria, pues lo del 0,50, ;Qué va?
J: Cuya expansion decimal...

A: Por eso, cero, 0,09 y entonces va...
L:..009.

A: 0,9.

C: sAntes?, no, ese seria después.

K: Ese seria después.

A: Ese seria después.

L: Ah si, claro.

A: Ya, ya, ya seria 0,9 porque estamos hablando de
que...Segunda

C: O sea 0,009.

ica

ion cientif

|Educac

N
N



ARTURO SANJUAN - JAIME ROMERO - MARTHA BONILLA

ICa

ientif

7

|Educacion cien

N
o

L: O sea, el primero es cero coma ...
A: 0,00; 0,00

L: No porque...

A: Ya.

C: Pero teniendo en cuenta que tiene infinitos deci-
males, por qué si el anterior a éste, digamos éste 0,59
podria ser 0,559 y después 0,005.

K: O sea que solo estamos tomando solamente dos de-
cimales después del 0.

L: Mejor dicho, después del cero ;qué sigue?,
A: 0,05.

K: Por qué 0,0.

L: 0,005.

K: Si.

L: O mejor €] 0,0005.

Transcripcion 2. Experimentacion sistematica

En la linea 1 (tr. 2), Angela muestra una intencién
de preguntar algo relacionado con secuencias, por-
que lo considera mas sencillo y, en la linea 2, Joh-
natan pregunta por la relacién entre “lo infinito”
y “lo decimal”. Estas dos intenciones encaminan
la experimentacion. Asi, con los ejemplos que en
el didlogo van construyendo colectivamente (In.
5-40) estan tratando de mostrar infinitos elemen-
tos ordenados.

En la experimentacion tratan de ejemplificar la es-
tructura de orden; en el didlogo entre Cindy (In. 33)
y Katherine (In. 34) ponen en claro que, debido a
que la expansion decimal es infinita, es necesario
tomar ejemplos con mas de dos digitos. La interac-
cién dialdgica entre Loli, Angela y Katherine (In.
35-40), que desarrolla la precisién obtenida en las
lineas anteriores, va cargada de una técnica que les
permitira encontrar cada vez, nimeros del conjun-
to entre un numero dado del conjunto y cero.

En el propdsito de formar una sucesion, al parecer
siguiendo la insinuacién de Angela, los estudiantes
dirigen su experimentacion a encontrar sucesores
y antecesores de elementos, todos ellos dentro del
conjunto. Ligado al uso de la técnica encontrada,

emerge como manera de refutar, el contraejemplo
(In. 7-9, 35-40, tr. 2).

Las experimentaciones guiadas por las intencio-
nes, entender el conjunto, tener los elementos, ha-
cer una secuencia, construir lo decimal, o infini-
to, pueden ser entendidas como ciclos colectivos
y entrelazados de atascamiento/aja (Mason, et al.,
1989), en el sentido de que cada vez que van com-
prendiendo una pregunta que intermedia su in-
tencion —por ejemplo construir la secuencia, esta
intermediada por saber cual es el primer elemento
del conjunto- producen una comprension que es
asumidad por todos y que orienta su exploracién
siguiente.

Vemos emerger mediante una contruccion colec-
tiva que responde a una experimentacion, dirigi-
da de manera relativamente inconciente, por dos
insinuaciones iniciales y desarrollada a lo largo de
sucesivos ciclos colectivos atascamiento/aja, que
conduce a Loli (In. 29) a preguntar para los otros y
para si misma sobre el minimo de A: O sea, el pri-
mero es cero coma... De esta manera emerge una
técnica que permite generar una secuencia infinita
totalmente ordenada de elementos de A con menor
elemento, que a su vez contesta a la insinuacion de
Loli.

Luego de establecer caracteristicas del conjunto
A, ligadas a secuencias, orden y densidad, los es-
tudiantes dirigen su atencién a la construccién de
una pregunta que guiard sus siguientes experimen-
taciones, para ello buscan la ayuda del profesor y le
solicitan que les indique si la manera que estaban
usando para establecer el orden entre dos nime-
ros era o no correcta. En el siguiente fragmento de
clase se muestra como la direccién del dialogo en-
tre el profesor y el grupo los llevé a elaborar una
pregunta, una conjetura y a tomar conciencia que
ahora la actividad del grupo se dirige a demostrar
la conjetura.

L: ;serd que el 0,999999... es el ultimo?
P: Por ejemplo.
J: Loli s5c6mo?

P: sCudl es el mds grande?
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A: ;Cudl es el mds grande?

P: ;Cudl es el mds grande del conjunto? Ahi ya tienen
la pregunta...

L: ;Voy a escribir ajd bien grande!
[el profesor se retira]

J: iEureka! o sea que ;quién, cudl es el mds grande? Si,
0,999999 periddico.

A: 0,99 periddico es el mds grande.

L: ;Serd?

J: §Cémo?

K: Y asi mismo se puede sacar el mds pequefio.
L: Si.

A: Bueno, pero eso hay que demostrarlo, spero como
lo demostramos, que es el mds grande?, jesa es la pre-
gunta!

K: iEsa es la ideal, jesa es la idea!

Transcripcion 3. Surgimiento de la conjetura

El trabajo de ejemplificacion previo y las interven-
ciones del profesor (In 2,4 tr. 3) los lleva a decir
que es el mas grande del conjunto. En (In 15,16),
el grupo de estudiantes instala una conjetura y to-
man conciencia de que ahora la cuestion es como
demostrarla.

La siguiente transcripcion (tr. 4) es una continua-
cion de la anterior (tr. 3). Loli esta tratando de de-
mostrar que es el mds grande del conjunto.

L: {Contraejemplo!, porque no va a haber otro, por-
que en cualquier momento va a haber un cinco. Si,
o sea, supongamos 0,9999999... 5 y si yo digo que
0,9999999 siempre nueve...

A: Que eso fue lo que dijimos con el profe, que igual
si comenzamos a comparar con el nueve entonces no
importa que siga después.

L: Justo en ese preciso momento cuando llegue al
cinco, nueve va a ser mas grande que el cinco y va a
seguir siendo el 0,99999... mas grande,

K: Més grande,
A: Mds grande,

L: mas grande que todo...

SENTIDOS PRIMITIVOS DE LA DEMOSTRACION EN LA FORMACION DE PROFESORES

A: ...;entonces qué?, ;ponemos ese ejemplo?, sel de
€l 0,99995 y 0,9 periddico?, pero es que igual al tener
0,9 periddico ya estamos diciendo que igual va a ser
el mas grande.

Transcripcion 4. Experimentacion crucial y genéri-
ca como argumentacién

Enlalinea 1 (tr. 4), Loli expone un ejemplo que lla-
mo, de manera incorrecta, contraejemplo. Es inter-
pretado como un ejemplo que intenta poner a prue-
ba la conjetura del grupo; es decir, se trata de un
experimento crucial (Balachef, 1987). En la linea 3,
Loli usa este mismo experimento para argumentar,
de manera general, por qué €l es el mas grande del
conjunto. Los estudiantes estan produciendo for-
mas discursivas propias utiles para argumentar;
es decir, han hecho una demostracion que explica
(Hanna, 1990); ahora bien, en tanto explicacion ge-
neral a través de un ejemplo, se trata de una demos-
tracion que explica dentro del estadio experimento
genérico (Balachef, 1987) o de una argumentacién
general atada al ejemplo (Simon, 1996).

El andlisis de los datos, hasta este punto, permite
ver que la experimentacion fue usada para fami-
liarizarse con el objeto matematico ligandolo a se-
cuencias, orden y densidad; al parecer, intentando
ordenar el conjunto totalmente y de manera dis-
creta como una sucesion infinita, asunto que es im-
posible matematicamente. Esto permitio a los estu-
diantes tener una aprehension del conjunto y —por
ende- de la situacion (formular conjeturas). Asi,
los experimentos o ejemplos que realizaron los es-
tudiantes fueron dirigidos, en ultimas, a tener una
aprehension de la situacion que parece integrar
las perspectivas de Angela (la situacién como un
asunto relacionado con sucesiones) y Johnatan (la
situacion como un asunto que relaciona lo decimal
y lo infinito). Esta estrategia de aprehension de la
situacion, con un conjunto similar y con otros es-
tudiantes, se reporta en Sanjuan y Romero (2009).

Los estudios realizados anteriormente sobre de-
mostracién, Balachef (1987), Hanna (1990) y Si-
mon (1996), concuerdan con este estudio en que
la experimentacién y la argumentacion van de la
mano. Los estudiantes usaron los ejemplos y los
contrajemplos, estimulados por sus preguntas y las
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del profesor, manteniendo un sentido de su acti-
vidad matemadtica argumentativa regulada siste-
matica y permanente, al estar orientados por sus
propias intenciones o perspectivas.

El hecho de no exponer una situacién con la pe-
ticién de “encuentre que” o “demuestre que” y, a
cambio, exhibir una situacién sobre la que los es-
tudiantes deben inquirir; conlleva a que la expe-
rimentacion sea usada para producir preguntas y
conjeturas, desarrolladas en ciclos atascamiento/
aja, y que la conjetura principal sea un producto
de conjeturaciones y refutaciones mas pequenas.
La actividad desarrollada en el pequefio grupo
colaborativo va introduciendo a los EPP en las ta-
reas propias de una comunidad matematica guiada
por un sentido quasi-empirista de las matematicas
(Lakatos, 1976) -asi la conformada por ellos sea
una microcomunidad.

La ruptura de la practica regulada de la
demostracion que explica, por la practica
normativa de la demostracion paraformal

Los datos de esta vifieta corresponden a la terce-
ra (13 de agosto de 2009), cuarta (18 de agosto de
2009) y séptima sesion (27 de agosto de 2009) y
provienen de las videograbaciones de la clase y de
los cuadernos del resolutor de Katherine, Angela
y Cindy. El siguiente fragmento corresponde a la
tercera sesion. El grupo de estudiantes es conciente
de que la tarea consiste ahora en demostrar que es
el mas grande del conjunto. Estan discutiendo de
qué manera podrian hacer esto.

L: Entonces tenemos que demostrarlo, entonces par-
tamos de que vamos a demostrar que 0,99 periodico
es el mas grande.

C: Pero para eso, tendriamos que buscar...
L: ...teoria.

C: ;Sil

K: ;Claro!

A: Pero, jobviamente!

L: Pero, ;qué libro?

A: Pero, ;qué libro?

C: Pues uno sobre ordinalidad, pero ;en donde?

L: Entonces buscamos un libro
A: Entonces buscamos un referente tedrico, 3si 0 no?
L: Un libro para justificar.

A: Para poder demostrar en general que 0,9 periddi-
co es el mayor del conjunto.

J: Cual es el més grande y cudl es el mds pequefio.
Ahi estamos mirando.

A: Eso es de cardinalidad y de orden, pero es que
estamos buscando todo eso de orden, porque el pro-
fesor dijo que era de orden, porque ¢l habia buscado
que era orden.

[...]
C: ;Si encontraste algo ahi?
K: Por eso, eso es lo que estd diciendo Angela.

A: Que debemos buscar la relacion, partiendo de que
es una relacion de orden.

J: Es que aqui podemos ver que es una relacion de or-
den, pero partiendo de una relacion binaria.

[...]

A: Entonces deberiamos buscar eso, y buscar lo que
dice el libro, lo que es respecto a una relacion, ;listo?

Transcripcion 5. Las demostraciones, las teorias y
los libros

En el grupo aparecen distintas ideas sobre la utili-
dad del libro para demostrar que es el mas grande
del conjunto: encontrar referentes tedricos, justifi-
car, demostrar en general y hallar temas especifi-
cos, asi, los estudiantes tratan de hallar qué es una
relacion de orden (In. 15-20), pero no se preguntan
para qué sirve este objeto matematico en su tarea de
demostracién. Aparece la idea de que en los libros
se encuentran las razones que permitirian configu-
rar la demostracion de manera general (In. 10-13).

Al inicio de la sesion 18 de agosto de 2009 el grupo
comenta las ideas que han tenido acerca de como
demostrar que la conjetura es el mas grande del
conjunto. Reiteradamente, y en un lapso de cinco
minutos, Katherine y Angela presentan cuatro ve-
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ces las dos ideas siguientes: comenta que ha inten-
tado tener en cuenta «lo de la relaciéon de orden»
y ha hecho una afirmacién pero que entr6 en un
jatasco! [luego de investigar acerca de la relacion
de orden vy seriacidn, y las otras definiciones ne-
cesarias, j;qué se debe hacer con el problema?!]
Angela responde que «es eso [...] la idea es como
llegar a una generalizacion [...] que es mayor entre
todos los de 0,9; 0,99; 0,9 no sé qué (mientras pro-
nuncia cada nimero pone la mano izquierda como
referencia fija y aleja de ella su antebrazo derecho
hacia la derecha; en cada pronunciamiento el ante-
brazo derecho se aleja mds que en el caso anterior;
en el ultimo, lo desliza y extiende la mano hasta
quedar sefialando el horizonte de su lado derecho)
y ahi demostramos que es antisimétrico porque no
es igual a ninguno de los otros».

Durante este dialogo Loli ha manifestado no saber
como hacer la demostracion, y que «lo primero es
demostrar que este nimero [refiriéndose a ] existe
en el intervalo; de pronto, se decide a presentar un
escrito (Figura 2) que ha elaborado en correspon-
dencia con los acuerdos a los que llegé el grupo en
la sesion anterior.

Loli comparte para la discusién el escrito en el
que ella cree haber demostrado de manera gene-
ral «que cero nueve es mds chiquito que cero nueve,
nueve....».

Figura 2. Demostracion paraformal

SENTIDOS PRIMITIVOS DE LA DEMOSTRACION EN LA FORMACION DE PROFESORES

En el resto de esta sesidn las estudiantes dirigieron
sus esfuerzos a examinar el escrito de Loli. En la
discusion sostenida (apartes de la cual se presentan
en la transcripcion 6) logran dar sentido al texto, en
tanto demostracion general, y a cada una de las pro-
posiciones que lo constituyen; ademads, muestran
tener control de la validez de cada uno de los pasos.

K:[...] siaes menor que b existe un c... Bueno, hasta
aqui ibamos bien, bueno de aqui abajo no entendi,
bueno, mira, dice que a y b, digo que a es mayor [se
equivoca y luego corrige diciendo menor que] que b,
que eso es lo dado

K: [...] Entonces b - a es mayor que cero, por la defi-
nicién de menor que. b-a es igual a c porque existe c,
y pues se sabe que c [existe]. b mds menos a es igual a
c. [indicando la expresion b + (-a) = c]

A: Pero bueno es para dejarlo positivo, porque mira
mds por menos, menos, o sea tengo lo mismo que arri-
ba [sefialando que la expresion b + (-a) = ¢ es equiva-
lenteab -a =]

K: Ah bueno, sc es mayor que cero o que a?
Que cero

A: Pero bueno esto ya estaba acd. [indica en el escrito
de Loli la expresion ¢>0]

C: Pero bueno sesto no obligaria a que a y b fueran
iguales?

L: no, tiene que ser uno mds grande que el otro... pues
seguin yo.

C: No, tiene que ser igual porque se le estd sumando
yrestando a y b.

A no, espérate.

A: Pero ahi si se podria estar diciendo que son desigua-
les porque se estd sumando.

C: si es suma si, pero si es restando, no puede ser.
A: jPor qué?...

C: porque ;Como le va a estar restando a un niimero
igual otro diferente, que dé cero?

A: Si, es verdad.
L: Pero di6 unc...
[risas]

[...]
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L: Pero ahi no dice que es igual a cero
A: No, ;ahi qué dice?

L: Lo que dice es que c es mayor que cero, o sea que
ninguno de esos dos, que éste menos éste debe dar
algo mayor que cero.

A: Necesariamente...

[...]

Pero, sentonces aqui...aqui no habria un signo? [sefia-
la sobre (-a) (a) en el sexto renglon del texto de Loli].

L: No, porque a cosas iguales se le suman cosas iguales,
las cosas...

k: ;Por eso!
A: Las cosas son iguales.

L: Mira es que a éste se le puso éste [seiala la expresion
del renglén 6].

A: Si, si estoy de acuerdo.

L: Entonces no se ha desequilibrado digamos..., la
ecuacion. Entonces digamos esto es cero, menos y me-
nos da mds, entonces b mds 0 es igual a un c...mds
un a.

K: Si.
L: Pues ahi esta, ;no? que b es igual...
Aracmaisa.

[...]

A: [...] para eso se hizo todo el procedimiento, por-
que al decir que b es igual a a un ;qué? a un... ¢ me-
nos b, [se confunde con b-c] pues estamos diciendo
que b va a ser mayor ;si me hago entender? Si porque
le estamos colocando otra cosa ahi al lado para que
sean iguales.

K: Ujum.

A: Pues yo creo que si, eso si se puede hacer asi, pues
por lo que se hizo todo el procedimiento.

K: Listo, entonces tocaria hacer esta demostracion
pero con los numeritos que vamos a utilizar ;cierto?

A: Hay que hacer la demostracién pero con 0,9 y 0,9
periodico,...

K: {Por eso!

[...]

C: ;Pero antes de todo eso [sefiala el texto que trajo
Loli], no tocaria demostrar las propiedades? [se re-
fiere a las propiedades de orden)].

[...]

A: Pero es que con este coso [sefala el texto de Loli]
estamos demostrando que es anti simétrica, ;no era?
Para demostrar que el uno no es igual al otro.

[...]

A: Si a es menor que b entonces existe un ¢ menor
que cero tal que a + ¢ = b. Entonces coloquemos
Afirmacién-Razon... ... pues al demostrar eso enton-
ces ya tenemos que seria antisimétrico. ;Si? Enton-
ces nos tocaria demostrar las otras dos propiedades,
scuales eran?

Transcripcion 6. Aparece por primera vez la de-
mostracién paraformal

En el didlogo inicial, se manifiesta que el grupo
se esta poniendo de acuerdo acerca de como de-
mostrar la conjetura. Katherine quiere vincular lo
que ha averiguado acerca de relaciones de orden y
seriacion con el problema pero no sabe como ha-
cerlo. Angela, quiere demostrar que a < b es anti-
simétrica; piensa que si se demuestra que es mas
grande que todos los niimeros de expresion deci-
mal finita y conformada solo con 9s, se demuestra
que no es igual a ninguno de esos otros nimeros y
entonces la relacién a < b es antisimétrica.

Pasando a la discusién del escrito de Loli, en ella
se revela que:

1. mientras que Loli y Katherine lo perciben
como una demostracion general de quesia <b
entonces b > a, (tr. 6 In. 28-30). Angela, aunque
acepta la percepcion de Loli y Katherine, ve en
lo que ellas perciben un paso necesario en la
demostracion de que a < b es antisimétrica, (tr.
61n. 11, 30, 31, 39).

2. después de aceptar el texto de Loli como una
demostracion, el grupo manifiesta que es ne-
cesario hacer la demostracién pero con y con
todos los numeros de expresion decimal finita
y conformada solo con 9s. (tr. 6 In. 35-38).
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3. Lapercepcion de Angela fue tdcitamente acep-
tada, como se puede ver en sus cuadernos del
resolutor, dado que la palabra antisimetria en-
cabeza los textos, resultado de la discusion y lo
expresado en (tr. 6 In. 39). Pero, a cambio, las
EPP pensaron dirigir sus esfuerzos a demos-
trar las otras dos propiedades de las relaciones
de orden (tr. 6 In. 40).

Con las desiciones tomadas Angela ha cambiado
su punto de vista expresado en el didlogo inicial y
las EPP integran los otros puntos de vista expresa-
dos para demostrar la conjetura, concientes de no
haber resuelto el problema en términos del conjun-
to A y de sus elementos.

En relaciéon con la conformacion del argumen-
to. Por una parte, en el texto de Loli cada renglén,
conformado por las columnas Afirmacion, Razén,
muestra procedimientos algebraicos correctos,
aunque las razones que permiten los pasos de un
renglén a otro no siempre son congruentes; sin
embargo, tienen una funcién argumentativa den-
tro de la demostraciéon que estain empleando, es
decir, tienen un valor epistémico. Por otra parte,
el que la proposicion (sia < b entonces existe ¢ > 0
tal que a + ¢ = b) haya sido tratada como una frase
descompuesta en los segmentos (si a < b entonces
existe ¢ > 0) y (a + ¢ = b) conectados entre si por
tal que (ver Figuras 3, 4) permitiéndoles asumir
como hipotesis (si a < b entonces existe ¢ > 0) y
como tesis (a+b = c) puede verse como una falta
de control sobre las consideraciones estructurales
de la implicacidn.

Las EPP produjeron un texto demostrativo. Los
valores légicos de las proposiciones que llevaron
desde la hipdtesis a la tesis, es correcto y, asimis-
mo, ocurre con algunos de los significados de esas
proposiciones en tanto sus valores operativos, con
escepcidn de la sustitucion (renglén 4 del bloque
afirmacion, razén en Figura 4). Pero, los valo-
res tedricos que permitirian comprender el texto
como una demostracion estan ausentes, como lo
revelan tanto la introduccién de la proposicion (si
a < b entonces b-a > 0) como definicion de la rela-

SENTIDOS PRIMITIVOS DE LA DEMOSTRACION EN LA FORMACION DE PROFESORES

cién a <ben Q, asi como que la proposicion (sia <
b entonces existe ¢ > 0 tal que a + ¢ =b) no es vista
como otra definicién de esa misma relacion.

Resalta el que la correccion de los valores logicos
esté anclada a dos procedimientos tipicos: despe-
je de ecuaciones e introduccidon de una definicion;
fallando en el caso de la sustituciéon. Por ultimo,
y de manera colateral, se encuentra que la idea de
demostracion estd asociada a la configuracién en
formatos de dos columnas Afirmacién-Razoén (Fi-
guras 2, 4).

Lo documentado hasta aqui, evidencia la emer-
gencia de una demostracidon caracterizable como
paraformal.

El siguiente dato corresponde a la séptima sesion.
Las estudiantes estdn convencidas a través de la ex-
perimentacion que 1y 0,9 periddico son el mismo
numero. Sin embargo, se han propuesto la tarea de
producir una demostracion formal de este hecho
matematico.

A: Pero mire que aqui podemos ver, el dia en que la
embarramos, que Loli dijo que si a es menor que b
entonces, y pienso que ese entonces era algo de lo
que habiamos partido que no habiamos demostra-
do, porque habiamos dicho que a era menor que b.

K: Entonces hagamos lo que dice Loli, podemos
hacer una demostracion formal para afirmar que
son iguales.

A: bueno y ;de qué partimos? Porque no podemos
decir que a y b son iguales, ;no?

K: y luego sigue entonces.
A: por eso ;cdmo ponemos el antes del entonces?

L: Si..., no porque tendria que ser igual, si a es igual
a b, entonces...
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En el intento de demostrar que 1 y 0.9 son igua-
les, las estudiantes recuerdan el insuceso anterior
de haber hecho una demostracién paraformal (tr.
6), lo que las llevd a centrarse en discernir en las
proposiciones de la forma «si... entonces...», qué va
antes del entonces y qué va después; para no recaer
en tomar la tesis como hipdtesis para el caso que se
propusieron demostrar.

Aunque, como les ocurrié en un caso anterior,
también tuvieron un desplazamiento desde su
objetivo inicial de demostrar que igual a 1 hacia
demostrar la proposicion “Si a igual a 1 y b igual
a 1 entonces a igual a b”, la discusion actualizada
a esta proposicidn deja ver una argumentaciéon en
la que controlan y diferencian el papel de las hi-
potesis, las razones y la tesis; sin embargo, la di-
ferencia entre lo que argumentan y el texto que el
grupo propone como demostracion, plasmado en
el cuaderno de Katherine (Figura 5), parece una
manifestacion de la interferencia de la demostra-
cion paraformal.

-

K: Se quiere llegar a que ambos son iguales sno?

A:Siaesiguala l, y besigual a 1, entonces a es igual
ab.

[...]

L: ;Pero cémo decimos que 1 es igual a 1?2 ;C6mo El grupo manifiesta una conciencia de que esta cla-
demuestro eso? se de textos no son demostraciones en si (In. 5-7,

m 1 . 1 P
— A: Pues eso ya es reflexibilidad uno es igual a uno tr.8), pero le atribuyen el nombre de demostracion
= mismo. formal (In. 8). Realmente, se trata de una demos-
= tracion paraformal porque estan asumiendo la te-
) K: [Asiente con la cabeza]. sis como hipotesis (In. 16, numeral 1, Figura 5) y
(@) A: No porque mire [escribe en el puesto], si a es hay una validez de cada proposicion (valor logico
c igual a uno y b es igual a uno, entonces a es igual a correcto), pero estatus tedrico y operativo de las
O b. Entonces acd no hay que demostrar nada, porque ~ mismas no aparece (In. 18-19, p. ej.). No obstante,
1 ya tenemos eso es transitividad. Cosas igualesauna  expresan una conciencia de la importancia de no
= misma cosa son iguales entre sf asumir la tesis y distinguir la hipotesis de la tesis
o Transcripcion 8. Reaparicion de la demostracion (In. 9-11).

L paraformal
34
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Asimismo, persisten dos ideas y dos ausencias.
En primer lugar, la idea de que la demostracién
formal es una configuraciéon a dos columnas de
afirmaciones y razones (Figuras 4, 5) y que en la
demostracion formal se deben usar proposiciones
conteniendo términos de teorias, aunque no exis-
ta una relacion clara con la proposicion objeto de
demostracion —por ejemplo, de los conjuntos par-
cialmente ordenados- y en segundo lugar ausen-
cias de estatus operativo y de estatus tedrico de las
proposiciones usadas.

En general se puede decir que mientras los estu-
diantes interactuan y van produciendo sincrénica-
mente un texto oral y un texto escrito, usando a
la vez lenguaje natural y lenguaje matematico en
sus argumentaciones, tienen control y diferencian
el papel de las hipotesis, las razones y la tesis; su
actividad matematica es completamente regula-
da. Pero, al situarse en la perspectiva de hacer una
demostracion formal, su pretension los conduce a
textos escritos con caracteristicas de demostracion
paraformal; es decir, la suposicion de la tesis como
hipétesis o la introducciéon de una proposicién
equivalente a la proposicién objeto de demostra-
cién. Esto sucede incluso cuando el grupo de es-
tudiantes manifiesta, reiteradamente y de distintas
maneras, que no se debe suponer para demostrar
lo que se va a demostrar. En la intencion de hacer
una demostracién formal la conciencia de tal im-
posibilidad no los habilita para realizar un transito
adecuado del valor epistémico al valor de verdad.

También creen que las proposiciones tienen una
validez en si mismas. Es decir se busca que se cum-
pla su valor légico, pero hay proposiciones que no
tienen significado, en tanto su estatus es tedrico y
operativo. Este hecho puede llegar a hacer imposi-
ble, sin un tratamiento didactico adecuado, que el
grupo de estudiantes sea conciente de las relacio-
nes funcionales y estructurales de la demostracion.

Conclusiones y discusion

La participacion en el experimento de ensefianza
permitid la emergencia de dos sentidos primitivos
de lo que significa demostrar: uno institucional y
personal, y otro no institucional y ajeno.

SENTIDOS PRIMITIVOS DE LA DEMOSTRACION EN LA FORMACION DE PROFESORES

El primero es el sentido de la demostracién como
una forma discursiva que permite convencerse y
convencer a los demas de la veracidad matematica
de un resultado. Esto se realiza con procesos como
conjeturar, refutar, experimentar, deducir, decan-
tar, etc. Esta forma discursiva coincide con los sig-
nificados institucionales de la matematica, en tanto
se efectiian operaciones correctas y argumentos de
la matematica; asimismo, coincide con el signifi-
cado institucional en la comunidad de educadores
matematicos de lo que significa una demostracion
que explica y coincide con un sentido que Lakatos
adjudica a la demostracion (Lakatos, 1976).

El segundo, la demostracién paraformal puede ser
considerada como una forma discursiva en la que
los EPP no tienen un dominio y no pueden regular
el proceso de demostracion. No saben con claridad
a doénde quieren llegar, qué es lo que estan demos-
trando, etc. Por otro lado, este sentido de lo que es
una demostraciéon no coinicide con los sentidos
institucionales de los que significa demostrar.

Los estudios realizados anteriormente sobre de-
mostracion, Balachef (1987), Hanna (1990) y Si-
mon (1996), concuerdan con este estudio en que
la experimentacién y la argumentacion van de la
mano. Los estudiantes usaron los ejemplos y los
contrajemplos, estimulados por sus preguntas y las
del profesor.

Sin embargo, por una parte, el hecho de no expo-
ner una situaciéon con la peticiéon de “encuentre
que” o “demuestre que’, y, a cambio, exhibir una
situacion sobre la que los estudiantes deben inqui-
rir, conlleva a que la experimentacién sea usada
para producir preguntas y conjeturas y que la con-
jetura principal sea un producto de conjeturacio-
nes y refutaciones mds pequenias, articulando cilos
atasco/aja, que a su vez configura una practica re-
gulada que, apoyada en el cuaderno del resolutor,
parece irle confiriendo sistematicidad y estrucura.
Por otra parte, la configuracion de la gestion de la
clase en pequefios grupos colaborativos va introdu-
ciendo a los EPP en las tareas propias de una co-
munidad matemadtica -asi la conformada por ellos
sea una micro-comunidad- guiada por un sentido
quasi-empirista de las matematicas (Lakatos, 1976).
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Otro hecho, que difiere un poco de la teoria de la
demostraciéon que explica (Simon, 1996; Hanna,
1990; Balachef, 1987), es que la aparicion de los ni-
veles experimentales, no ocurre necesariamente de
ese modo lineal. Al parecer debido a la presencia
de preguntas y conjeturas, conjeturaciones y refu-
taciones articulando cilos atasco/aja.

Para la teoria cultural de la objetivacion (Radford,
2006), el aprendizaje consiste en dotar de sentido a
los objetos que el estudiante encuentra en su cultu-
ray a que la cultura del estudiante esta inmersa en
contextos institucionales (Radford, 2008). En este
sentido, los estudiantes han tenido un contacto
con el objeto de demostracién en cursos anterio-
res, en donde al parecer han privilegiado practicas
como la demostracion a dos columnas, el uso de
los libros como condicién para argumentar, etc.
Estas practicas privilegian un uso de la demostra-
cién que no tiene relacién con sus caracteristicas
estructurales ni funcionales. Lo que nos lleva a
coincidir con las afirmaciones de Hoyles (1997) y
Harel (1998), citados por Perry, Camargo, Samper
y Rojas (2006), cuando formulan como un obsta-
culo para el aprendizaje de la demostracién

[...] la presentacion a dos columnas, como usual-
mente se organizancia las demostraciones en geo-
metria, lleva a que muchos estudiantes conciban la
justificacién como un ritual, en el cual la forma es
mds importante que el contenido [...] la imposicién
de un formato desvia la atencién de los estudiantes
hacia la forma mas que hacia la coherencia argumen-
tativa (p. 39).

Ahora bien, desde la perspectiva antropolégica y
sociocultural de comunidades de practica Radford
(2006), no se puede afirmar que los estudiantes no
tengan un sentido de la demostracién. Lo tienen,
tanto de la demostracion que explica, como de la
demostracion que demuestra.

Asi, de la demostracién que demuestra, tienen la
idea correcta de que cada afirmacion debe ser cier-
ta, y que ellas conforman una trama conduciendo
de una hipdtesis a una tesis, lo que, si bien es nece-
sario en una demostracion, no es suficiente.

De la demostracidon que explica, en cambio, tienen
bastante objetivado. No solo porque han tenido
una practica exitosa en esta direccion, sino porque
ademas pueden hacer explicitos algunos hechos de
la demostracion que explica. Esto se puede ver en
la siguiente intervencion en el Sistema Moodle de
Katherine, el 4 de octubre, a la pregunta de un foro
que decia «;Cuadl es el sentido de la demostracion
en el curso?»

A partir de las demostraciones se puede ver la com-
plejidad de las situaciones problema, pues por medio
de éstas se ve el proceso de justificacion y explicacion
del mismo, ademas sirve para no solo convencerse a
uno mismo sino poder argumentar a los demas del
porque se hace las cosas, su finalidad y de alguna ma-
nera refleja los conocimientos que se han ido adqui-
riendo, la apropiacién que se tienen de estos.

Una manera de interpretar lo dicho por Katherine
desde la perspectiva antropolégica es con el con-
cepto de ladera de generalidad (Radford, s. f.). La
demostracion en la formacion de profesores puede
tener, al menos, dos laderas de generalidad. Una
caracterizada por la comunidad de educadores
matematicos como la demostracion que explica.
La otra practicada por los matematicos y caracteri-
zada por epistemologos y educadores matematicos
como la demostracion que demuestra.

Se puede decir, entonces, que la comunidad de
aprendices ha objetivado la ladera de generalidad
de la demostraciéon que explica; sin embargo, el
proceso de objetivaciéon de la demostracién que
demuestra hasta ahora ha empezado; vincula tres
ideas, no se puede asumir la tesis como hipotesis,
se debe verificar el valor de verdad de cada pro-
posiciéon que constituye la demostracion, y debe
haber una trama argumentativa. Los valores epis-
témicos y los significados de los estatus teoricos y
operativos de las proposiciones no estan objetiva-
dos por la comunidad de aprendices.

Como se ha demostrado, (Sanjudn & Romero,
2009; Sanjuan, Romero & Bonilla, 2008), en con-
cordancia con investigaciones sobre el aprendizaje
de las matematicas y en particular de la demostra-
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cién matematica, permiten deducir la complemen-
tariedad de las perspectivas asumidas, enfatizando
en el hecho de que la participacién en entornos
de aprendizaje que vincule dichas perspectivas,
permite a los EPP participar en la practica de la
demostracion matematica, aprendiendo en ella as-
pectos que desbordan el objeto matematico, para
sumergirse en el mundo de vida al involucrar ma-
neras de hacer, particularmente matematicas, y de
ser con otros, Radford (2006).

La demostracion, como objeto de la educacién ma-
tematica, ha sido tratado tradicionalmente como
un medio para obtener certeza (verdad); sin em-
bargo, en la perspectiva que Villord denomina veri-
ficacion/conviccion, estamos de acuerdo con el au-
tor cuando senala que aquélla no es la funciéon mas
importante que se le puede adjudicar a la demos-
tracion en el contexto escolar y que mas bien debe
incorporarse las funciones de descubrimiento, co-
municacion y sistematizacion; todas ellas tendien-
tes a buscar que la demostracién se presente como
una actividad matematica provista de sentido para
los estudiantes.

En particular para los EPP que estan en los pro-
cesos de aprender a ensefar, es util participar en
procesos de construccion de sentido sobre la de-
mostracion que les permita aprehender que exis-
ten diferentes sentidos para la demostracion y no
exclusivamente el de la demostracién formal y que,
la demostracion puede ser vista como un proceso
comunicativo propicio para construir y compren-
der objetos matematicos.
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