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Resumen 

En este artículo se presentan los resultados iniciales del diseño, experi-

mentación y evaluación de un curso de precálculo, planteado como una 

alternativa preventiva para afrontar la problemática actual de deserción 

y repitencia en los curso de Cálculo Diferencial en la Universidad 

Industrial de Santander. El propósito principal de dicho curso es aportar 

herramientas para desarrollar en estudiantes de primer nivel universitario 

su “pensamiento variacional”, con el in de favorecer en ellos un nivel 

matemático pertinente a las exigencias del curso de Cálculo Diferencial. El 

trabajo en el aula está orientado al trabajo activo de los estudiantes en un 

proceso de resolución de problemas, en el que se involucre el razonamiento, 

la comunicación, la representación, las conexiones y la tecnología como 

claves para la producción de aprendizajes signiicativos, alrededor de las 

dos ideas centrales del Cálculo Diferencial: la variación y la acumulación. 

Palabras clave: precálculo, cálculo, acumulación, pensamiento variacio-

nal, GeoGebra.

Abstract 

We present initial results of the design, experimentation and evaluation 

of a course in pre-calculus, proposed as a preventive alternative to con-

front problematic present of desertion and repetition in the Diferential 

Calculus course at the Industrial University of Santander. he main pur-

pose of this course is to provide tools to develop in students their irst 

university level its “variational thinking” with the purpose of favoring in 

them pertinent a mathematical level to the exigencies of the course of 
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Diferential calculus. he classroom work is oriented to the active work 

of the students in a process of problem solving, in which the reasoning, 

communication, representation, connections and technology as key to 

the production of meaningful learning involves around of the two central 

ideas of diferential calculus: variation and accumulation.

Keywords: Precalculus, calculus, accumulation, variational thinking, GeoGebra.

Resumo 

Apresentamos resultados iniciais do desenho, experimentação e avaliação 

de um curso de pré-Cálculo, proposto como uma alternativa preventiva para 

enfrentar a problemática atual de deserção e repetência nos curso de Cálculo 

Diferencial na Universidade Industrial de Santander. O propósito principal 

de dito curso é contribuir ferramentas para desenvolver em estudantes de 

primeiro nível universitário seu “pensamento variacional”, com o im de 

favorecer neles um nível matemático apropriado às exigências do curso de 

Cálculo Diferencial. O trabalho no sala está orientado ao trabalho ativo dos 

estudantes num processo de resolução de problemas, no que se envolva o 

razonamiento, a comunicação, a representação, as conexões e a tecnologia 

como chaves para a produção de aprendizagens signiicativas, ao redor das 

duas ideias centrais do Cálculo diferencial: a variação e a acumulação.

Palavras-chave: pré-cálculo, cálculo, acumulação, pensamento variacio-

nal, GeoGebra.

el desarrollo profundo de temas de Cálculo como 

límites, continuidad derivada e integral. Hitt señala 

algunas de las diicultades que tienen los estudian-

tes y algunos profesores de educación media para 

desarrollar un entendimiento profundo de estos 

conceptos. La diicultad respecto al concepto de 

función obedece a que, generalmente, se restrin-

gen a una manipulación algebraica que produce 

una limitación en su comprensión. En general, las 

tareas de conectar diferentes representaciones de 

un concepto no son tenidas en cuenta por muchos 

profesores como algo fundamental en la cons-

trucción del conocimiento matemático. Por otra 

parte, aunque en los documentos orientadores del 

currículo matemático, tanto a nivel internacional 

(NCTM, 2003) como a nivel nacional (MEN, 1998, 

Introducción

El Cálculo es un ediicio intelectual 

enorme, articulado alrededor de dos 

ideas centrales: acumulación y variación 

Ímaz y Moreno (2010)

 El Cálculo Diferencial es uno de los cursos que 

representa una de las mayores problemáticas en los 

estudiantes universitarios debido a múltiples razo-

nes, entre ellas, a la falta de los conceptos previos 

necesarios para el inicio del curso y la diicultad 

que se presenta en los estudiantes para compren-

der los conceptos fundamentales. Al respecto, Hitt 

(2005) plantea que el Cálculo reúne una cantidad 

de conceptos que están íntimamente relacionados, 

y el manejo pobre de algunos subconceptos impide 
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2003, 2004, 2006), se propone que, además de los 

contenidos, se deben desarrollar procesos como 

la resolución de problemas, el razonamiento y la 

demostración, las representaciones, la comunica-

ción y las conexiones, en las instituciones escolares 

de básica y media, los profesores siguen centrando 

su enseñanza en el aprendizaje de contenidos y 

algoritmos para la solución de ejercicios.

Ímaz y Moreno (2010) señalan que los libros de 

texto actuales de Cálculo Diferencial se han dedi-

cado a proponer una especie de análisis light, con un 

exceso en el rigor que proviene de una concepción 

de la matemática moderna de hace más de cuatro 

décadas. En estos libros, los autores se preocupan 

por presentar las demostraciones de los teoremas 

más importantes del Cálculo Diferencial, pero no 

se realiza ninguna discusión sobre la comprensión 

de dichos conceptos y el proceso de demostra-

ción. Así, en los libros de texto se hacen intentos 

por explicar cada regla, lo que da a entender que 

el único objetivo es deducir la regla en elaboración 

para practicar con ejercicios, en lugar de utilizar 

las explicaciones como una herramienta de pen-

samiento. Las explicaciones son muy cortas con 

aspectos esenciales del razonamiento formal, por 

lo que los estudiantes deben acudir a los profesores 

para comprenderlas, pero el material proporcio-

nado requiere profundización en el conocimiento 

matemático y pedagógico del contenido por parte 

de los profesores.

Como una alternativa de solución a la problemá-

tica, en varias universidades se ha propuesto el 

desarrollo de un curso de precálculo, enfocado al 

repaso de los conceptos, procedimientos y algorit-

mos necesarios en el curso de Cálculo Diferencial, 

generalmente repaso de temas como: conjuntos y 

operaciones, álgebra, ecuaciones, inecuaciones, 

trigonometría, geometría analítica, funciones y 

límites, sin tener en cuenta las orientaciones dadas 

para el desarrollo del pensamiento variacional 

(MEN, 2004), ni el uso de las tecnologías digitales. 

Es por ello que el curso de precálculo que se plan-

tea en esta investigación, se propone como una 

alternativa preventiva para atender la problemá-

tica de repitencia y deserción referente a la materia 

Cálculo Diferencial, de las carreras de ingenierías 

y ciencias de la Universidad. El propósito princi-

pal del curso es desarrollar “pensamiento variacio-

nal”, relacionado con el tratamiento matemático de 

la variación y el cambio. En esta dirección, Vasco 

(2003) expresa que “el pensamiento variacional 

puede describirse aproximadamente como una 

manera de pensar dinámica, que intenta producir 

mentalmente sistemas que relacionen sus varia-

bles internas de tal manera que cavarían en forma 

semejante a los patrones de covariación de canti-

dades de la misma o distintas magnitudes en los 

subprocesos recortados de la realidad” (p. 6).

A diferencia de un curso tradicional de precálculo, 

donde predomina el carácter estático de las repre-

sentaciones de los objetos matemáticos y su obje-

tivo principal apunta al repaso de los preconceptos 

necesarios para el curso de Cálculo Diferencial, o 

de los conceptos vistos en la secundaria. En este 

curso se incluyen representaciones generadas por 

GeoGebra y se enfatiza en el desarrollo del pen-

samiento variacional, a partir de un enfoque de 

resolución de problemas y lo que el estudiante 

comprende y puede hacer con el uso del sotware. 

Proveer a los estudiantes de representaciones diná-

micas sobre ideas centrales de Cálculo, como la 

variación y la acumulación, puede generar en ellos 

un pensamiento dinámico que contribuye a la 

construcción de signiicados de las ideas estudia-

das y sentar las bases necesarias para afrontar con 

éxito el curso de Cálculo Diferencial. 

Se presentan en este artículo algunas considera-

ciones teóricas y metodológicas, como también 
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algunos resultados obtenidos del diseño, expe-

rimentación y evaluación de un curso de precál-

culo con un enfoque de resolución de problemas 

de variación y acumulación, apoyado en el uso de 

GeoGebra como una herramienta cognitiva que 

ayuda al desarrollo del pensamiento variacional. 

Marco conceptual

para la construcción de un marco conceptual 

que sustente esta propuesta, se presentan algu-

nas investigaciones que dan cuenta de los erro-

res y diicultades que se han detectado en el área, 

algunas sugerencias planteadas por el Ministerio 

de Educación Nacional de Colombia (MEN, 

2004), por el Consejo Nacional de Profesores de 

Matemáticas de Estados Unidos (NCTM, 2003) 

y algunos elementos teóricos propuestos para la 

construcción de un marco conceptual de un enfo-

que de resolución de problemas que incorpore el 

uso de las tecnologías digitales (Santos-Trigo y 

Moreno, 2013).

Respecto a las diicultades, Artigue (1998) reseña 

las investigaciones que muestran que las concep-

ciones que tienen los estudiantes de los números 

reales, no son apropiadas para el aprendizaje de 

Cálculo, los estudiantes tienen diicultad para dis-

tinguir los diferentes conjuntos numéricos debido 

a la dependencia de las representaciones semióti-

cas. En cuanto a las funciones, señala la diicultad 

que tienen los estudiantes para identiicar lo que 

es realmente una función y el reconocimiento de 

las sucesiones como funciones; las diicultad para 

sobrepasar una concepción de función como pro-

ceso y la diicultad de relacionar la función como 

objeto y como proceso; la diicultad de relacionar 

los diferentes registros semióticos que permiten 

representar y trabajar con funciones, y la diicultad 

para trascender los modos de pensamiento numé-

rico y algebraico. Respecto a las diicultades con el 

concepto de límite, se destacan las investigaciones 

que señalan los obstáculos epistemológicos de los 

estudiantes, debido al sentido común de la palabra 

límite, que lleva a la concepción de límite como 

algo infranqueable o como último término de un 

proceso, o tienden a restringir la convergencia a 

la convergencia monótona; la sobregeneralización 

de procesos initos a procesos ininitos, la fuerza 

de una geometría de las formas que impide que 

identiiquen claramente los objetos involucrados 

en el proceso de límite y su topología subyacente, 

haciendo difícil entender la sutileza entre el juego 

de marcos numéricos y geométricos.

Cantoral y Farfán (1998) plantean que “El desarro-

llo del pensamiento y el lenguaje variacional entre 

los estudiantes precisa de procesos temporalmente 

prolongados a juzgar por los tiempos didácticos 

habituales. Supone, por ejemplo, del dominio de 

la matemática básica y de los procesos del pen-

samiento asociados, pero exige simultáneamente 

de diversas rupturas con estilos del pensamiento 

prevariacional, como el caso del pensamiento alge-

braico. Esa ruptura además, no puede ser sostenida 

exclusivamente al seno de lo educativo con base en 

un nuevo paradigma de rigor que se induce sim-

plemente de la construcción de los números rea-

les como base de la aritmetización del análisis, ni 

tampoco puede basarse sólo en la idea de aproxi-

mación; sino que debe ayudar también a la mate-

matización de la predicción de los fenómenos de 

cambio. Para acceder al pensamiento y lenguaje 

variacional se precisa entre otras cosas del manejo 

de un universo de formas gráicas extenso y rico en 

signiicados por parte del que aprende”.

A pesar de los estudios documentados por Artigue 

(1998) y los planteamientos realizados por Cantoral 

y Farfán (1998), se sigue observando en las aulas 

que “la instrucción” de dichos objetos matemáticos 

siguen estudiándose con un enfoque tradicional 
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—manejo algebraico y algorítmico—, de manera 

estática y con problemas rutinarios. Por ejemplo, 

para estudiar funciones, maestros y alumnos usan 

regularmente la deinición estática de conjuntos, 

tablas y fórmulas, lo que conlleva a diicultades 

de interpretación de situaciones que no permiten 

ver los aspectos que desean verse con relación a la 

“variación”. Al respecto, Carabús (2002) menciona 

que si el alumno concibe la función solamente 

como una correspondencia, no pone en juego su 

pensamiento y lenguaje variacional. En este sen-

tido, el pensamiento variacional implica que el 

estudiante sea capaz de reconocer los valores que 

puede tomar una variable en cierto intervalo, así 

mismo necesita explorar cómo varía la función 

en dicho intervalo. López y Sosa (2008) enfati-

zan en que la forma como se trabajan estos con-

ceptos no favorece la construcción de conceptos 

asociados con la funcionalidad del concepto; así 

mismo, mencionan que para evitar las diicultades 

de aprendizaje de los estudiantes en estos temas 

se requiere proveer experiencias de modelación y 

visualización que permitan explicar fenómenos de 

carácter variacional.

En el documento Pensamiento variacional y tecno-

logías computacionales del Ministerio de Educación 

Nacional de Colombia (MEN, 2004), se plantea que:

El estudio de procesos de variación y cambio 

constituye uno de los aspectos de gran riqueza 

en el contexto escolar. El énfasis actual en la 

educación matemática orientado hacia el desa-

rrollo del pensamiento matemático a partir de 

situaciones problemáticas signiicativas para los 

estudiantes, hacen del estudio de la variación y el 

cambio con mediación de herramientas tecno-

logías computacionales gráicas y algebraicas un 

campo de acción y formación potente en la edu-

cación matemática. Lo que se debe desarrollar 

es una forma de pensamiento que identiique de 

manera natural fenómenos de cambio y que sea 

capaz de modelarlos y transformarlos (p. XXV).

Se podría caracterizar el pensamiento variacional 

como la capacidad que tiene el estudiante para 

darle sentido a las funciones numéricas y mane-

jarlas en forma lexible y creativa, para entender, 

explicar y modelar situaciones de cambio, con el 

propósito de analizarlas y transformarlas (p. 17).

En los principios y estándares del NCTM (2003, p. 

300), se señala que:

Los programas de enseñanza de todas las etapas, 

deberían capacitar a todos los estudiantes para: 

comprender patrones, relaciones y funciones; 

representar y analizar situaciones y estructuras 

matemáticas utilizando símbolos algebraicos; 

usar modelos matemáticos para analizar y com-

prender relaciones cuantitativas y analizar el 

cambio en contextos diversos.

Uno de los caminos para lograr la construcción del 

pensamiento variacional es mediante la resolución 

de problemas que promuevan el análisis de situa-

ciones de variación y cambio a través de diferen-

tes sistemas de representación: numérico, gráico, 

algebraico y verbal. La calidad de la comprensión 

de la situación de variación dependerá de las rela-

ciones que el estudiante pueda establecer entre las 

diferentes representaciones. Para lograr esto, se 

pueden proponer diferentes representaciones de 

una situación de cambio para que sean contextuali-

zados e interpretados por los estudiantes. También 

se deben plantear problemas para que el estudiante 

pueda producir una representación a partir de otra. 

Lo anterior es posible mediante la presentación de 

simulaciones a los estudiantes o mediante la peti-

ción de producir una simulación a partir de las 

representaciones (MEN, 2004). Para el logro de 
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estas metas, el uso de las tecnologías digitales ha 

sido incorporado en diferentes proyectos o pro-

gramas académicos, logrando que los problemas o 

tareas matemáticas tengan un papel fundamental 

en la construcción del conocimiento matemático 

de los estudiantes. Se deben plantear problemas 

que permitan el cambio de una representación a 

otra haciendo énfasis en sus conexiones. En este 

sentido, GeoGebra se convierte en una herra-

mienta poderosa, dado que se constituye en un 

laboratorio de experimentación, análisis, conjetu-

ración, comprobación y conexión de las diferentes 

representaciones.   

Con el objetivo de lograr la construcción de un 

marco conceptual en la resolución de problemas 

que incorpore el uso de herramientas computacio-

nales, Santos-Trigo y Moreno (2013) plantean ele-

mentos de un marco conceptual que caracteriza las 

fases que sustentan el uso de las herramientas en 

la resolución de problemas, destacando entre sus 

componentes el acercamiento visual y empírico, la 

representación funcional, la búsqueda de diversos 

caminos para la construcción de un modelo alge-

braico que incluya métodos analíticos y geométri-

cos, y la relevancia de contrastar los procesos y las 

estrategias utilizados en los diversos acercamientos.

Estos elementos y fases, están planteados, de 

manera implícita, en las sugerencias dadas en el 

documento del pensamiento variacional y tecno-

logías computacionales (MEN, 2004), en donde 

se recomiendan los siguientes momentos que se 

implementarán y profundizarán de acuerdo con el 

nivel del desarrollo cognitivo de los estudiantes y 

con los logros que se pretendan alcanzar:

 • Observación de la simulación del fenómeno: 

descripción, predicción, veriicación.

 • Aproximación al tipo de gráica que se producirá 

al relacionar las magnitudes que varían.

 • Registro de los datos en una tabla y análisis de 

la información suministrada.

 • Visualización de la gráica formada por el 

conjunto de valores registrados y análisis de 

la misma.

 • Relación entre los registros —tabular y gráico—.

 • Aproximación a la expresión algebraica que 

mejor relaciona las variables.

 • Cálculo de regresión.

 • Análisis de la función y de su relación con el 

fenómeno en estudio.

 • Otras extensiones al estudio de la función: 

construcción geométrica de la derivada, 

análisis de la derivada, cálculo de la derivada, 

interpretación (MEN, 2004, p. 32).

Teniendo en cuenta las ideas anteriores, el curso de 

precálculo se diseña como una alternativa preventiva 

que permita abordar la problemática de deserción 

y repitencia de los estudiantes del curso de Cálculo 

Diferencial. Lo que se debe desarrollar es una forma 

de pensamiento que identiique de manera natural 

fenómenos de variación y cambio y que sea capaz 

de modelarlos y transformarlos. Hay que partir de lo 

que el estudiante sabe y plantear tareas que involu-

cren los conceptos e ideas fundamentales del Cálculo. 

Intentar resolver en un curso de precálculo lo que el 

estudiante no aprendió en la escuela es un método 

que generalmente fracasa (Moreno, 2012).

Aspectos metodológicos

Para poner en funcionamiento lo expuesto en los 

dos apartados anteriores, se planteó el diseño, 

desarrollo y análisis de resultados de un curso de 

precálculo, dirigido a 300 estudiantes de primer 

semestre de 2013 de las carreras de Ingeniería y 

Ciencias de la Universidad Industrial de Santander, 

que obtuvieron los resultados más bajos en una 

prueba de caracterización. Este proyecto requirió 

de tres momentos que se presentan a continuación. 
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Fase I. Diseño de las actividades

El diseño de actividades estuvo orientado a promo-

ver en el aula un proceso activo de resolución de 

problemas que involucran razonamiento, comu-

nicación, representación, conexiones y el uso de 

la tecnología como claves para la producción de 

aprendizajes signiicativos alrededor de las dos ideas 

centrales de Cálculo: la variación y la acumulación. 

La puesta en marcha de las actividades pretende 

proveer a los estudiantes de herramientas, que les 

permitan responder favorablemente a las exigencias 

del curso de Cálculo Diferencial. Los criterios gene-

rales del diseño de las actividades fueron: 

 • Problematizar los contenidos de estudio de 

Cálculo con situaciones del contexto —un 

problema para cada sesión—.

 • Generar espacios donde los estudiantes trabajen 

como si fueran matemáticos, mediante la intro-

ducción de diferentes conceptos de Cálculo en 

el contexto de resolución de problemas.

 • Hacer uso de la tecnología en todas las sesio-

nes mediante el trabajo en computadores y 

con el apoyo de GeoGebra.

La componente didáctica para el diseño de las acti-

vidades, consistió en una reinterpretación de las 

fases de aprendizaje del modelo de Van Hiele, que 

dieron lugar a las siguientes pautas para su diseño:

1. Fase de información y exploración libre: al ini-

cio de la actividad se plantea el problema rela-

cionado con la temática a estudiar, para que el 

estudiante lo intente resolver de manera indi-

vidual o en parejas, sin el uso del sotware. La 

idea fundamental de esta actividad consiste 

en que el estudiante utilice sus conocimien-

tos escolares para resolver el problema de 

manera intuitiva y logre tener una aproxima-

ción a la solución. En esta fase se espera que el 

estudiante identiique la necesidad de utilizar 

nuevos conceptos, de aclarar conceptos vistos 

en el bachillerato y que el profesor identiique 

las principales diicultades conceptuales y los 

errores generales de los estudiantes.

2. Fase de socialización de los resultados obtenidos 

en la fase anterior: en esta fase el profesor pro-

mueve la participación de los estudiantes para 

que comuniquen sus soluciones, las discutan en 

grupo, se aclaren las dudas y, principalmente, se 

corrijan los errores, se repasen conceptos y se 

promueva la necesidad de ofrecer una solución 

matemáticamente válida al problema planteado.

3. Fase de exploración dirigida: en esta fase se parte 

de la exploración de un archivo en GeoGebra 

para que, a través de la exploración y de la 

orientación guiada por preguntas, el estudiante 

usando las diferentes herramientas del sotware, 

vaya encontrando respuestas al problema, plan-

tee conjeturas y justiique matemáticamente los 

resultados visualizados en las diferentes repre-

sentaciones que ofrece el sotware, a través de sus 

diferentes vistas —algebraica, hoja de cálculo, 

ventanas gráicas, Cálculo Simbólico - CAS, 

barra de entrada—. Igualmente, en esta fase se 

promueve que los estudiantes vean las conexio-

nes que existen entre los conceptos trabajados y 

entre cada una de sus representaciones.

4. Fase de explicitación: en la actividad propuesta 

se sugiere la discusión con los estudiantes y con 

el profesor, se promueve la participación de los 

estudiantes para que éstos planteen sus propias 

soluciones y las discutan con el grupo y con el 

profesor. El papel del profesor debe ser la de 

promotor del debate, la relexión y la discusión 

de las ideas expuestas, de tal manera que se lle-

gue a la construcción del conocimiento, el cual 

es el objetivo de la actividad.
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5. Orientación libre: se plantea un nuevo pro-

blema para aplicar lo que aprendió. Una tarea 

retadora, en donde el estudiante tenga que apli-

car lo aprendido, pero no de manera mecánica.

Uno de los productos de esta fase fue el diseño de 

quince actividades con dos componentes: 1) tra-

bajo con lápiz y papel, y 2) uso de la tecnología 

como medio de representación dinámica, com-

probación y visualización de procesos que no son 

posibles de exponer con lápiz y papel. Otro pro-

ducto fue la construcción de una versión de cada 

actividad para el estudiante y otra para el maestro. 

En esta última se expresa, en términos generales, la 

orientación de la actividad en el aula, los objetivos, 

el uso que se le debe dar al archivo y un análisis a 

priori de las posibles respuestas del estudiante. Las 

actividades diseñadas se titularon así: a) análisis de 

datos, b) números y operaciones, c) medidas, d) 

razones en el triángulo rectángulo, e) razones en el 

plano cartesiano, f) funciones trigonométricas, g) 

cuerdas vibrantes, h) fenómenos físicos, i) períme-

tro ijo-área variable, j) caja sin tapa, k) funciones 

por partes, l) derivada como razón de cambio, m) 

transformaciones de funciones y n) área ija-perí-

metro variable.

A manera de ejemplo, a continuación se muestra 

la actividad perímetro ijo–área variable, planteada 

al estudiante. Los comentarios que se hacen en 

seguida de cada actividad no van en la hoja de la 

actividad que se le entrega al estudiante, estos se 

dejan explícitos como guía para el profesor. 

 • Actividad 1. Resuelve el siguiente problema 

en tu hoja de trabajo

Un granjero tiene una valla de alambre de longitud 

14 hectómetros para cercar un terreno rectangu-

lar, destinado a la siembra de pasto para el ganado. 

Si el granjero desea obtener la mayor extensión de 

cultivo posible ¿Cuáles deben ser las dimensiones 

del terreno? Explica y justiica tu respuesta.

Comentario: en esta actividad se espera que el estu-

diante realice algunos cálculos numéricos —princi-

palmente con números naturales— y dé una respuesta 

de valores de los lados del rectángulo entre 3 Hm y 

4 Hm. La idea del número 14 es precisamente llevar 

al estudiante a pensar en otros conjuntos numéri-

cos. Cuando los estudiantes discutan sus soluciones 

se darán cuenta que la solución no pertenece a los 

números naturales. Algunos estudiantes presenta-

rán respuesta aproximadas a 3.5, pero no se atreven a 

decir 3.5 porque el rectángulo es un cuadrado y para 

ellos el cuadrado no es rectángulo. Estos procedi-

mientos empíricos y concepciones erróneas las debe 

aprovechar el profesor para relexionar sobre los con-

juntos numéricos, las propiedades del rectángulo y 

la necesidad del uso de otros conceptos matemáticos 

para la resolución de problemas. 

 • Actividad 2. Actividad de exploración

Abre el archivo de GeoGebra “Perijo_Area”, mueve 

el punto B, explora, observa, analiza y contesta las 

siguientes preguntas:

1. ¿Qué magnitudes varían en esta situación?, 

¿cómo varían esas magnitudes?

2. ¿Qué magnitudes permanecen constantes?

3. ¿Qué valores podrían tomar las magnitudes 

en observación y en qué unidades de medidas? 

Justiica tu respuesta.

4. ¿Qué sucede con una de las magnitudes a medida 

que varían las otras? Justiica tu respuesta.

5. ¿Existe alguna(s) variable(s) que dependan de 

otra(s)? Justiica tu respuesta.
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6. Toma como variable independiente la base 

(lado AB) del rectángulo ABCD y asume que 

tiene longitud , elabora en la hoja de trabajo 

una tabla para algunos valores de (mínimo 

10) y las áreas correspondientes a estos valores 

¿Cómo halló el área?

7. Elabora en la hoja de trabajo una gráica con 

los datos obtenidos en la tabla anterior. 

8. ¿La gráica obtenida sugiere una función? Si es fun-

ción, ¿cuál sería esa función? Justiica tu respuesta.

9. ¿Cuáles son las dimensiones del rectángulo de 

mayor área?, ¿por qué?, ¿qué rectángulo es?

10. ¿Es suiciente la información obtenida hasta ahora, 

para resolver el problema? Justiica tu respuesta.

11. Elabora una conclusión acerca de lo trabajado 

hasta el momento.

Comentario: en esta actividad se parte de un 

archivo dinámico construido en GeoGebra igura 

1) para que el estudiante explore, identiique los 

variantes e invariantes y trate de dar una solución el 

problema apoyado en lo que visualiza en el archivo 

y lo que escribe en su hoja de trabajo.

En este punto se espera que los estudiantes iden-

tiiquen que las dimensiones de los lados del rec-

tángulo varían, lo cual le permitirá concluir que el 

área del rectángulo también varía y que el períme-

tro sigue siendo constante. Aunque hay una dii-

cultad ligada a este fenómeno, lo cual se debe a que 

los estudiantes conciben la variación al transcurrir 

el tiempo, pero en esta situación no es el caso. Sin 

embargo, ellos podrían pensar que al variar con 

el tiempo también lo hará. Los estudiantes deben 

notar que a medida que los valores  aumentan de 

0 a 7, los valores de disminuyen de 7 a 0. Además 

los estudiantes necesitan tomar conciencia del por 

qué no puede tomar valores menores que cero ni 

mayores que siete, si esto no pasa, el profesor debe 

plantear preguntas que le permitan identiicar lo 

anterior descrito, preguntas cómo, ¿qué sucede si 

el valor de es 2 Hm?, ¿qué sucede si el valor de es 

4 Hm?, ¿qué sucede si el valor de es 6 Hm?, ¿qué 

sucede si el valor de es mayor que 6 Hm? 

A
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

-1

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-2

0

0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

B

CD

Área de ABCD = 11.85
Perimetro de ABCD = 14

BC = 2.86

AB = 4.14

Figura 1. Imagen del archivo Perijo-Área

Fuente: elaboración propia

Los estudiantes podrán visualizar una posible solu-

ción al problema analizando los datos numéricos 

y podrán tener una aproximación de la gráica de 

la función que modela el problema, pero algunos 

todavía no podrán encontrar su expresión alge-

braica. Aquí se debe analizar el comportamiento 

analítico de la gráica del problema y se puede apro-

vechar para hablar de las propiedades geométricas 

y analíticas de la parábola, se debe promover que 

los estudiantes “vean” que el rectángulo de mayor 

área con perímetro ijo es el cuadrado. Para esto es 

importante enseñarle a los estudiantes que los datos 

numéricos que muestra el sotware son apenas apro-

ximaciones de números racionales, debe aumentar 

el número de cifras decimales y hablar de la limita-

ciones del sotware y de la necesidad de una justii-

cación matemática de lo que ellos están observando, 

en ningún momento hay que dejarlos conformar 

con la justiicación de que “eso es así porque ahí se 

ve”. El profesor debe insistir en que los estudian-

tes justiiquen por escrito todas las respuestas que 

dan, con esto se están promoviendo los procesos de 

comunicación razonamiento y demostración. 
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 • Actividad 3. Socializa con tus compañeros y 

el profesor las conclusiones realizadas.

Comentario: como se mencionó al principio, esta 

fase se debe aprovechar para la comunicación de 

ideas y la discusión de las soluciones sin dar res-

puestas deinitivas por parte del profesor, son los 

estudiantes quienes discuten y deienden sus pun-

tos de vista con la orientación del profesor.

 • Actividad 4. Uso del sotware como herra-

mienta de exploración y veriicación.

1. Abre el archivo “Perijo_Area”. Lleva el punto B 

hasta el origen del plano (punto (0, 0)) ¿Existe 

rectángulo? ¿Por qué? ¿Cuál es el valor del 

área? ¿Cuál es el valor de perímetro?

2. Abre la hoja de cálculo de GeoGebra y dale 

animación automática al punto B. ¿Qué datos 

están registrados en la hoja de cálculo?

3. Lleva nuevamente el punto B hasta el origen 

del plano cartesiano. Abre la vista algebraica y 

muestra el punto P, dale animación automática 

al punto B y observa la trayectoria de P. ¿Qué 

representa el punto P? ¿Qué representa el ras-

tro de P? 

4.  En la hoja de cálculo, escoge el modelo de 

regresión que mejor se ajuste a los datos y llé-

vala a la vista gráica. ¿La función es la misma 

que obtuviste en el punto 8 de la actividad 2? 

5. ¿Cuál es la función que modela el problema? 

Explica tu respuesta

6. ¿Cuáles deben ser las dimensiones exactas del 

terreno para que su área sea máxima? Explica 

tu respuesta.

Comentario: aquí se quieren aprovechar las poten-

cialidades del sotware para que los estudiantes 

vayan realizando las conexiones entre las diferentes 

representaciones de los conceptos involucrados en 

la solución del problema y obtengan la expresión 

algebraica de la función que representa la solución 

del problema. El profesor debe orientar al estudiante 

a que ellos sean conscientes que la solución numé-

rica, geométrica, graica, algebraica y analítica que 

están visualizando corresponde a diferentes repre-

sentaciones de la solución del problema (igura 2).

Figura 2. Diferentes representaciones de la solución del problema

Fuente: elaboración propia
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Como en todas las actividades, se insiste que el 

estudiante debe justiicar todas sus respuestas con 

miras a llegar a la solución matemática del pro-

blema, de esta manera se promueve la comuni-

cación, el razonamiento y la demostración, de tal 

manera que el estudiante no se quede satisfecho 

con lo que ve en el computador o hace el compu-

tador, debe buscar respuestas en la teoría matemá-

tica. En esta actividad el profesor debe explicar que 

la ecuación resultante es la síntesis de los datos que 

suministra el problema, es decir, dado el rectán-

gulo (igura 3).

D C

y

B

x

Figura 3. Rectángulo ABCD de lados x, y

Fuente: elaboración propia

Si el perímetro es ijo (en este caso 14) se dedu-

ce la ecuación 2x+2y=14    ⇒  x+y=7 Signiica 

que el valor máximo de uno de los lados es 7.

Despejando y se obtiene la expresión y=7-x, 

lo que explica que el máximo valor de y es 

7, cuando x es 0 y el mínimo valor de y es 0, 

cuando x es 7.

El área del rectángulo ABCD es A=xy, reem-

plazando y=7-x, se obtiene A=x(7-x)=7x-x2, 

que es la ecuación dada por el sotware.

El profesor puede aprovechar las herramientas del 

sotware para empezar a trabajar la noción de la deri-

vada como razón de cambio y como pendiente de la 

recta tangente a la curva por el punto P. Puede soli-

citar a los estudiantes que introduzcan en la hoja de 

cálculo valores del lado desde 3.40 hasta 3.51, arras-

trando el punto B con la tecla de mayúsculas (shit) 

sostenida y la tecla de la lecha hacia la derecha —de 

esta manera la variación de es en décimas, centésimas 

o milésimas, … según se quiera—. De esta manera 

se tienen los valores del lado y del área cercanos al 

máximo en las columnas A y B, en la columna C 

se pide hallar la diferencia entre los valores de A 

(ΔA=A
2
-A

1
) y en la columna D la diferencia entre los 

valores de x (Δx=x
2
-x

1
), en la columna E la razón

. El profesor deberá orientar al estudiante para que 

analice los valores numéricos de cada una de las 

columnas y observe que, a medida que la diferencia 

∆x se aproxime a 0, la razón  se acerca a 0 para 

valores cercanos por la izquierda y por la derecha a 

3.5. Observará que las variaciones de A son muy cer-

canas y por eso ∆A tiende a 0. También observará que 

para valores a la izquierda de 3.5 la razón es positiva 

y a la derecha es negativa (igura 4), lo que permitirá 

discutir ideas crecimiento y decrecimiento, así como 

de la derivada como pendiente de la recta tangente.

Figura 4. Visualización del comportamiento de la derivada como razón de cambio

Fuente: elaboración propia
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Se podrán aprovechar los datos anteriores para 

realizar el análisis de la variación del lado x y de 

la razón  para que los estudiantes se den cuenta 

que en este caso las variaciones son proporcio-

nales e igual a 2. Con la ayuda de la herramienta 

de regresión de dos variables con los datos de la 

columna A y E para que el estudiante vea la ecua-

ción de la derivada  es la recta y = 7 - 2x.

Para introducir la idea de derivada como pen-

diente de la recta tangente a la curva en el punto 

P y no tener problema de bloqueo con el sotware, 

se deben eliminar los datos recogidos en la lista 

que automáticamente crea el sotware —lo cual 

elimina la ecuación f(x)=7x-x2 que representa el 

área en función de lado x—. Ya conocida la ecua-

ción se introduce en la línea de entrada —posible-

mente la llame g(x)=7x-x2 u otro nombre en la vista 

algebraica—, se muestra el punto P y en la barra 

de entrada se solicita la tangente del punto P de la 

función (x). Posteriormente en la barra de entrada 

se solicita la pendiente de la recta tangente por el 

punto P y se puede visualizar la recta con los valo-

res de la pendiente (igura 5), analizar el compor-

tamiento de estos valores y ver que la pendiente de 

la recta tangente tiende a 0, cuando tiende a 3.5, 

igualmente que cuando la función es creciente la 

derivada es positiva y cuando es decreciente la 

derivada es negativa. Se podría analizar los valores 

de x y de la pendiente en la hoja de cálculo y llegar 

a la ecuación y=7-2x de la derivada del área con 

respecto al lado . 

Figura 5. Visualización gráica, numérica y algebraica de la pendiente de la recta tangente 
a la función g(x) en el punto P

Fuente: elaboración propia
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Se espera que con estas actividades, algunos 

estudiantes puedan comprender por qué el área 

máxima se da cuando .

 • Actividad 5. Orientación libre

1. Abre el archivo Actividad 5.ggb4 en el cual el des-

lizador representa el perímetro del rectángulo.

2. Con el deslizador ijo en 256, mueve el punto 

C (Rojo) hasta lograr aproximadamente el área 

máxima para el rectángulo, luego registra el 

valor de obtenido.

3. Repite el paso anterior ijando el deslizador  en 

5 valores diferentes, para completar la tabla 1.

Perímetro (p) x que hace el área máxima

256

Tabla 1

Fuente: elaboración propia

4. Basado en la información de la tabla anterior, 

plantea una conjetura que relacione el valor de 

x—para el cual se obtiene el área máxima— y el 

perímetro p —si es necesario agrega más datos 

a la tabla—. Argumenta por qué tu conjetura 

planteada es cierta.

5. Cambia la escala al eje y, de modo que se aprecien 

en la pantalla valores de este eje, entre 0 y 6000 

—Aparecerá un punto azul en la pantalla—. 

6. Mueve nuevamente el punto C (Rojo) y com-

prueba tu conjetura planteada en 4 y concluye 

(Fije p en diferentes valores).

Figura 6. Imagen del archivo Actividad 5.ggb

Fuente: elaboración propia

Comentario: con este problema, a partir de la 

exploración del archivo dado (igura 6) se quiere 

lograr que el estudiante comprenda que, indepen-

diente del perímetro dado, el rectángulo de mayor 

área será un cuadrado de lado .

Fase II. Desarrollo del curso

Esta fase se desarrolló durante catorce sesiones de 

trabajo diario de cuatro horas, durante el receso 

académico. Se conformaron diez grupos de 30 estu-

diantes —siete grupos por la mañana y tres por la 

tarde—. Cada sesión se desarrolló en una sala de 

informática, dispuesta con 20 o más computadores, 

de tal manera que los estudiantes pudieran traba-

jar individualmente o preferiblemente en parejas. 

Según la estrategia didáctica adoptada y las fases de 

aprendizaje propuestas, la metodología de la clase 

implicaba que el estudiante debía enfrentar indivi-

dualmente o en parejas a la solución del problema, 

sin que el profesor lo resolviera. El papel del profesor 

consistió en resolver inquietudes de comprensión 
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del problema, planteamiento de preguntas, recordar 

algunos conceptos y procedimientos, orientar sobre 

el uso de GeoGebra como herramienta de visualiza-

ción, exploración, análisis y comprobación de ideas, 

promover la participación y discusión sobre las 

soluciones, conceptos, generalizaciones y conclusio-

nes, y inalmente institucionalizar el conocimiento. 

Fase III. Instrumentos de control y de evaluación

En esta fase se pretendía integrar la evaluación al 

proceso de enseñanza y aprendizaje, acorde a la 

metodología de aplicación, utilizado una variedad 

de indicadores que pueden ilustrar aspectos rele-

vantes en el aprendizaje de los estudiantes. Se consi-

dera la evaluación como un proceso permanente de 

observación y constantes ajustes de juicios de valor 

por parte del profesor sobre la actividad matemá-

tica realizada por los estudiantes. Esta observación 

directa estuvo basada en la comunicación de justii-

caciones orales o gráicas de los estudiantes sobre las 

situaciones problema planteadas en cada sesión de 

trabajo. Los indicadores de logro que se tuvieron en 

cuenta fueron los siguientes:

1. Modela diversas situaciones de cambio a través 

de funciones y expresa dichas funciones ini-

cialmente en palabras y luego simbólicamente, 

representándolas en forma gráica, tabular y 

mediante expresiones algebraicas.

2. Representa y analiza funciones utilizando 

tablas, expresiones orales, expresiones alge-

braicas, ecuaciones y gráicas y hace traduccio-

nes entre estas representaciones.

3. Formula conjeturas sobre el comportamiento 

de una gráica teniendo en cuenta el fenómeno 

que representa y usa la calculadora para com-

prender dicho comportamiento.

4. Interpreta gráicos que describen diversas 

situaciones.

5. Analiza tablas y gráicas para descubrir patro-

nes, hace predicciones e identiica propiedades 

y relaciones.

En la última sesión de trabajo se propuso el pro-

blema de hallar el rectángulo de menor perímetro 

entre los rectángulo de área ija (área ija–perímetro 

variable) y se evaluó según los indicadores expues-

tos. Las respuestas y actuaciones de los estudiantes 

fueron analizadas para ubicar a los estudiantes en 

un nivel de aprendizaje bajo, medio o alto.

Conclusiones

Lo que se presenta en este artículo es el inicio de un 

proyecto que está en ejecución y que por lo tanto 

tiene muchas variables por analizar, que no se pue-

den poner en este texto como simples airmacio-

nes sin haber realizado un análisis serio, pero por 

ahora sí se pueden mostrar algunos datos y suge-

rencias de lo realizado.

Se empieza por enumerar los aspectos que están 

pendientes por estudiar: falta realizar seguimiento 

a los estudiantes en el curso de Cálculo I, realizar 

una evaluación y mejoramiento de las activida-

des, analizar el impacto del uso de los archivos de 

GeoGebra en la comprensión de los problemas de 

variación y cambio en su resolución, analizar el 

uso que hacen los estudiantes de GeoGebra para la 

solución de los problemas y la inluencia de éste en 

la comprensión y conexión de las diferentes repre-

sentaciones de los conceptos estudiados y, prin-

cipalmente, aportar información que ayude a la 

comprensión y desarrollo del pensamiento varia-

cional, por parte de los profesores de bachillerato y 

primer semestre universitario.



S
e
c
c
ió

n
 e

d
u

c
a
c
ió

n
 c

ie
n

t
íf

ic
a

70
REVISTA CIENTÍFICA / ISSN 0124 2253/  SEPTIEMBRE - DICIEMBRE DE 2014 / No. 20 / BOGOTÁ, D.C.

JORGE ENRIQUE FIALLO LEAL, SANDRA EVELY PARADA RICO

A pesar que, en lo presentado se hace énfasis en la 

necesidad del conocimiento matemático, el curso 

de precálculo deber verse más como un acerca-

miento empírico e intuitivo a los conceptos e ideas 

fundamentales del cálculo que como un curso que 

pretende llenar los vacíos conceptuales de los con-

ceptos que el estudiante no aprendió en su básica y 

bachillerato, no se pretende convertir lo realizado 

en poco tiempo en el formalismo usual que ha lle-

vado al fracaso. Se deben aprovechar las inquietu-

des y preguntas de los estudiantes para abordar el 

aprendizaje de conceptos que son básicos para el 

curso de Cálculo Diferencial, se debe insistir en que 

los estudiantes entiendan el cambio y la variación, 

que identiiquen variables y las distingan de las 

incógnitas, que comprendan el papel de las repre-

sentaciones y de sus conexiones y que entiendan la 

importancia de la comunicación y el razonamiento 

y la demostración, así como el aprovechamiento de 

las tecnologías como herramientas que ayudan a 

la exploración, conjeturación y comprobación de 

ideas matemáticas.

Finalmente es necesario aclarar que lo propuesto 

no es algo totalmente novedoso y original, desde 

el punto de vista teórico, dado que desde hace más 

de una década en Colombia se vienen insistiendo 

en que los profesores de básica primaria y secun-

daria y bachillerato pongan en funcionamiento 

estas ideas. Lo original de este proyecto consiste en 

haber conformado un equipo de trabajo con pro-

fesores de colegios y de primeros semestres de uni-

versidad e investigadores en educación matemática 

y administrativos, que quieren dar respuesta a una 

problemática y que consideran que el trabajo en 

equipo es más fructífero y puede dar mejores resul-

tados, es decir, este es un proyecto que puede crear 

una comunidad de práctica, que quiere aportar al 

desarrollo de la educación matemática y a su vez 

ayudar al problema de la deserción y repotencia en 

los primeros semestres universitarios. 
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