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Resumen
Encontramos existencia y unicidad de solucio-
nes –periódicas en cada variable a proble-
mas de la forma 
. Suponemos que  es de clase 
. Empleamos el principio de contracciones de 
Banach y el método de continuidad para en-
contrar soluciones. Se muestran dos resultados. 
En uno se asume que la no-linealidad  es pe-
queña y en el otro que  está acotada y es de 
derivada pequeña.
Palabras Clave: Ecuación de onda semilineal, mem-
branas vibrantes, método de continuidad, principio 
de contracciones.

Abstract
We found existence and uniqueness of

–periódicas solutions to the problem  
.  We assume that

 is of class . We use the Contrac-
tion Principle and the Continuity Method.  Two 
results are shown. In one hand we assume that 
the nonlinearity  is small. In the other hand, 
we assume that  is bounded and with small 
derivative.
Keywords: Semilineal wave equation, vibrating mem-
branes, continuity method, contraction principle.

Resumo 
Encontramos existência e unicidade de solu-
ções -periódicas para os problemas de forma 

. Nós assumimos 
que  é . Nós usamos teorema da 
contrações e método de Continuidade para en-
contrar soluções.
Palavras-chave: Ecuación Semilineal onda, membra-
nas vibrantes, método de continuidade, teorema da 
contrações.
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Introducción

Denotemos con al conjunto de los todos los 
números complejos  de la forma  con 

. Sea con  y consideremos las 
funciones tales que

donde ,  y 
es la transformada de Fourier de  evaulada en el 
multi-índice . Definimos el espacio de Sobolev 

como el completado de  bajo la norma 
. Es bien sabido que para  el espacio 

es un álgebra de Banach (y un espacio de Hil-
bert) inmerso de manera compacta en (Iorio 
y Magalhães 2001, p. 356-361).

Si  es una función que depende de 
 con  y , pode-

mos calcular la derivada parcial débil de  con 
respecto a cada variable con ayuda de la represen-
tación en series de Fourier. De este modo, si

entonces

para  El término de la derecha de 
la última ecuación converge, lo que nos permite 
definir para  el operador  del 
siguiente modo:

El operador  se conoce como el operador de 
onda y su espectro en  viene dado por

De ahora en adelante asumiremos que 
. En ese caso, cálculos directos nos 

muestran que el operador 
está bien definido y es continuo. Además existe el 
número  y sa-
tisface la desigualdad 
donde  representa la norma en las li-
neales de . Más aún, si tomamos 

 como la  –tupla en don-
de se adquiere  y evaluando la función 

 en  se ve que de he-
cho .

Como antecedentes relevantes en ecuación de 
onda semilineal en varias dimensiones tenemos 
los siguientes.

El problema  con condiciones 
de frontera en la variable espacial y de periodici-
dad en el tiempo ha sido estudiado por Schechter 
(2001). En este trabajo se asume que

con  y 
Bajo estas hipótesis el autor ha encontrado exis-
tencia de una única solución débil usando el mé-
todo reducción vía Minimax, cáluclo variacional y 
análisis convexo.

Las soluciones sobre la esfera  de la ecua-
ción 
han sido estudiadas por Kim (2009). Los métodos 
empleados incluyen optimización vía minimax y 
Teoría de Morse. El autor encuentra en este trabajo 
infinitas soluciones al problema.

Finalmente Berti y Bolle (2010) encon-
traron soluciones periódicas en el tiem-
po y en cada variable espacial al problema 

bajo las hipótesis de 
que  y los números son no-resonan-
tes. En este trabajo se empleó principalmente 
el Método de Nash-Moser.  También encontra-
ron soluciones al problema impar en donde 

 con  impar.
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Resultados

Los resultados obtenidos son los siguientes:

Teorema 1. Sea  continuamente di-
ferenciable y sea tal que

Entonces el problema 
tiene una única solución en . Además la solu-
ción depende continuamente de los parámetros 
y .

Teorema 2.  Sea es una función 
continuamente diferenciable, acotada y tal que

 

uniformemente para . Entonces el pro-
blema  tiene una única 
solución en . Además la solución depende con-
tinuamente del parámetro .

Evidentemente si  la única solución 
posible es la trivial.

Métodos

En vista de que  es de clase , existe un 
tal que  es de Lipschitz con cons-
tante de Lipschitz . La apli-
cación  es una contracción 
de la bola  en sí misma. En efecto, sean 

con . Por el Principio de Contrac-
ciones existe un único  tal que 

. Esto demuestra la exis-
tencia del Teorema 1.

Las condiciones del Teorema 1 se pueden debi-
litar un poco y se puede obtener el mismo resul-
tado si la no linealidad  es localmente Lipschitz 
en cero.

Queremos demostrar ahora que la solu-
ción  depende continuamente de los pará-
metros . Para esto vamos a probar que 
para , arbitrario pero fijo, la aplicación 

 es continua. Una 
vez demostrado esto, la dependencia continua 
es una consecuencia inmediata del Principio de 
Contracciones con Parámetros (Brooks y Schmitt, 
2009, p 20).

Es fácil demostrar que si , entonces 
. Usando esto, tenemos la 

estimación

Usando la desigualdad anterior podemos esti-
mar la variación conjunta en  y  del siguiente 
modo

Esto prueba la dependencia continua y conclu-
ye la demostración del Teorema 1.

Para la demostración de existencia del Teo-
rema 2 necesitamos trabajo adicional. De-
finamos  mediante la 
fórmula . Es cla-
ro que  y  existen y son continuas. Más aún 

. Defina-
mos también el conjunto

Evidentemente  tiene solución en 
. Lo que implica que . Más aún, el Teore-

ma 1 garantiza la existencia de  de tal modo 
que , entonces .
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El método de continuidad consiste en demos-
trar que el conjunto es abierto y cerrado en 
. Al ser no-vacío, entonces  en particular 

. En otras palabras el problema tiene solu-
ción en (Kung-Ching, 2005, p. 23-24).

Demostremos primero que 
es un conjunto abierto. Dado que 

entonces  es invertible  (Ru-
din, 1981, p. 357).  A su vez esto implica por 
el Teorema de Isomorfía de Banach (Caicedo, 
2005, p. 273) que  es continua. Por 
lo tanto, si , se tiene por el Teorema de 
la Función Implícita que existe  tal que 

. En otras palabras 
es abierto.

Veamos ahora que  es cerrado.  Para eso pro-
bemos primero que para  existe una única 
solución  a . En efecto, supon-
gamos que para  existen dos soluciones  y 

. Entonces

Para . Esto implica la unicidad de 
dado .

Veamos ahora que  para todo 
 y alguna constante . En efecto

donde . Tomando 
 obtenemos 

la estimación deseada.
Para demostrar que es cerrado, tomemos una 

sucesión creciente tal que . Entonces

cuando . Esto prueba que la suce-
sión es de Cauchy. Por tanto existe un 
tal que . Tomando límite, tenemos que 

. Por tanto  es cerrado.
La dependencia continua y la unicidad tienen 

argumentos similares a los expuestos anterior-
mente. Esto completa la demostración del Teore-
ma 2.

Perspectivas

En el caso de una dimensión en la variable espa-
cial se sabe que existe bifurcación en infinito des-
de todos los valores propios (Sanjuán, 2015). Es 
posible que cuando  se acerque al espectro del 
operador de onda, este mismo fenómeno ocurra 
en varias dimensiones.

El problema en donde el término no-lineal tiene 
una derivada que atraviesa el espectro sigue sien-
do un problema abierto. Cuando los periodos son 
múltiplos irracionales de  es un problema com-
pletamente abierto en más de una dimensión. Al-
gunos acercamiento en el caso Dirichlet-periódico 
y con una variable espacial se conocen (McKenna, 
1985, Caicedo y Castro, 1997)
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