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Resumen

Encontramos existencia y unicidad de solucio-
nes 2m—periédicas en cada variable a proble-
mas de la forma 8Zu — Au + mu + f(u) =0
. Suponemos que f:H*® — H* es de clase C*
. Empleamos el principio de contracciones de
Banach y el método de continuidad para en-
contrar soluciones. Se muestran dos resultados.
En uno se asume que la no-linealidad f es pe-
quefa y en el otro que f estd acotada y es de
derivada pequena.

Palabras Clave: Ecuacion de onda semilineal, mem-
branas vibrantes, método de continuidad, principio
de contracciones.

Abstract

We found existence and uniqueness of
2m—periddicas  solutions to the problem
8Zu — Au + mu + f(u) = 0. We assume that

F:H® = H% is of class £1. We use the Contrac-
tion Principle and the Continuity Method. Two
results are shown. In one hand we assume that
the nonlinearity f is small. In the other hand,
we assume that f is bounded and with small
derivative.

Keywords: Semilineal wave equation, vibrating mem-
branes, continuity method, contraction principle.

Resumo

Encontramos existéncia e unicidade de solu-
¢Oes 2T-periddicas para os problemas de forma
8Zu — Au + mu + f(u) = 0. N6s assumimos
que f: H¥ = H® é C1. N6s usamos teorema da
contragdes e método de Continuidade para en-
contrar solugoes.

Palavras-chave: Ecuacion Semilineal onda, membra-
nas vibrantes, método de continuidade, teorema da
contracoes.

Universidad Distrital Francisco José de Caldas. Bogota, Colombia. Contacto: aasanjuanc@udistrital.edu.co

Revista Cientifica ® ISSN 0124-2253 o e-ISSN 2344-2350 ¢ Bogota-Colombia ® No. 23 * pp. 77-81

[771]


mailto:aasanjuanc@udistrital.edu.co

Membranas vibrantes en varias dimensiones

SANJUAN, A.

Introduccion

Denotemos conTal conjunto de los todos los
nimeros complejos z de la forma z = e con
8 € R. Sea N € Hcon N = 2 y consideremos las
funciones u € €= (T")tales que

Nullfi= ZEZ (1 EDT P o,
kez

donde 5= 1, k> =lky I+ +1ky I* y iy
es la transformada de Fourier de u evaulada en el
multi-indice k. Definimos el espacio de Sobolev
H*como el completado de €* (T*) bajo la norma
Ill;. Es bien sabido que para 5 = N/2 el espacio
H<es un algebra de Banach (y un espacio de Hil-
bert) inmerso de manera compacta en €(T*)(lorio
y Magalhaes 2001, p. 356-361).

Si w € H® es una funciéon que depende de
§ = (txy . Xy) conn:= N — 1y xy = t, pode-
mos calcular la derivada parcial débil de u con
respecto a cada variable con ayuda de la represen-
tacion en series de Fourier. De este modo, si

w@=)  wets
keT

entonces

EZ

para j = 0, ...,n. El término de la derecha de
la Gltima ecuacién converge, lo que nos permite
definir para u € H* el operador o: H*** — H* del
siguiente modo:

d

.
I

el
Ou: ==8§1;-— Au = 3§1t—-:§:

i

M pa

1

El operador O se conoce como el operador de
onda y su espectro en T* viene dado por

o(m) = {k?—j? € T: (kj) = (Kijy, - Ju) € BV, J2 = j7 + -+ )2}

De ahora en adelante asumiremos que
m & g(O). En ese caso, calculos directos nos
muestran que el operador (O +m)™*:H® — H*
esta bien definido y es continuo. Ademas existe el
nimero [, = minfk® — j+ m: (k,j) € Z"} y sa-
tisface la desigualdad Il (O +m) ™" ll gy Iy = 1
donde -y representa la norma en las li-
neales de H®— H®. Mdas adn, si tomamos
Ky = (KpoJm) € ZV como la N —tupla en don-
de se adquiere I, y evaluando la funcién
Uy = m e*n? en (o +m)~* se ve que de he-
chol (@+m) ™ liyesy I, = 1.

Como antecedentes relevantes en ecuacion de
onda semilineal en varias dimensiones tenemos
los siguientes.

El problema ou = f(x,t,u) con condiciones
de frontera en la variable espacial y de periodici-
dad en el tiempo ha sido estudiado por Schechter
(2001). En este trabajo se asume que

647 < {(f($1) — F(§2)) < 6247

con{ = {3 — oy [0, 6] € p(O):= R\ (D).
Bajo estas hipdtesis el autor ha encontrado exis-
tencia de una Unica solucién débil usando el mé-
todo reduccion via Minimax, cdluclo variacional y
andlisis convexo.

Las soluciones sobre la esfera 5™ de la ecua-
cion ou=lu P2 u+[(n—1)*/4Ju— f(t x)
han sido estudiadas por Kim (2009). Los métodos
empleados incluyen optimizacién via minimax y
Teoria de Morse. El autor encuentra en este trabajo
infinitas soluciones al problema.

Finalmente Berti y Bolle (2010) encon-
traron soluciones periddicas en el tiem-
po y en cada variable espacial al problema
Ou +mu = ef (wt, x,u)bajo las hipdtesis de
que fec* y los nimeros wson no-resonan-
tes. En este trabajo se empled principalmente
el Método de Nash-Moser. También encontra-
ron soluciones al problema impar en donde
f(u) = au® +r(x,u) con p impar.
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Resultados
Los resultados obtenidos son los siguientes:
Teorema 1. Sea f: H® — H* continuamente di-

ferenciable y sea € = Otal que

I

T

“C20F0) Iy + 1)

Entonces el problema ou +mu +¢ef (u) = 0
tiene una unica solucién en H*. Ademads la solu-
cion depende continuamente de los pardmetros m

y €.

Teorema 2. Sea f:H® — H%es una funcion
continuamente diferenciable, acotada y tal que

I F'(w) Upesy< D

uniformemente para u € H*. Entonces el pro-
blema DOu+mu + f{u) =0 tiene una Unica
solucion en H*. Ademas la solucién depende con-
tinuamente del pardmetro m.

Evidentemente si f(0) =0 la Gnica solucion
posible es la trivial.

Métodos

En vista de que f es de clase C?, existe un § = 0
tal que f:B;(0) = H* es de Lipschitz con cons-
tante de Lipschitz 2(ll f'(0) ll =y + 1). La apli-
cacion —e(O+m) 'ef es una contraccién
de la bola B;(0) en si misma. En efecto, sean
u,v € adhBj,, (0)

I —e@+m)f)+e@+m) 7 f() Is< el @+ M) Nyl fF) = F@) s

< e2(ll £1(0) lygsy+ 1) I (@ +m) syl uw —v i
<Alu=vlg

con A €(0,1). Por el Principio de Contrac-
ciones existe un Unico Ug € Bs2(0) tal que
—e(O+m) " f(uy) = u, Esto demuestra la exis-
tencia del Teorema 1.

Las condiciones del Teorema 1 se pueden debi-
litar un poco y se puede obtener el mismo resul-
tado si la no linealidad f es localmente Lipschitz
en cero.

Queremos demostrar ahora que la solu-
cion u, depende continuamente de los para-
metros (€.m). Para esto vamos a probar que
para u € H®, arbitrario pero fijo, la aplicacién
(e,m) = —e(m+m) " f(u) es continua. Una
vez demostrado esto, la dependencia continua
es una consecuencia inmediata del Principio de
Contracciones con Parametros (Brooks y Schmitt,
2009, p 20).

Es facil demostrar que si IH%%FM, entonces
Iki—_;l'11+m+!|s; : Usando esto, tenemos la
estimacion

k2= +m|

lE+m+Df@-@+m) YW l=I[@+m+D*=(@+m) f@

A+k° — \|"”
_ [Z%ZN:W;( | G |2)]

(k%2 —j2 +m+ D?(k? — j2 + m)?

2
=l lE Q) lls,

Usando la desigualdad anterior podemos esti-
mar la variacién conjunta en € y m del siguiente
modo

I —(e+n)@+m+D ) +e(@+m) 1f(w)
Sell@+m+D7 @)+ @+m)f @] lls +in Il (@+m+ k)7 f ) Il
<11+ Dz 7 Ny

Esto prueba la dependencia continua y conclu-
ye la demostracion del Teorema 1.

Para la demostracién de existencia del Teo-
rema 2 necesitamos trabajo adicional. De-
finamos  F:[0,1] X H® = H® mediante la
formula F(t,u) = u+t(o+m) 1 f(u) Es cla-
ro que F y dF existen y son continuas. Mas aln
8,F(t,u) =Iy +t(0+m)™ "o f'(u). Defina-
mos también el conjunto

§5={te[01):3u € H talgueF (t,u) = 0}

Evidentemente F(0,u) = 0 tiene solucién en
H?. Lo que implica que § = @. Mas aun, el Teore-
ma 1 garantiza la existencia de €, = 0 de tal modo
que 0 = t << g,, entonces t € 5.
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El método de continuidad consiste en demos-
trar que el conjunto Ses abierto y cerrado en [0,1]
. Al ser no-vacio, entonces 5 = [0,1] en particular
1 € 5. En otras palabras el problema tiene solu-
ciéon en H¥(Kung-Ching, 2005, p. 23-24).

Demostremos primero que 5
es un conjunto  abierto. Dado que

I -t(@+m)™ o f'(w) =0 (D +m)™ (el f'(u) Iy =1

entonces Iys + d F(t,u) es invertible (Ru-
din, 1981, p. 357). A su vez esto implica por
el Teorema de lIsomorfia de Banach (Caicedo,
2005, p. 273) que SHF(t,uj_i es continua. Por
lo tanto, si ty €5, se tiene por el Teorema de
la Funcién Implicita que existe 0o = 0 tal que
(ty — gty +8,) N [0,1] E 5. En otras palabras §
es abierto.

Veamos ahora que S es cerrado. Para eso pro-
bemos primero que para t € 5 existe una Unica
solucién u, € H* a F(t,u) = 0. En efecto, supon-
gamos que para t € § existen dos soluciones ¥ty
Yt. Entonces
1

Il — v, lls<
( t lls rm

I fGue) = f(we) s

< —suprem{ll f'((1 — Du, + Ave) llyusy: A € [0,1]} 1w — v g

!
I
< Cp Il Uy — V¢ ”s

Para ¢y € (0,1). Esto implica la unicidad de u,
dadot € 5.

Veamos ahora que Il d;u, I.= C para todo
t € 5y alguna constante € = 0. En efecto

Il Beue =1 (@ + M)~ f () + t(@+ m) ™ ' () [Oeue] lls
< Lptsuprem{ll f(u) lls:w € HS} + ¢ |l 8pu, |l

donde ¢, € (0,1), Tomando
C = I suprem{|| f(u) ll,:u € H"} obtenemos
la estimacion deseada.

Para demostrar aue ~es cerrado. tomemos una
sucesion creciente fn € Stal que bn T Entonces

In

ity =t 0 [ 570 0 0

tm

< C(t, —ty) =0

cuando n = m — co. Esto prueba que la suce-
sion U, _es de Cauchy. Por tanto existe un w € H?
tal que u, — w. Tomando limite, tenemos que
T £ 5. Por tanto § es cerrado.

La dependencia continua y la unicidad tienen
argumentos similares a los expuestos anterior-
mente. Esto completa la demostracién del Teore-
ma 2.

Perspectivas

En el caso de una dimension en la variable espa-
cial se sabe que existe bifurcacion en infinito des-
de todos los valores propios (Sanjudn, 2015). Es
posible que cuando m se acerque al espectro del
operador de onda, este mismo fenémeno ocurra
en varias dimensiones.

El problema en donde el término no-lineal tiene
una derivada que atraviesa el espectro sigue sien-
do un problema abierto. Cuando los periodos son
mdltiplos irracionales de ™ es un problema com-
pletamente abierto en mds de una dimensién. Al-
gunos acercamiento en el caso Dirichlet-periddico
y con una variable espacial se conocen (McKenna,
1985, Caicedo y Castro, 1997)
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