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f Resumen \

Contexto: Las propiedades que posee un operador de interior se pueden trasladar a la determinacién
de caracteristicas especificas de imdgenes, las cuales, desde la matemdtica morfoldgica difusa pueden
llegar a ser analizadas por medio del operador erosién y apertura, al conjugar estas ideas es pertinente
indagar en torno a la naturaleza de estos operadores.

Método: Gracias a las propiedades reticulares que posee el andlisis matematico de una imagen por
medio de matemdtica morfoldgica difusa, se busca dotar de restricciones al elemento estructural con el
cual se desea filtrar la imagen para asi obtener caracterizaciones del operador apertura y erosion.
Resultados: Se demuestre que si la relacidon estructural es reflexiva o *-antitransitiva el operador aper-
tura es interior; en caso que la relacién cumpla ambas, la erosién es un operador interior.
Conclusiones: Los operadores morfoldgicos difusos permiten obtener informacién relevante sin alterar
la estructural global de la imagen; arrojando mayor calidad que los métodos clasicos, en especial si se
emplea el operador apertura difuso con una relacién estructural adecuada.
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/ Abstract \

Context: Interior operators have interesting properties that can be used in detecting relevant features in
digital images. In this respect, it is pertinent to study the behaviour of the opening and erosion operators
from the perspective of fuzzy morphological mathematics.

Method: Bearing in mind the reticular properties inherent to the mathematical anaysis of an image by
fuzzy morphological mathematics we seek to find restrictions on the structural element intended to filter
the image so as to obtain characterizations of the opening and erosion operators.

Results: We prove that if the structural relationship is reflexive or * -antitransitive the opening operator
is interior. On the other hand, we found that if the relationship meets both erosion is a interior operator.
Conclusions: The fuzzy morphological operators can give us more information than the classical met-
hods when we filter an image, especially if we implement the opening operator with a right structural
element.
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Del Operador Apertura en la Matemdtica Morfolégica Difusa

1. Introduccion

El estudio de imdgenes diagndsticas por medio de contraste consiste en inyectar una tinta en el
sistema circulatorio del paciente observando su flujo y posibles obstrucciones que determinan ano-
malias en el sujeto; de esta forma se buscan disefar instrumentos y estrategias para la solucién de
tal problematica. En la matematica morfoldgica se han encontrado algunas respuestas de los anali-
sis de las imdgenes de operadores, filtros, entre otros [8], [1] pero la 16gica clasica implementada
en estos procesos limita la calidad de los resultados, como lo estudiado en [2], donde los autores
describen problemas de ruido, deteccion de regiones apropiadas para realizar el andlisis, debido a
que la imagen estd en una escala de grises y no solo en blanco o negro. Es por ello que la 16gica di-
fusa se convierte en un instrumento que ofrece la mayor informacion en la escala que se construya
y al aplicar ciertos operadores, se obtendra la informacidn relevante para el diagnéstico perdiendo
la menor cantidad de datos pero eliminando los posibles ruidos.

Un posible camino es estudiar los operadores de erosion y apertura para obtener la mayor cantidad
de informacidn en la menor cantidad de iteraciones en el proceso como se sugiere en [&].

2. Preliminares

Los operadores de erosion y apertura junto con sus propiedades demandan la presentacion de
algunos conceptos inherentes a la teoria de reticulos y la 16gica difusa, entre otros.

2.1. Reticulos residuados

Definicion 1. Sea (L,<,A,V) un reticulo y * una operacion binaria definida en L, se dice que
(L,<,A,V,x*) es un reticulo residuado si existe una operacién binaria ~ en L, que satisface:

axB<y <<= a<B~7.

En caso de que (L, <, A, V) sea un reticulo completo, entonces (L, <,A,V,*,~>, L, T) es unreticulo
residuado completo. La estructura anterior posee las siguientes propiedades

Lema 1. [11],[14] Sea (L, <,A,V,*,~>, L, T) un reticulo residuado completo, entonces para x, y, 7
elementos de L, se tiene que:

mxx(x~y) <y,

m X~ (yez) = (xky) v g,
s x<y&Sx~wy=T,

Xk (y~z) <y~ (xx2),

w x> Aieryi = Nier(x ~ yi),
= VierXi v~y = Nigg(xi ~ y),

w Xk NierYi = Nier(x i)
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2.2. T-normas

Las normas triangulares [15], mejor conocidas como f-normas permiten una generalizacion de la
interseccion entre conjuntos difusos.

Definicién 2. Una r—norma es una operacién x : [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] que satisface:
1. Paratodox, y, z € [0,1]

X*ky = yxX

(xxy)*xz = xx*(yx2)

2. * no es decreciente en ambos argumentos, es decir,

x1 <xp implicaque x;*xy<xpx*y
y1 <y2 implicaque xiky; <xkyp

3. 1xx=xy0x*x=0 para todo x en [0, 1]

El concepto anterior, se relaciona con el de continuidad en [0, 1] x [0, 1], tal como se presenta en
el siguiente,

Lema 2. [3] Sea f:[0,1] x [0, 1] — [0, 1] una operacién binaria, si f es no decreciente en x entonces
f es continua a izquierda en x si y solo si para cualquier {a;|j € J} y b € [0, 1] se cumple que:

f(\aj.b)=\/ f(a;.b)

jel jel
De la misma forma, f es continua a derecha si:

f(Naj.b) =\ flaj.b).

jel jeJ

Dada la estructura de orden y topoldgica que el intervalo [0, 1] posee como subespacio de R, es
posible considerar la naturaleza de * con respecto al concepto de continuidad; desde esta perspec-
tiva, siguiendo a [3] se tiene que ([0, 1], <, A,V,*,~>,0,1) es un reticulo residuado completo con *
una t-norma continua a izquierda.

2.3. Relaciones difusas

En el desarrollo de la matematica difusa uno de los conceptos fundamentales es la de membresia
o pertenencia de un elemento a un conjunto, el cual no estd determinado tnicamente con 0, 1 sino
que es multivaluado [ 1] modificando asi la concepcién de algunos conceptos entre los cuales se
encuentran las relaciones internas de un conjunto.

Se define una relacion difusa R mediante una funcién R : X x X — L; al igual que en el caso
clésico es posible caracterizar las propiedades que posea, es por ello que se extiende el concepto de
preorden al ambiente difuso, con (L, <,A,V, T, L, ) un reticulo residuado completo (se entendera
por Ty L, el elemento maximo y minimo respectivamente de la estructura).
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Definicion 3. Sea (L, <,A,V, T, L,*) y X un conjunto, una relacién difusa (binaria) R en X es un
x-preorden difuso si satisface:

1. R(x,x) =T paratodo x € X (Reflexiva),
2. R(x,y)*R(y,2) < R(x,z) paratodo x,y,z € X (Transitiva).

Ademas del concepto de *—preorden difuso, aparecen de manera natural los conceptos de re-
lacién * — rolerante cuando R es reflexiva y simétrica i.e. R(x,y) = R(y,x) para todo x,y € X; R
es una relacion % — equivalente si es un x — preorden difuso y es simétrica, junto a ello R°? es la
relacién opuesta de R, i.e. R°?(x,y) = R(y,x), en caso que se satisfaga que R(x,y) *R(y,z) > R(x,z)
se dird que R es antitransitiva respecto a x.

3. Algunos operadores morfologicos difusos

Por medio de los operadores morfolégicos es posible abarcar el reconocimiento de imagenes
con el estudio de ciertos detalles especificos sin llegar a alterar la imagen global, sino actuando
en elementos estructurales que se definan previamente; esto se logra a partir de los operadores de
dilatacion y erosion, los cuales son los elementos constitutivos de cualquier otro operador que se
pueda definir. En las lineas que siguen, se entiende por elemento estructural a un subconjunto del
conjunto en estudio.

En [9] se definen los operadores erosién y dilatacién en X = R? o X = Z? respectivamente por,

eg(A) = {ye€X|B,CA} (1)
85(A) = {xeX|BNA£0} 2)

donde By ={y—b| b€ B} y B, = {x+b| b € B}.

Se extienden las ideas anteriores tomando un conjunto arbitrario X y una relacion difusa R la
cual es la proyeccion del concepto de elemento estructural y en consecuencia se denomina relacion
estructural, asi las ecuaciones (1) y (2) se definen en un contexto difuso por medio de * y ~, se
denota a LX como el conjunto de todas las funciones de X en L, esto es, el conjunto de todos los
subconjuntos L—difusos de X.

Definicién 4. Dada una relacién difusa R € LX*X, los operadores erosién y dilatacién de p € LX
son,

er(W)(x) = RP<p)(x) = N{RGvx) ~ u(y)}
yeX

SR(W)(x)  =Rou)(x) = \/{R(xy)*pn()}

yeX

Con la composicion de los operadores antes definidos es posible crear operadores que nos brinden
mayor exactitud en el reconocimiento de detalles especificos de una imagen [9], uno de ellos es el
operador apertura el cual consta de la composicion del operador erosion seguido del operador di-
latacién, i.e. ag(ft) = Ro (R°P <p); dicho operador es usado especialmente para eliminar regiones
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pequeias y protuberancias.
Si se sustituye a u € LX por S € LX*X los conceptos previos se extienden como sigue,

Definicion 5. Sean (L, <,A,V, T, L, %), X un conjunto y R, S relaciones difusas en X, Las opera-
ciones o* y <., entre Ry S se definen como,

(Ro*S)(x,y) = \/{R(x,w)*S(w,y)}

weX

(Raw, S)(x,y) =\ {R(x,w) ~. S(w,y)}

weX

Por lo demostrado en [V] se tiene que o* y <., forman un par adjunto, esto es:

Teorema 1. ([9]) Sean (L, <,A,V, T, L,*), X un conjunto y Q,R, S relaciones binarias difusas en
X, entonces

Qo*R<S&R< Q%4 S.

4. Relacion estructural en los operadores de interior
morfologicos difusos

Al abordar el estudio de las propiedades de los operadores apertura y erosion definidos en la
seccion anterior, se presentan otros objetos relacionados.

Definicion 6. ([13], [5]) Un operador C': [X > I[Xesun operador interior difuso en X si se verifica:
1. C(u) < u para todo subconjunto difuso u € L,
2. i <y = C(uy) < C(pp) para todo puy, pp € L,
3. C(C(u)) = C(u) para todo pu € LX.
Se presenta el concepto de operador x-coherente con d(x) = 1 si x = a y d(x) = 0 en otro caso.

Definicion 7. Sean (L, <,A,V, T, L %), X un conjunto y un operador C : LX — [X; se dice que C
es x—coherente si

p(a) «C(a)(x) < C(u)(x)
para todo u € LX y para todo (a,x) € X x X.

Lo anterior conlleva el siguiente enunciado,

Teorema 2. Sean (L, <,A,V, T, L, %), X un conjunto y R € LX*X  los operadores oz apertura y €g
erosion son x—coherentes.
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Demostracion. Sea u € LX y x,a € X,

pla)xa(@)(x) = pla)* \/{R(x,b)* (R <a)(b)}

beX
= \/ {1(a) *R(x.b) (R 2a) (b)}
bex
= VAR(.D)xu(a)x \{R(b,c) ~a(c)}}
bex ceX
< VARGDb) = N\ {(a)* (R (b,c) ~ a(c))}}
bex ceX
< VAR@,b)x N\ AR (b,c) ~ ((a)*a(c))}}
bex ceX
< VAR@E) « A (R (b,) ~ u()})
beX ceX
=\ {R(x.b) * (R apr) (b))
bex
— aw)®
por lo tanto,
p(a) x ae(@)(x) < oe)(x)
De manera andloga se tiene para €g. 0

Es oportuno notar que lo afirmado es independiente de la relacién estructural R que se tome, lo
cual no ocurre al estudiar el concepto de interior con los operadores morfoldgicos en general, es
necesario restringir a R, con lo cual se tiene que,

Teorema 3. Si R es reflexiva y R°P es x—antitransitiva entonces €g es un operador interior.

Demostracion. Sip € LX yx,acL,

er(n) = N\{RP(xy)~ u(y)}

yeL
< R(x,x) ~ p(x)
= T~ pu(x)
(x)

es decir eg(u) < u.

= Debido a que ~» es monétona en el segundo argumento entonces si (U < Up implica que
er(t1) < €r(H2).

= Debido a que las dos condiciones anteriores se satisfacen, solo resta probar la desigualdad
er(u) < er(er(l)),
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er(er(p)) =

A AR (x,y) ~ er(1)(y)}

yeL

NARP (xy) ~ \ARP (y,w) ~ p(w)}}
yeL weL

A NARP () ~ (RP (y,w) ~ p(w))}
yeLwel

A N AR () % RP (y,w)) ~ w(w)}
yeLweL

A NARPw) ~ p(w)}

yeLwel

er(1t)(x).

]

La cuestion natural es ver si las mismas condiciones de R son necesarias para afirmar que el
operador apertura es interior, lo cual tiene por respuesta el siguiente enunciado,

Teorema 4. Si R es reflexiva o x—antitransitiva entonces Oz es un operador interior.

Demostracion. Siu € LX yx,acL,

o () (x)

por tanto, ag(u) < u.

=\ {R(ry) * (R ) ()}

yeL

VARG y) # (R (,x) ~ p(x)) }

yeL

\ w(x)}

= u(x).

IN

IN

= De la definicién de t-norma y la monotonia en el segundo argumento de ~~ se satisface: si
U1 < up entonces oR(U;) < ag(Uz).

» Por lo anterior solo resta verificar que ag(t) < ag(or(u)), si R es reflexiva,

ar(or())(x) = \/{R(x,y)* (R ap)(y)}

131

yeL
> R(x,x) x ar(p(x))
Txor(u(x))

o (1 (x))
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ahora si R es x-antitransitiva,

or(ar()(x) = \/{R(x,y)*(R” ap)(v)}

yeL

R(x,x) * ap((x))

VAR, %) * (R(x,y) * (RP < p) (v)) }
yeL

VAR(x,y) % (R ap) (y)}

yeL

= or(p(x))

Vv

v

por lo tanto, en caso que R sea reflexiva o x—antitransitiva se satisface que:
or(p) = ar(or(LL)).

O

Los anteriores resultados, llevan a formularse la cuestién en torno a la relacion entre los operado-
res erosion y apertura, con facilidad se tiene que

Corolario 1. Sea R € LX*X se tiene que para todo u € LX,

er(p) < ar(p).

Al profundizar en las relaciones de x—equivalencia, se encuentra en [6] que el operador erosion
posee las siguientes propiedades,

Lema 3. Sea R una relacion de x—equivalencia, se satisfacen las siguientes propiedades,

1. &g es un operador interior,

2. &r(Nier i) = Nies(er(14)) para cualquier p; € LX,

3. eg(y~» 1) =y~ egr(u) para cualquier constante y € [0,1] y u € [0, 1)X.

Tratando de formular lo correspondiente al operador apertura, se tiene el siguiente lema,

Lema 4. Sea R una relacién de x—equivalencia, se satisfacen las siguientes propiedades,

1. yxog(u) < or(y+* 1) para cualquier constante y € [0,1] y u € [0, 1]%.

2. ag(y~ u) <y~ ag(u) para cualquier constante y € [0,1] y u € [0, 1]X.

3. or(Aier i) < Nier(or(p:)) para cualquier y; € L,

Demostracion. Con base en las propiedades del corolario 1 y el lema 3,
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= Seau € LX,
vror()(x) =\ v*(R(x.a)x /\ R (a,b) ~ pu(b))
acX beX
<\ R(x,a)* /\ R (a,b) ~ (y*u(b))
acX beX
= OR(Y*H).
» Seapu €LX,
a(y~u) =\ R(x,a)*[R?<a(y~ u)(a)
acX
= \/R(x7a)*’)/wR0p<1[,L
acX
< Y \/ R(x,a)* (R’ ap)(a)
acX
= ¥~ or(H)(x).
= Seau € LX,
OCR(/\,LL,'()C» = /\ R(x,a) * (R0p<1/\u,-)
iel aeXx il
= A R(xa)* \R?<aw)
aex icl
< A A R(xa) (R ap;)
iclacX
= Alor(w)(x)).
icl

O

Con el objeto de relacionar los lemas anteriores se componen los operadores apertura y erosion,

Teorema 5. Sea R un x—equivalencia se tiene que,

or(er(pt)) < er(ar(p))

Demostracién. Es evidente que og(eg(it)) < €g(it) con u € L*, ademds se tiene,

er(H)

de lo anterior se tiene que,

IN

RP<u

RP<(R°P <)
RPQ[R°P<(R°P < )]
R°Pq[R°P o (R°P <))
oR(er (1))

ar(er(1)) < er(ar(K)).

133
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Figura 1. Imagen original (arteriografia por substraccidn digital con el método de Seldinger) y elementos estructurales.

5. Aplicaciéon

5.1. Materiales y Métodos

Un uso de los resultados presentados en la seccion anterior se encuentra en el filtro de imédgenes
en escala de grises, lo cudl fue explorado por Forero en [10], en este caso se enfocard en imagenes
médicas obtenidas por medio de contraste, la imagen que se implementara es una arteriografia por
substraccion digital con el método de Seldinger tomada de la Figura 1.7 de [12] en formato JPEG,
con dimensiones 1441 x 1441 pixeles, para ello se implement6 el lenguaje Python y el paquete
pymorph el cual permite aplicar los operadores erosién y apertura en el caso clasico, admitiendo
un elemento estructural binario.

Con el propdsito de entender la interpretacion que realiza el computador de la imagen de estudio
es necesario observar la Figura 2, en ella se tiene la implementacién de los operadores, erosion,
apertura y dilatacion en el caso clésico, lo cual consiste en trasladar el elemento estructural a la
imagen original, en la Figura 2, el elemento estructural (observe el circulo rojo en la Figura 2) se
sitda en cada pixel; se toma en el caso de la dilatacion la interseccion del elemento estructural con
la imagen y en caso de que alguno de los pixeles este pintando, se colorea el pixel, en caso contrario
se deja en blanco, una explicacién mas detallada del caso cldsico de la implementacién de cada uno
de los operadores antes mencionados en lenguaje Matlab - Ptyhon puede verse en [7].

En algunos casos es complicado determinar la diferencia entre las lineas sanguineas y los 6rga-
nos, para ello se debe tener un rango en el cual se pueda filtrar qué elementos de la imagen son
vitales para el diagndstico del médico, esto se logra por medio del paquete OPENCYV en Python,
especificamente el comando inRange el cual permite filtrar la imagen extrayendo los colores que
se determinen; en este caso se optd por una escala de grises obtenidas con ayuda de la conversion
de la imagen en formato HSV con el comando COLOR_BGR2HSV del mismo paquete, lo anterior
simula la funcién de pertenencia del conjunto difuso que se estd formando, cuyos elementos son
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_

Elemento
Estructural

Imagen Original Operador Apertura Operador Erosion Operador Dilatacion

Figura 2. Aplicacién de los operadores clasicos, verde ganancia, rojo perdida, azul valor original.

los pixeles de la imagen y su rango de pertenencia es obtenida tras la implementacion del comando
inRange.

Con los datos resultantes se procede a implementar el paquete pymorph y los cédigos del operador
apertura y erosion, con un elemento estructural generado por un arreglo de 4 x 4 pixeles ajustado
de forma adecuada para comprobar los resultados tedricos presentados en la seccion anterior (se
tomo el paquete pymorph sin modificar el cddigo fuente debido a que la t-norma que implementa
es la del minimo).

5.2. Resultados

Se tiene presente que al filtrar imdgenes de resonancia por medio de contraste del térax con el
paquete pymorph se debe tomar un elemento estructural adecuado. Si se quiere observar rastros
sanguineos es Optimo utilizar lineas dentro de un arreglo de pixeles.

Es oportuno preguntar qué ocurre si solo se tiene el caso cldsico de blanco y negro o una tonalidad
de gris y negro. La Figura 4 se construye al tomar un rango de pertenencia dada por una tonalidad
clara (inferior izquierda), oscura (inferior derecha) y media (superior derecha) del color gris (en
formato RGB son respectivamente, (211,211,211), (120,120,120) y (173,173,173)) y se aplica el
operador apertura a cada una de las imdgenes generadas al aplicar el rango de pertenencia a la ima-

Operador Apertura Operador Erosion

Figura 3. El rojo indica ruido no eliminado y no el dafio original en el sistema circulatorio del paciente.
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Figura 4. Operador apertura clasico aplicado con diferentes rangos de pertenencia.

gen original. Al unir estos intervalos de pertenencia en la escala (superior izquierda) se obtiene que
la superposicion de una con la otra da un mejor panorama de la imagen a analizar. Es asi como se
hace necesario una légica de méas de dos valores. Como se mostré en el seccidn anterior, si se aplica
un nimero par de veces el operador apertura siempre que la relacion estructural cumpla las condi-
ciones del Teorema 4 es lo mismo que aplicarlo dos veces (debido a la idempotencia del operador),
lo cual deviene en una reduccion en las iteraciones que debe realizar el ordenador para arrojar la
resonancia aplicando un filtro que genere como resultado tan solo las cavidades sanguineas del
paciente. En este caso se toma una relacion estructural cldsica, donde el elemento estructural es
un cuadrado de 2x2 pixeles. En la Figura 5, se exhibe la imagen original y el operador apertura
aplicado una y diez veces.

Ahora, la Figura 6 se obtiene al filtrar con una relacion (elemento estructural forma de L dentro

de un cuadro de 4 x4 pixeles) que no satisface las condiciones del Teorema 4, para asi resaltar
la pérdida de informacién en el resultado que incide negativamente en el juicio del facultativo;
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Operador Apertura Operador Apertura 10 iteraciones

Figura S. Operador apertura difuso con relacion estructural reflexiva.

al evaluar que elementos son taponamientos y cudles son naturales del sistema circulatorio del
paciente; el ruido que aparece esta resaltado en rojo.

Operador Apertura Operador Apertura 10 iteraciones

Figura 6. Operador apertura difuso con relacién estructural no reflexiva ni *-antitransitiva.

6. Discusion

En el estudio de imdgenes diagndsticas es necesario la eliminaciéon de ruidos para determinar
anomalias del paciente, sea en la biisqueda de deformidades del feto como lo estudiaron A. P. Ba-
llesteros, L. C. Lopez, R. Herrera en [2] o taponamientos sanguineos vistos en la seccién anterior;
esto ultimo no es posible al aplicar los operadores morfolégicos cldsicos en Python por medio del
paquete pymorph, debido a que admite tan solo un elemento estructural bivaluado. Es alli donde la
contemplacion de una relacion estructural y la aplicacién del rango de pertenencia de los valores
a filtrar es necesario, en dicha buisqueda se encuentran los operadores morfolégicos difusos y el
intervalo de pertenencia se determina a partir del minimo y maximo valor en la escala de grises de
la imagen de estudio.

Ademads si se pregunta que operador aplicar a una imagen médica por medio de contraste en es-
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cala de grises es pertinente recordar por lo demostrado en el Coralario 1 que el operador apertura
poseerd mayor informacién que la erosion; y, si se tiene en cuenta una relacion estructural adecua-
da, a su vez tendrd toda la informacién relevante con el menor ruido posible ya que podré tener
mayor informacion el operador apertura; pero si esta en su gran mayoria es ruido es infructuosa
dicha informacion por lo tanto si se conjuga el Corolario 1 y el Teorema 4 se tendra que la mejor
opcidn es el operador apertura con una relacion estructural bien sea reflexiva o x-antitransitiva.

7. Conclusiones

La importancia de la matemética morfoldgica radica en el uso practico que se le dé. Para men-
cionar solo un par de posibles aplicaciones en campos diferentes, ver por ejemplo su utilizacion
en la deteccion de ndédulos pulmonares en radiografias de térax [1] o la identificacién de lagunas
y cuerpos de agua en imdgenes geo-satélitales de alta resolucion [16]. Un ejemplo mas concreto
del uso de los operadores propuestos, se presento en la seccidon 5 en imdgenes en escala de grises
muy usadas en diagndsticos de artereografia. Es por ello que si se tienen presentes los resultados
en la eleccidon de una relacion estructural adecuada reducird las iteraciones que deba realizar el
computador para arrojar la imagen con la eliminacion del ruido y perdida minima de informacién
relevante, ademads si se trabaja con el operador apertura es posible obtener menor ruido en la ima-
gen que lo arrojado por la erosion.

Las implicaciones centrales en este articulo son:
= Si R € LX*X se tiene que para todo u € LX, se satisface que eg(u) < or(1t).

= Si R es reflexiva y R°? es x—antitransitiva entonces €g es un operador interior; ademads, si R
es reflexiva o x—antitransitiva entonces O es un operador interior.

= Si R un x—equivalencia entonces og(€r(1)) < er(agr(u)).
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