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Ingenieria

Reconstruccion no lineal de
Imagenes por resonancia magneética
de datos no cartesianos en espacio K

RESUMEN

En este articulo, se presentan dos métodos
novedosos de reconstruccién no lineal de ima-
genes por resonancia magnética de datos no
cartesianos en Espacio K, esto es, muestras no
uniformes en el dominio espacio-frecuencia. En
primera instancia, el método de reconstruccion
por interpolacién en el dominio de la frecuen-
cia, Gridding, y en segundo lugar, el método de
reconstruccion iterativa mediante la pseudo-in-
version de la transformada rapida no uniforme
de Fourier con la técnica no lineal del gradiente
conjugado.

La investigacion se enfoca en la eleccidn de
parametros eficientes parala minimizacién de la
funcién error cuadratico medio de reconstruc-
cién y su posterior caracterizacion mediante téc-
nicas de simulacion de Montecarlo. Con el fin
de simplificar y estandarizar el analisis y aplica-
ci6n de los métodos dichas técnicas se realizan
sobre una imagen antropogénica de tipo numé-
rica, conocida como el phantom de Shepp y
Logan.

Palabras clave: métodos de reconstruccién,
imagenes por resonancia magnética, transforma-
da rapida no uniforme de Fourier.

NON-LINEAR RECONSTRUCTION OF
MAGNETIC RESONANCE IMAGING OF
NON-CARTESIAN K-SPACE DATA

ABSTRACT

In this paper, two novel methods of non-linear
reconstruction of magnetic resonance imaging of
non-Cartesian K-Space data are presented. That
is non-uniform samples at space-frequency
domain. In the first place, the reconstruction
method by interpolation at frequency domain,
Gridding, and on the other hand, the iterative

reconstruction method by means of the pseudo-
inversion of non-uniform fast Fourier transform
with the non-linear technique of the conjugate
gradient.

The investigation is focused in the election of
efficient parameters to minimize the
reconstruction mean squared error function and
its subsequent characterization through
Montecarlo simulation techniques. All of this,
to simplify and standardize the analysis and
application of these methods, which are applied
over an anthropogenic image of numerical type,
known as the phantom of Shepp and Logan.

Key words: reconstruction methods, magnetic
resonance imaging, non-uniform fast Fourier
transform.

1. INTRODUCCION

En la actualidad han surgido métodos de ad-
quisicion de imagenes por resonancia magnética
mas sofisticados que las convencionales adquisi-
ciones cartesianas, en los cuales los datos colecta-
dos de la transformada continua de Fourier en el
dominio espacio-frecuencia se encuentran
muestreados de manera no uniforme[2].

Estas estrategias de muestreo estan basadas en
adquisiciones espirales y radiales del Espacio K
y proporcionan ventajas y propiedades de mo-
vimiento comparadas con los métodos conven-
cionales. Asi, la imagen no puede ser reconstruida
por simple aplicacién de la transformada inver-
sa rapida de Fourier y deben implementarse es-
trategias de reconstruccion mas sofisticadas.

De esta forma, se han presentado algoritmos
de reconstruccion con base en operadores de
interpolacion en el dominio de la frecuencia, y
asi emplear las ventajas computacionales de
algoritmos como la FFT [8], con complicacio-



nes en el manejo de la no uniformidad del
muestreo, que conlleva la generacion de zonas
sobremuestreadas, y factores que reducen la ca-
lidad de la imagen reconstruida como el aliasing,
y las réplicas.

Los intentos por solucionar estos problemas
en la reconstruccién de imagenes médicas han
llevado ala basqueda de lallamada transforma-
da rapida no uniforme de Fourier [1],[9], 1a cual
podria tener la complejidad de los algoritmos de
Cooley y Tukey [4]y ser exacta. Sin embargo, las
soluciones actuales de transformada rapida no
uniforme son soluciones aproximadas [5].

Asi pues, se presenta una comparacion entre
métodos convencionales de reconstruccion ba-
sados en operadores de interpolacién y el algorit-
mo de reconstruccion iterativa a fin de establecer
parametros eficientes para la minimizacion del
error cuadratico medio de reconstruccién en au-
sencia de ruido, y en presencia de ruido blanco
gaussiano de media cero.

2. ADQUISICION DE IMAGENES POR
RESONANCIA MAGNETICA

La técnica de adquisicion de Imagenes por
Resonancia Magnética (IRM) [13] usada princi-
palmente en los campos de la medicina comen-
26 con la tomografia, la cual consiste en produ-
cir imagenes en una delgada seccién alo largo
del volumen del cuerpo humano. Durante la
adquisicion de imagenes IRM, el objeto se colo-
ca en un campo magnético constante By, al irra-
diar el objeto con un pulso de radiofrecuencia
con una banda de frecuencia angosta, sélo los
espines en la frecuencia de resonancia seran ex-
citados, los cuales se encuentran en una delgada
seccion perpendicular a la direccién del
gradiente. Los gradientes de campo son contro-
lables en tres ejes ortogonales entre si
G=(G,.G,.G,).

Debido alos gradientes de campo, la frecuen-
cia de resonancia del espin depende de su posi-
cién, frequency encoding. Por desplazamiento del
gradiente de secciéonG, durante el tiempo de
excitacion, una angosta seccién perpendicular al
eje z se excita. La codificacién espacial con el
plano seleccionado se realiza mediante modifi-
cacion de los gradientes en funcién del tiempo:
G(t) = (G,(1),G, (1)) . La sefial recibida, FID Free

Induction Decay, resultante de modificar los
gradientes controlables de campo magnético es
igual a la transformada continua de Fourier de
laimagen de la seccién, a lo largo de la trayecto-
ria K(t).

2.1. Trayectorias del Espacio K

La secuencia de frecuencias espaciales
muestreadas durante la adquisicién de datos
IRM se conoce por trayectorias del Espacio K,
estas poseen un alto valor informativo, ya que
muestran el momento en que se mide cada fre-
cuencia espacial. En la Figura 1 se muestra una
trayectoria tipo Lissajous, determinada en el
espacio k por:

Ky (8) = K Sin(272,t) 2

DondeKk,,, esla maxima frecuencia espacial
muestreada, O la frecuencia de variacién de cam-
po magnético y en la Figura 2, se muestra un
patrén de trayectoria espiral con desfase 3, de-
terminada por:

k, (t) = k.t cos(2rQt + ) 3)
k, (t) = K t.sen(2r02t + B) 4)
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Figura 1. Secuencia de pulsos de la adquisicion
tipo Lissajous y cubrimiento en el Espacio K.
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Figura 2. Secuencia de pulsos de la adquisicion

espiral y cubrimiento del Espacio K.

2.2. Phantom de Shepp - Logan

El Phantom de Shepp - Logan[11] es una su-
perposicion de 10 elipses, ver Figura 3, las cua-
les representan caracteristicas del cerebro hu-
mano.

o 10 No. 1|41
\I/nlg::li:ri;



42| o0 o
\:r:gLOni'lri;

Figura 3. Phantom de Shepp - Logan.
Amplitud de la sefial FID.

Su principal ventaja es tener una expresmn
analitica simple para su transformada continua
de Fourier. La transformada continua de Fourier
2D en este caso E de una elipse de intensidad
p , semiejes de longitud A y B, angulo de orien-
tacion @ y centradaen el punto x,,y, esta dada
por:

E = pae

oo da (B ABTE v )
Jw AB)? +v?
en donde u=K,Cosp +K,Sng ,v=-K,Snp +K,Cosp ¥ J,
es la funcion de Bessel de primer orden y pri-
mer tipo. Asi pues, la transformada continua de
Fourier del Phantom completo se describe por:

Elkaky) = 3 Elkakyip'i%5 Yo 1A B (6)

3. METODOS DE RECONSTRUCCION

Los algoritmos de reconstruccion se agrupan
en tres grandes areas:

®  Grid-Driven: los valores de cada punto en la
cuadricula son interpolados de los datos ve-
cinos en el Espacio K.

®  Data-Driven: la contribucién de cada dato es
sumado al punto de la cuadricula Cartesiana
adyacente. Ejemplo: el algoritmo Gridding.

e Finalmente, existe un grupo de algoritmos que
calculan aproximaciones locales a fin de mini-
mizar el error de interpolacion en localizacio-
nes especificas de los datos muestreados y los
puntos de la cuadricula.

3.1. Reconstruccion Gridding

La idea fundamental del método de recons-
truccion Gridding [8] es como sigue: seam(x, y)
una funcién bidimensional con transformada de
FourierM(k,.k,) yS(k.k,) una funcién de

X1 Ny

muestreo no Cartesiano, los datos muestreados
en el dominio de Fourier estan dados por:

MS(kxl y) M(kxl y)[B(k)(l y) (7)

los cuales se convolucionan con una funcién
C(k,.k,) , Gridding Kernel, posteriormente, se
muestrean sobre una cuadricula
Cartesiana lll (k. k) con separac1on entre pun-
tos Ak de forma:

CMk)D. Ak K,
Mesll) =) P e a

en donde el simbolo * corresponde al opera-
dor convolucion bidimensional. Después que
todos los datos muestreados son procesados, se
aplica la transformada inversa discreta de Fourier
2D, para producir la imagen.

3.2. Compensacion de la densidad
no uniforme del muestreo

La transformada inversa de la funcién de
muestreo no uniforme S(K,, y) esla respuesta
al impulso del sistema s(x, y) , la cual afecta con
aliasing por los l6bulos laterales a la imagen. La
solucion para corregir la densidad no uniforme
de muestreo en la operacién Gridding que tiene
dos opciones:

Una es la precompensacion:

S(kx,k)
M (k,.k,) = %A(” " pke k) k* X H

Pk, ak, o
A Cllk) 5 ©)
La otra es la postcompensacion:
éM (K, K, ) EB(K, K, ))B
~ _ C(kx,ky) g kiy 10
M (k. k,) = i, all kx AkyB (10)

Asi, existen muchas alternativas para estimar
la funcién de compensacion p(k, k,) : una alter-
nativa es calcular numéricamente las areas aso-
ciadas con cada muestra. Para este fin, se descri-
be un algoritmo llamado diagrama de Voronoi
[10]. Asi, la inversa de la funcién de densidad de
area es equivalente a la funcién de compensa-
cion, ver Figura 4.

3.3. Funcién de convolucién Gridding
Kernely funcién de apodization
La funcién de convolucién ideal es
sinc(k, /Ak, Jsinclk, /Ak, ), 1a cual es una funcién
de extension infinita y debe truncarse en algiin
punto. Un primer procedimiento es realizar un



ventaneo de la funcién. Un segundo procedi-
miento es la reduccion del ancho de la funcion
de convolucién. Esta convolucién en el algorit-
mo Griddingtiene un doble efecto: un resultado
indeseable al producir una atenuacion no uni-
forme o apodization, y una supresion de los 16bu-
los laterales generados por la funcién de
muestreo no Cartesiana.

leyarces Epes

Figura 4. Trayectoria Espiral y su correspondiente:

Diagrama de Voronoi, funcion de densidad de area
y funcién de compensacion de densidad.

La funcién de apodizationc(x, y) esla transfor-
mada de Fourier de la funcién de convolucién,
Gridding kernel, 1a cual puede calcularse analitica-
mente para una gran variedad de ventanas. De
este modo, la apodization puede corregirse al di-
vidir la imagen por la funcién de deapodization.
En la practica, es frecuente dividir la imagen solo
por una parte de la funcion de apodization. Una
forma de limitar la deapodization es dividir la ima-
gen en todo el campo de vista de la imagen Fov

field of view por la funcidnc(x, y) +a cona cons-
tante, en lugar de ¢(x, y), de tal modo que la ima-
gen reconstruida es:

HIm(x y)* s(x, y)l &(x, y)}g

mx,y) =————q X
(X, y)+aE 1] Fov,

Ooood

—~
—_
—_

~—

3.4. Sobremuestreo del Espacio K

En los casos considerados, se tiene el proble-
ma de la réplica de los l6bulos laterales, los cua-
les tiene la misma amplitud de la imagen desea-
da, enlos bordes del FOV , el cual es una medida
de la dimension de la imagen. El problema con-
siste en la inexistencia de una banda de transi-
cidn, esto es consecuencia directa de la recons-
truccion de la imagen a partir de una cuadricula
del mismo niimero de muestras, que los datos

en el espacio k, denominada cuadricula 1X. Ast,
la densidad de la cuadricula se selecciona a un
tamafio mayor que la densidad de los datos del
espacio k, de tal forma se reduce tanto el efecto
de apodization como el aliasing. Se introduce un
factor de incremento de densidad de la
cuadricula, de modo que ahora se emplea una
cuadricula en el espacio k:

kx Aky
Ea’a%

(12)

4. TRANSFORMADA RAPIDA NO
UNIFORME DE FOURIER [NUFFT)

El corazén de la reconstruccidn iterativa de
imagenes de muestras no uniformes en la fre-
cuencia es la NUFFT hacia delante [3]. La cual
puede ser definida de la siguiente forma: Defi-
niendo & =(&,,....&,) donde &, O[-m,71] como un
vector de frecuencias no uniformemente distri-
buidasy f =(fy,m fys) donde f,0Ccomo
un vector de muestras de la sefial complejo. La
Transformada No Uniforme de Fourier esta de-
finida por[6]:

N/2-1

f, exp(=iné,)

n=-N/2

Fo= (13)

con n entero, en notacion matricial:

F = yf

(14)

donde wOC*N(K = N) es una matriz de rango
completo que contiene K funciones
exponenciales discretas en sus filas.

Una aproximacion rapida 7'del operador no
uniforme de Fourier puede ser realizada proyec-
tando la sefial fen alguna base uniforme
sobremuestrada de Fourier ¢ ¢~ usando la
FFT estandar y empleando luego un método de
interpolacion.

F=Tf =U ,of

(15)

donde U, denota el operador interpolacion. Re-
cientemente, Fessler y Sutton [5], [6] proponen
obtener coeficientes de interpolacién que mini-
mizan el maximo error de aproximacion. Este
acercamiento puede ser formulado como un
problema min.-max.

min max

Yoo st

u % f -y, f[°

(16)
CACUAMLS
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donde u, esla parte no cero de la fila k-ésima
de la matriz de interpolacion U, ®¥ esla parte
de la base sobremuestreada de Fourier ¢, con-
teniendo p vecinos mas cercanos de los elemen-
tos de la base no uniforme y, y IFZ = (f >% de-
nota la norma sub-dos de f.

4.1. Transformada inversa rapida no uniforme
de Fourier
Una solucion sencilla del problema inverso de
laEc. (14) es una operacion computacionalmente
extensa, la cual esta dada por la pseudo inversa
Moore-Penrose:

f=WF =W TYHE (17)

el superindice H denota transpuesta Hermitiana. Sin
embargo, tal solucion es practicamente imposible
cuando el nimero total de muestra N es grande,
puesto que necesita de la inversién de una matriz de
N2xN 2 en el caso 2D. Alternativamente, la Ec. (17)
puede ser reformulada como un problema de
minimizacion del error de la sefial reconstruida:

5 2
min[Tf —F (18)

El problema puede ser resuelto iterativamente
con varias técnicas de resolucion de ecuaciones
integro-diferenciales no lineales, dentro de tales
métodos se propone en la presente investiga-

4 ’ . .
ci6n el uso del método no lineal del Gradiente
Conjugado [7] con la férmula de actualizacién
de Fletcher - Reeves.

9. SIMULACIONES DE MONTECARLO

La palabra simulacion se refiere a un progra-
ma de tipo computacional, basado en modelos
probabilisticos a fin de imitar un sistema real,
caracterizar o establecer relaciones entre varia-
bles especialmente cuando otros tipos de anali-
sis son complejos matematicamente o existen
dificultades para reproducir un experimento y
los métodos de Montecarlo abarcan una colec-
cion de técnicas estocasticas.

5.1. Ruido en IRM

Recientes investigaciones se refieren al ruido
térmico como principal elemento perturbador
en el sistema de recepcion de la sefial de reso-
nancia magnética[12]. Ademas, puede mostrar-
se que el ruido térmico se caracteriza por una

funcion de densidad de probabilidad Gaussiana
con media nula[12]. Por tal raz6n las simulacio-
nes de Montecarlo se realizan con sefiales con-
taminadas con ruido Gaussiano.

5.2. Reconstruccion de IRM

Las reconstrucciones se realizan sobre el
phantom de Shepp-Logan y un phantom compues-
to por seis circunferencias. La Ec. (6) determina
la expresi6n analitica de la transformada conti-
nua de Fourier de cualquier phantom, la cual es la
base para la adquisicion no uniforme de los da-
tos IRM, mediante muestreo en trayectoria es-
piral. La reconstruccion Gridding simple sobre
una cuadricula 1X, es un operador que no reali-
za la correccién de la densidad de muestreo, ni
deapodization[8], Figura5 (a).

Una reconstruccién Gridding con
precompensacion de la densidad de muestreo
se muestra en la Figura 5 (b). La funcién de com-
pensacion de densidad se calculd mediante el
diagrama de Voronoi [10], ver Tabla L. La Figu-

0
0.6
0.4
(a) 0.2

Figura 5. Reconstruccion Gridding en sefiales no ruidosas.



ra 5 (c) muestra la reconstruccién Gridding 2X.
Cabe notar que es posible incrementar la densi-
dad de la cuadricula cartesiana a un valor mayor
e incluso en valores no enteros.

La Figura 5 (d) muestra la reconstruccién
Gridding 2X con precompensacion de densidad
de muestreo mediante diagramas de Voronoi, y
deapodization parcial. Se introduce un indice de
deapodization , tal como se describe enla Ec. (11).
Ver TablaIl

En la TablaI, se muestran los valores de error
cuadratico medio para distintos indices de
precompensacion, esto es, la variacion o delta
dela funcion de precompensacion entre sus ni-
veles maximo y minimo, sin supresion del nivel

D.C. delasefial.

En la Tabla III, se muestran los valores del
error cuadratico medio de reconstruccién, em-
/ . . .
pleando el método convencional Gridding, para
una adquisicion sin ruido.

5.3. Reconstruccion iterativa

EnlaTablaIV selistan los 20 primeros valores
del error cuadratico de reconstruccion en el méto-
do iterativo, empleando el método del gradiente
conjugado con la formula de actualizacion de

Tabla I. Error cuadratico medio de reconstruccion en el método
Gridding y precompensacion.

indice de precompensacién eRMS
Phantom 1 Phantom 2
0,0 0,0356 0,1563
02 0,0343 0,1550
04 0,0325 0,1456
0,6 0,0283 0,1110
038 0,0227 0,0761
10 0,0105 0,0191

Phantom 1: Phantom de pruebade seis (6) circunferencias.

Phantom 2: Phantom de Shepp — Logan.

Tabla Il. Error cuadratico medio de reconstruccion en el método
Gridding 2X con precompensacion de densidad de muestreo mediante
diagramas de Voronoi y deapodization parcial.

P L eRM S
Indice de deapodization
Phantom 1 Phantom 2 P1 + P2
25 0,01514 0,00725 0,02238
2,6 0,01515 0,00723 0,02238
2,7 0,01517 0,00721 0,02238
28 0,01519 0,00719 0,02238
29 0,01520 0,00717 0,02237
3,0 0,01522  0,00716  0,02237
31 0,01523 0,00714 0,02238
3.2 0,01525 0,00713 0,02238
33 0,01526 0,00712 0,02238
34 0,01528 0,00710 0,02238
35 0,01529 0,00709 0,02238

Tabla Ill. Comparacién del error cuadratico medio de reconstruccion en
los métodos Gridding.

j o eRM S

M étodo de Reconstruccién “Phantom 1 Phantom 2.
Gridding Simple 0,0356 0,1563
Gridding con Precompensacion de Densidad 1X 0,0105 00191
Gridding con Precompensacion de Densidad 2X 0,0100 0,0150

Gridding con Precompensacion de Densidad 2X y Deapodization 0,0071 0,0152

Fletcher-Reeves para la minimizacion del error
de reconstruccion mediante aplicacion del ope-
rador directo rapido no uniforme de Fourier, asi
se observa que este error posee un valor asintotico,
que evidencia el error de aproximacién en la apli-
cacién del operador rapido no uniforme de
Fourier. Asi mismo en la Figura 6 se muestra las
imagenes en la 12,22 (a), (b) y 152 (¢) iteracion.

@.ﬂm t H

Figura 6. Reconstruccion iterativa en sefiales no ruidosas.

5.4. Reconstruccion en presencia de ruido

Las muestras no uniforme se contaminan con
ruido blanco Gaussiano a valores de relacién
sefial a ruido de 5, 10, 15, 20, 25 y 30 dB. Se
caracteriza la funcién aleatoria de error
cuadratico de reconstruccion, mediante la apli-

.y ’ . 1y
caci6n de métodos de simulacién de Montecarlo.

El ndmero de ensayos para calcular los pro-
medios estadisticos se determina mediante ob-
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servacion de la variacion de los promedios es-
tadisticos en funci6én del nimero de ensayos,
lo que corresponde a determinar el k-ésimo en-
sayo en el que la derivada de la esperanza y la
varianza sea aproximan a cero, en el caso espe-
cifico un valor de variacion igual a 10 deter-
mina este numero de ensayos, Tabla V. En la
Figura 7 se muestran los cortes transversales
de los phantoms 2D reconstruidos por ambos
métodos: el método iterativo y el método con-
vencional Gridding.

Tabla IV. Error cuadratico medio de reconstruccion en el método
iterativo propuesto.

. B eRM S
NuUmero de Iteracion Phantom 1 Phantom 2
Iteracion 1 0,0593 01777
Iteracion 2 0,0166 0,0291
Iteracion 3 0,0149 0,0311
Iteracion 4 0,0132 0,0205
Iteracion 5 0,0119 0,0210
Iteracion 6 0,0116 0,0173
Iteracion 7 0,0100 0,0172
Iteracion 8 0,0097 0,0159
Iteracion 9 0,0085 0,0156
Iteracion 10 0,0085 0,0151
Iteracion 11 0,0077 0,0149
Iteracion 12 0,0078 0,0148
Iteracion 13 0,0074 0,0146
Iteracion 14 0,0075 0,0147
Iteracion 15 0,0071
Iteracion 16 0,0073 0,0147
Iteracion 17 0,0146
Iteracion 18 0,0072 0,0148
Iteracion 19 0,0070 0,0147
Iteracion 20 0,0072 0,0149

Tabla V. Nimero de ensayos en funcion de la relacion sefial a ruido
para lograr una variacioén de error de 10%.

Relacién Sefial a Ruido SNR (dB) —Sumero de Ensayos

1,00E-05
5 78
10 54
15 42
20 37
25 34
30 31

6. CONCLUSIONES

El problema dominante en el operador
Gridding simple es el excesivo componente D.C.
debido a que la trayectoria espiral sobremuestrea
las bajas frecuencias. Se observa ademas el efec-
to de réplicas y aliasing por causa de la
convolucion entre la imagen ideal y la transfor-
mada de Fourier de la funcién de muestreo no
uniforme y el re-muestreo rectilineo en el espa-
cio k. Las réplicas que se presentan en la imagen

0a
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Figura 7. Corte transversal del (a) Phantom ideal, (b) y (c)
phantoms 2D reconstruidos por método de Gridding, (d)
phantoms 1D reconstruidos por el método iterativo.

producto del re-muestreo cartesiano, pueden
reducirse por medio de un sobremuestreo en el
espacio k.

La eleccién del indice de deapodization en el
método de reconstruccion convencional es un
compromiso entre compensar los efectos del re-
muestreo cartesiano (réplicas) o los efectos de la
funcion de convolucion (apodization). En el meé-
todo de reconstruccién Gridding se observa una
disminucién del error cuadratico medio de re-
construccién a medida que aumenta la variaciéon
de valor pico a pico de la funcién de
precompensacion, siempre que el valor minimo
de la funcién sea estrictamente igual a 0, elimi-
nacion de la componente D.C. de la sefial.

El error de reconstruccion en el método
iterativo posee un valor asintético, que eviden-
ciael error de aproximacion en la aplicacién del
operador rapido no uniforme de Fourier. Es de
anotar que en el método iterativo propuesto no
se realiza precompensacién de la densidad de
muestreo, lo cual constituye una de las ventajas
del método iterativo en comparacion al método
convencional. Asi mismo tampoco se realiza
deapodization de la imagen reconstruida.



Sin embargo, existe un aumento en las répli-
cas debidas al muestreo no uniforme en trayec-
toria espiral, atin asi se logra obtener mejores
resultados y se reduce la complejidad de la téc-
nica de reconstruccidn en este aspecto, aunque
se agregan técnicas adicionales en la actualiza-
cion de la direccién del gradiente conjugado de
blsqueda, pero esencialmente se incrementa la
complejidad en la incorporacion de la técnica de
bisqueda lineal. El ndmero de ensayos es fun-
ci6n de la minima variacion permitida en las ob-
servaciones y la relacion sefial a ruido.
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