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Compresion de imagenes con
Wauvelets y Multiwavelets

RESUMEN

Para un mayor rendimiento en la compresion
de imagenes, la transformada wavelet requiere de
filtros que combinen ciertas propiedades impor-
tantes como la ortogonalidad y simetria. Sin em-
bargo, en el disefio de las wavelets tal combina-
ci6n es limitada, ya que no es posible tener estas
propiedades simultaneamente salvo el caso de
Haar. El campo de las multiwavelets permite mas
opciones de disefio y por tanto distintas caracte-
risticas simultaneas, tales como: soporte compac-
to, suavidad, aproximacion de orden superior, si-
metria y ortogonalidad, entre otros. Es necesario
por lo tanto establecer parametros que permitan
contrastar el rendimiento de wavelets escalares y
multiwavelets. El proposito de este articulo es
presentar algunos principios basicos de bancos
de filtros, wavelets, multiwavelets y sus conexio-
nes, ast como los resultados experimentales obte-
nidos en la compresion de imagenes de prueba,
comparando el rendimiento de cada uno de los
sistemas.

Palabras clave: Transformada wavelet,
multiwavelet, compresion de imagenes, bancos
de filtros.

ABSTRACT

For best performance in image compression,
wavelet transforms require filters that combine
some important properties, such as orthogonality
and symmetry. However, in the designing of
wavelets this combination is limited because to
have these simultaneous properties is not
possible, except in the Haar case. The
multiwavelet system allows more design options
than wavelet, and therefore, several simultaneous
characteristics such as: compact support,
smoothness, higher order approach, symmetry
and orthogonality, among others. Therefore,
establishing parameters which allow comparing
of scalar wavelets and multiwavelets performan-
ce, isa necesity. This paper provides an overview
of filter banks, wavelets, multiwavelets, basic
principles, and connections between each one,

in addition to some experimental results from
the compression of test images, comparing each
system performance.

Key words: wavelet transform, multiwavelets,
image compression, filters banks.

1. INTRODUCCION

En los altimos afios, diferentes métodos de
compresion de imagenes relacionados con teo-
ria de filtros, analisis espectral y algunos con-
ceptos basicos de probabilidad o estadistica han
sido objeto de estudio, produciendo nuevos y
mejores algoritmos comparados con los méto-
dos ya existentes.

Las técnicas de multiresolucién se aplican de
manera natural a imagenes, donde las nociones
como resolucién y escala son cada vez mas
intuitivas. Una caracteristica importante de tales
técnicas en la compresion de imagenes es su pro-
piedad de aproximacién sucesiva: en tanto las
altas frecuencias sean aumentadas, es posible
obtener imagenes de alta-resolucion [2]. La co-
dificacion de la transformada tiene también una
propiedad de aproximacion sucesiva formando
parte de una amplia clase de técnicas que son
caracterizadas por este tipo de aproximacion [2].

Las wavelets en las Gltimas décadas se han con-
vertido en herramientas matematicas eficientes
y efectivas para el analisis tiempo-frecuencia,
remplazando en algunos casos al método de
Fourier. Sin embargo, con los avances actuales
en ciencia y tecnologia, existe una necesidad in-
mediata de extender también las herramientas
matematicas wavelets. Trabajos anteriores plan-
tean razones que justifican el uso de las
multiwavelets en lugar de wavelets escalares, en
algunas situaciones dentro de la compresién de
imagenes [3]. Ademas en [4] se pueden encon-
trar una lista de ideas y creaciones matematicas
para otras extensiones de los wavelets que inclu-
yen: Ridgelets digitales y continuos, brushlets,
contourlets, eno-wavelets, frames spline-wavelets
y los mas recientes bandelets de segunda gene-
racion.
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En la seccion 2 se realiza un breve repaso de
la transformada wavelet, transformada
multiwavelet, y el calculo de estas transforma-
das mediante filtros. En la seccion 3 se describe
el método de compresion empleado para la ob-
tenci6n de los resultados. En la seccion 4 se des-
criben los resultados obtenidos para diferentes
imagenes de prueba con diferentes tipos de fil-
tros. Finalmente en la seccién 5 se presentan al-
gunas conclusiones.

2. FUNDAMENTOS DE BANCOS
DE FILTROS, WAVELETS Y
MULTIWAVELETS

2.1 Bancos de filtros ortogonales y wavelets:

Cuando se habla de filtraje, usualmente se pien-
sa en un selector de frecuencias. Por ejemplo,
un filtro pasa-bajo ideal de tiempo discreto con
corte de frecuencia @, < @ toma cualquier se-
fial de entrada y la proyecta hacia el subegpacio
de sefiales de banda limitada [— w,, wc] .Los
bancos de filtros ortogonales de tiempo discre-
to realizan una proyeccion similar, pues basta
ver que cualquier secuenciade |, (Z) puede ser
escrita como:

[l =3 agn-2+5 poln-2 g

kOz

donde
a, :<go[n—2k],X[l’i>, kOzZ 'y

B =(g[n-2],qr),10z

La formula de expansion (1) se puede
implementar usando simplemente un banco de
filtros multitasa como el de la Figura 1, y tenien-
do en cuentaque g, [n] yd 1[ riuson los filtros
pasa-bajo y pasa-alto respectivamente.

e ]
X

Sintesis ©—»

S I

Figura 1. Banco de filtros multitasa de dos canales,

andlisis seguido de sintesis

Los filtros de analisis: pasa-bajo H,(z) y pasa-
alto H (z) son versiones invertidas en tiempo de
G,(z)y G,(z),1o que significa: H,(z) = G (z),1
= 0,1. El banco de analisis calcula los coeficien-
tes O; Y B, y el de sintesis realiza la recons-
truccién. Considerando la rama analisis/sintesis
pasa-bajos se puede verificar que el proceso de
filtraje- submuestreo-supermuestreo-filtraje es
un operador lineal, autoadjunto, e idempotente,
es decir, es una proyeccién ortogonal del espa-
cio de entrada /, (Z) hacia el subespacio genera-
do por {g,[7-2k]},, v denominado V, para el
cual {g,[n-2k]}, ,forma una base ortonormal
[5]. De manera similar se puede considerar la
rama pasa-alto y ver que esta produce una pro-
yeccion de [, (Z) sobre el espacio W, generado
por {g, [#-2[1},.,. Los espacios V, y W, son
ortogonales y su suma directa forma/,(Z), 0/,
(Z) = V, 0 W, Asi, un banco de filtro
ortogonal divide el espacio de entrada en un es-
pacio V, de aproximaciones (gruesas) y su com-
plemento ortogonal W, o espacio wavelet (de
detalle). Lo anterior es tan solo el primer paso
dentro del analisis multiresolucion que se obtie-
ne cuando se itera la division pasa-alto/pasa-bajo
sobre los pasa-bajo (Figura 2).

Figura 2. Banco de filtro iterado. La rama pasabajo se divide
repetidamente para conseguir la transformada wavelet de

tiempo discreto

La conexion entre la transformada wavelet dis-
cretay la expansion wavelet de dominio conti-
nuo se alcanza de manera precisa a través del

s . 5 . :
analisis multiresolucion (MRA) y el isomorfis-

moentre L(R)y [(Z)

Las ecuaciones 1 y 2 denominadas ecuacion
de dilatacion y ecuacion wavelet constituyen la
conexién crucial entre los wavelets (dominio
continuo) y los bancos de filtros (dominio dis-
creto).

p() =123 hkpx-k) (1

k=—00

w(x) = ﬁ; g(k)p(2x-k) ()

El método de solucion mas conocido de la
ecuacion 1 es el algoritmo de cascada, el cual con-
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siste en una iteracion infinita con el filtro
pasabajo /(k), a partir de una funcién constante
a trozos la cual en cada paso es filtrada y
reescalada, reduciéndose en cada iteracién. Sila
iteracion converge a una funcion limite ¢(X),
ésta es solucion de la ecuacion de dilatacion. La
ecuacion 2 que involucra los coeficientes del

pasaalto g(k), genera la funcién wavelet (/(X) a
partirdela ¢(X) .

Finalmente cabe mencionar que los bancos de
filtros biortogonales que se consideran en sec-
ciones posteriores para las pruebas de compre-
sion, convergen a bases biortogonales.

2.2 Transformada multiwavelet

Las wavelets tienen asociada una funcién de
escalado @(X) y unafuncién wavelet ((X) res-
pectivamente dadas por las ecuaciones 1 y 2. Las
multiwavelet tienen 2 o mas funciones de esca-
lado y wavelet, de forma tal que las funciones
vectoriales de multiescalado ®(X)
multiwavelet W(X) vienen dadas por:

D(x) =2 YHoE-W g
W(x) :\/EZ G d@x-k)

donde {H, }y {G, } son filtros matriciales, es
decir H, y G, son matrices de » x r para cada
entero k. Los elementos que conforman este
tipo de filtros dan lugar a mas grados de liber-
tad que los wavelets escalares. Estos grados de
libertad pueden usarse para incorporar propie-
dades ttiles en los filtros multiwavelets, tales
como ortogonalidad, simetria, suavidad y
aproximaci6n de orden superior [3].

Se han desarrollado métodos parala construc-
cion de multifiltros, los cuales han sido aplica-
dos en trabajos anteriores [8], [9], [10], resal-
tando que el procesamiento de una sefial a tra-
veés de una estructura multifiltro (Figura 3) es
diferente al de un banco de filtros escalar.

Figura 3. Banco de filtros multiwavelet, iterado una vez

3. METODO DE COMPRESION
EMPLEADO

3.1 Introduccién

La compresién de imagenes es esencial para
aplicaciones tales como transmision y almace-
namiento de datos. El propdsito de ésta es re-
ducir la tasa de bit, bien sea para transmisién o
para almacenamiento, manteniendo una calidad
aceptable de la imagen. Una caracteristica co-
mn de muchas imagenes es que los pixeles en
una vecindad estan altamente correlacionados y
por lo tanto contienen informacién redundan-
te. La tarea prioritaria es entonces encontrar una
representacion de las imagenes en la que los
pixeles estén bien de-correlacionados. Redun-
dancia e irrelevancia son dos principios funda-
mentales usados en la compresion [11]. La com-
presion puede ser alcanzada transformando los
datos, proyectandolos hacia una base de funcio-
nes, aplicando umbral y luego codificando esta
transformada[12].

3.2 Esquema de compresion

El método de compresion utilizado asocia una
transformada wavelet o multiwavelet con un es-
quema de umbralizacion. El procedimiento de-
sarrollado parala obtencion de los resultados se
ilustra enla Figura 4.

El proceso inicia aplicando la transformada
wavelet o multiwavelet a la imagen de prueba.
Como se sabe, la transformada wavelet de-
correlacionalos valores de los pixeles de la ima-
gen original, concentrando la informacién de la
imagen en un nimero relativamente pequefio de
coeficientes. Para la compresién (con pérdida)
se aprovecha la propiedad de invarianza de la
energia de la transformada wavelet, logrando asi
niveles de compresion con alta calidad de ima-
gen. Esta propiedad de invarianza afirma que la
cantidad total de energia en una imagen no cam-
bia cuando la transformada wavelet se aplica. En
otras palabras, lo anterior significa que cualquier
cambio realizado alos valores de los coeficien-
tes wavelets, resulta en cambios proporcionales
en los valores de los pixeles de la imagen recons-
truida, y por tanto en la practica, se pueden eli-
minar aquellos coeficientes con magnitudes pe-
quenas sin generar distorsion significativa en la
imagen reconstruida.



La propiedad de invarianza mencionada ante-
riormente es la base del proceso de compresién
de este trabajo, donde la eliminacion de los co-
eficientes de valor no significativo se implementa

: - S
aplicando una funcion de umbralizacién ala ma-
triz de coeficientes:

0o S |x/<t
T(t,x)=0O X .
DX en caso contrario

()
La tasa de compresion (CR) requerida en cada
caso se controla variando el parametro de um-
bral . Los valores de las distintas tasas de com-
presion son producto de la siguiente ecuacion:

c #de coeficientes no nulosde la imagen original
R =

# de coeficientes no nulos dela imagen recuperada

Se pueden obtener mas altas tasas de compre-
si6n, cuantificando los coeficientes wavelets no nu-
los tras la umbralizacién, en nuestro caso nin-
gln cuantificador es empleado, ya que s6lo esta-
mos interesados en comparar la transformada y
el desempefio de los diferentes filtros. La
implementacion del algoritmo de compresion se
realiza empleando el paquete de analisis Matlab[]
version 6.5.

4. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Para la ilustracién de los resultados de la apli-
cacion de filtros y multifiltros a la compresion
de imagenes, se han seleccionado tres imagenes
de prueba con diferentes caracteristicas, extrai-
das de la literatura de compresion de imagenes,

IMAGEN ORIGINAL

IMAGEN RECUPERADA

l%
I%

TRANSFORMADA
WAVELET
\ UMBRALIZACION \
¥
TRANSFORMADA
INVERSA

Figura 4. Esquema de compresion por umbralizacion de coeficientes.

que permitan evaluar el desempeiio de los di-
ferentes bancos de filtros en el proceso de
compresion. Estos resultados han sido extrai-
dos como parte de las pruebas realizadas en
[6]. Los filtros wavelet empleados (Bi 9/7, Bi
22/14,B117/11, Bi 10/6, y Bi 5/3) son todos
del tipo biortogonal y se han escogido, por
ser los mas representativos dentro del estado
del arte de los filtros escalares. De igual ma-
nera, los filtros multiwavelet empleados para
la prueba (sa4, GHM, Chui Lian y cardbal4)
presentan diferentes caracteristicas de los
multifiltros tales como: simetria, antisimetria,
balanceo y ortonormalidad, todo lo anterior,
con el objeto de dar una mayor validez a los
resultados de la prueba.

Los resultados obtenidos se presentan en for-
ma de tabla de valores de relacion sefial a ruido
pico (PSNR), los valores mas altos se resaltan
con negrita para cada grupo de filtros (wavelet y
multiwavelet).

Puesto que todas las pruebas se realizaron so-
bre imagenes en escala de grises de 8 bits, el va-
lor maximo de la sefial es 255. De esta manera
los valores de PSNR en dB para una imagen f
(x,y)de Mx Ny sureconstruccion f (x,y) son
calculados mediante:

_ 2557
PINR = lOIOglOEEE (7)

donde el error cuadratico medio MSE esta defi-
nido como:

LN

1 M-1 N-

2
VD3 Y fxy-fxy) - @)

x=1 y=1

MSE=

Para cada imagen un ntimero de filtros wavelet
y multiwavelet fueron probados y la tasa de com-
presion variada. Las tasas usadas corresponden
a imagenes en escala de grises de 8 bits, por tan-
to el nimero de bits por pixel (bpp) es 8 dividi-
do por la tasa de compresion. Los resultados de
las pruebas estan dados para 1.0 bpp (8:1), 0.5
bpp (16:1),0.25 bpp (32:1) y 0.125 bpp (64:1).
Algunos parametros de compresion, tales como
el nivel de descomposicion se mantuvieron fijos
(n = 4 para wavelets y multiwavelets).

De acuerdo ala TablaT, la calidad percibida de
las imagenes a altas tasas de compresion no nece-
sariamente corresponde con los valores PSNR.
Por ejemplo, comparando la imagen original de
Lena (Figura 13) con la imagen reconstruida em-
pleando wavelets escalares (Figura 14) y

o 10 No. 1|51
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multiwavelets (Figura 16),

Tabla I. Resultados del proceso de compresion para tres imagenes de prueba.

visualmente se aprecia una : : - :

X } pre IMAGEN TIPO FLTRO | oL 16:L 321 641
mejor calidad en la imagen (1bpp) | (05bpp) | (0.25bpp) | (0.125bpp)
ensnihcona SR
obstante el valor de PSNR ' ' ' '

losd N . WAVELET | BI17/11 | 3903 | 3568 | 3211 28.49
para los ¢os casos es muy’ si- BI10/6 | 3885 | 3552 | 3229 29.02
milar. Ademas, de acuerdo a LENA BISI3 3862 | 3543 3231 20.37
los valores de la Tabla 1, las SAd 3796 | 3564 | 3244 29.40
imagenes con amplias areas oLraveer | 6 3775 | 3433 | 3128 2861
muestran bajos contenidos Cardbald | 3871 | 3533 | 3213 29.22
frecuenciales (como Lena) Bl o7 2695 | 2413 | 22.26 20,93

uenciale : BI22/14 | 2641 | 2355 | 2164 20.34
son mas faciles de compri- WAVELET | BI17/11 | 2661 | 2378 | 21.89 20.56
mir. En contraste, laimagen BI10/6 2680 | 2404 | 2218 2089
Mandrill (F; 5 MANDRILL BI5I3 2650 | 2378 | 2202 20.89
andri (F1gur.a')se carac- SA4 2727 | 2454 | 2269 21.37
teriza por la dificultad de MULTIWAVELET | GHM 2630 | 2379 | 2215 21.04
) Chuiian | 2691 | 2426 | 2248 21.22
compresion que presenta (lo
! Cardbald | 27.05 | 2436 | 2255 21.30
cual se refleja en los valores B197 3378 | 3068 | 2829 2622
PSNR obtenidos), al BI22/14 | 3323 | 2092 | 27.36 25.15
. e WAVELET | BI17/11 | 3341 | 3023 | 27.75 2557
reconstruir ilizan
econstruirse utiliza do BIL0/6 3347 | 3038 | 2800 26.06
multiwavelets (Figuras 6 y 8) OLDMILL BI5I3 3335 | 3029 | 28.09 26.17
se obtienen mejores resulta- SA4 3390 | 3084 | 2847 26.49
. GHM 3267 | 2084 | 2773 26,01
dos que con filtros escalares, MULTWAVELET | 20| See | 3048 | 2813 17
esto se debe a que la textura Cardbald | 3359 | 3056 | 2821 26.26

de la piel del mandril genera

un alto contenido frecuencial, distribuido sobre
la imagen en general. La capacidad de los
multiwavelets para capturar detalles de alta fre-
cuencia, mejor que los wavelets escalares puede
verse a través de la Tabla I con los mejores rendi-
mientos para los multifiltros en este tipo de ima-
genes. La imagen Oldmill (Figura 9) posee regio-
nes con contenido de baja frecuencia localizada
asi como regiones con texturas de alto contenido
frecuencial. Los resultados ilustran que aunque
esta imagen combina las componentes de altas y
bajas frecuencias, es mayor el contenido de alta
que de baja, de ahi los resultados a favor del
multiwavelet. Con respecto a esta imagen y al des-
empeiio de los filtros mas largos (Bi22/14 y
cardbal4), con una tasa baja el desempefio de los
dos es a favor del multiwavelet, mostrando una
diferencia de 0.36 dB, en tanto que para la tasa
mas alta de compresion, la diferencia se inclina a
favor del multiwavelet (1.1 dB, ver Tablal).

9. CONCLUSIONES

El desempefio de las multiwavelets depende
en gran parte de las caracteristicas de la imagen.
Como puede verse, para aquellas imagenes con
un bajo contenido frecuencial (Lena), los

wavelets escalares presentan en general un me-
jor rendimiento. Sin embargo los multiwavelets
aventajan a los wavelets en el sentido de que pre-
servan mejor los altos contenidos de frecuencia.
En especial, las multiwavelets capturan mejor los
bordes (o aristas) y patrones de tipo geométrico
que ocurren en las imagenes con alto contenido
frecuencial como mandrill. Para aquellas image-
nes que contienen simultaneamente areas de alto
y bajo contenido frecuencial (Oldmill), como es
comtn en las imagenes naturales, los
multiwavelets presentan un desempefio que es
similar al de los wavelets escalares. En efecto,
aquellas pruebas sobre imagenes que contienen
grandes regiones texturizadas (Mandrill), mues-
tran que los multiwavelets pueden alcanzar be-
neficios como el de preservar patrones de alta
frecuencia que se pierden para los wavelets
escalares.

La relacion entre la longitud del filtro y su des-
empefio es similar tanto para el caso de las
wavelets escalares como de las multiwavelets. Los
filtros cortos tienden a capturar muy bien deta-
lles de alta frecuencia ya que ellos no decrecen
suavemente a cero en los extremos (o banda de
rechazo), y por tanto capturan mejor las
discontinuidades locales de las imagenes con alto



Figura 5. Imagen original
Mandrill.gifA

Figura 9. Detalle de la imagen
original Oldmill.pgm.

Figura 13. Detalle de la imagen
original de Lena.

Figura 6. Mandrill comprimida con
SA4 a32:1(0.25 bpp), PSNR =
22,69.

Figura 10. Oldmill comprimida con
Cardbal4 a 32:1 (0.25 bpp), PSNR
=28,21.

Figura 14. Lena comprimida con
Bi9/7 a 64:1 (0.125 bpp), PSNR =

Figura 7. Mandrill comprimida con
Bi22/14 a 32:1 (0.25 bpp), PSNR =
21,64.

Figura 11. Oldmill comprimida con
SA4 a 32:1 (0.25 bpp), PSNR =
28,47,

Figura 15. Lena comprimida con
Bi17/11 a 64:1 (0.125 bpp), PSNR

Figura 8. Mandrill comprimida con
Cardbal 4 a 32:1 (0.25 bpp),
PSNR =22,55.

Figura 12. Oldmill comprimida con
Bi22/14 a 32:1 (0.25 bpp), PSNR =
27,36.

Figura 16. Lena comprimida con
SA4 a64:1 (0.125 bpp), PSNR =

29,52,

contenido frecuencial. Por otro lado los filtros
largos decrecen mas rapidamente a cero y asi
capturan mejor regiones suaves localmente en
imagenes con bajo contenido frecuencial.

Para todas las imagenes de prueba, el valor de
los PSNR para cada uno de los filtros y
multifiltros probados, disminuye en la medida
que la tasa de compresion se aumenta. Este re-
sultado es predecible, puesto que para una alta
tasa de compresion la ganancia de codificacién
de la transformada es sobrecargada por un nti-
mero insuficiente de bits para la representacion.

=28,49. 29,40.

Si se emplean pocos bits para representar una
imagen, la calidad de la reconstruccion es pobre
independientemente de la transformada
implementada. A bajas tasas de compresion se
tiene un ntimero suficiente de bits para la repre-
sentacion, permitiendo a cada una de las trans-
formadas mostrar sus ventajas y desventajas.
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