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Identificacién con modelos
discretos para sistemas lineales.
Modelo matematico y aplicaciones

RESUMEN

Este documento desarrolla una técnica de identi-
ficacion de sistemas basada en modelos lineales. Esta
es una alternativa muy poderosa para identificar cual-
quier tipo de proceso real. Se trabaja sobre el andlisis
de procesamiento discreto y en el area de identifica-
cién de sistemas. El articulo empieza con el estudio
de los Sistemas discretos lineales, que sirven para re-
presentar procesos reales. Se utiliza un algoritmo de
identificacién de pardmetros para estos modelos
basado en el método de minimos cuadrados. Des-
pués se define como se prueba el algoritmo de iden-
tificacion, se hace analisis de datos e implementa-
cién con MatlabU y LabViewl, se precisa los pro-
cesos que se manipulan para identificacion etc. Por
ultimo se da una base matematica para evaluar el sis-
tema de identificacién, mostrando resultados de los
experimentos hechos y aplicaciones para el sistema
de identificacién en control.

Palabras Clave: Identificacion, modelos discre-
tos, lineal, recursivo, minimos cuadrados, control,
simulacion.

Identification with discrete models for lineal
systems. Mathematical model and applications.

ABSTRACT

This document develops a technical of
identification of systems based on lineal models. This
is a very powerful alternative to identify any type of
real process. Here works on the analysis of discrete
processing and in the area of system identification.
The article begins with the study of the lineal discrete
models that they are used to represent real processes.
An algorithm of identification of parameters is used
for these models based on the method of least
squares. After a methodology is defined to prove test
the identification algorithm, which makes analysis
of data and implementation with Matlabl and
LabView[], also precise the processes that are
manipulated for identification etc. Lastly a
mathematical base is given to evaluate the
identification system, showing results of the made
experiments and applications for the identification
system in control.

Key words. System identification, discrete models,
lineal, recursive, least square, control, simulation.

INTRODUCCION

Modelos matematicos de procesos reales son ne-
cesarios y tienen mucha importancia en todas las dis-
ciplinas; son muy utilizados para el analisis de siste-
mas y permiten tener un mejor entendimiento del
comportamiento de los procesos que se estan estu-
diando. Igualmente permiten el disefio de nuevos
procesos y la implementacién de técnicas avanzadas
como en el diseflo de controladores, supervision,
optimizacién, deteccién de fallas, diagnostico etc.
Incluso en aplicaciones para representar modelos no
lineales, se piensa primero en un modelo lineal y si
este no tiene un comportamiento satisfactorio en-
tonces si y solo si se busca un modelo no lineal. Esto
entonces implica que la calidad del modelo determi-
na la calidad de la solucién que se esta buscando para
un determinado problema, de esta forma el modelaje
de todo un sistema es parte crucial para analizar un
proceso. Por todo esto en necesario tener a la mano
herramientas de identificacién de sistemas, y tener
muy en claro las herramientas mas sencillas y practi-
cas como son la identificacién de sistemas lineales
sobre plataformas discretas, que permiten ser mas
flexibles y versatiles.

En el capitulo uno se describen los modelos mate-
maticos que pueden representar los procesos reales;
en el capitulo dos se habla sobre el método de iden-
tificacién de pardmetros (minimos cuadrados), a par-
tir de datos entrada y salida de un proceso real. Cal-
culos recursivos, cilculos sobre modelos estaticos,
las ecuaciones que se deben utilizar dependiendo el
modelo utilizado son definidos también. El capitulo
tres define como se prueba el algoritmo de identifi-
cacién, se hace implementacién con Matlab y
LabViewl], se precisa los procesos que se manipu-
lan para identificacién etc. Por ultimo en los capitu-
los tres, cuatro y cinco se da una base matematica
para evaluar el sistema de identificacién, se muestra
resultados de los experimentos hechos y aplicacio-
nes para el sistema de identificacién respectivamen-
te. Al final se da conclusiones todo el trabajo hecho.
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preciso.

|. MODELOS DISCRETOS LINEALES.

En el momento que se quiere representar el com-
portamiento de un proceso, es necesatio tener mo-
delos matematicos predefinidos. Al conocer estos
modelos, se analizan y se comparan, con el objetivo
de decidir cual puede representar el proceso que se
esta estudiando.

Los modelos que se estudian son paramétricos [2]
esto quiere decir que se asume que son capaces de
describir el verdadero comportamiento de un pro-
ceso con un nimero finito de pardmetros. Las ecuacio-
nes diferenciales o en diferencias son ejemplos de
este tipo de modelos. En ocasiones los parametros
tienen una relacién directa con cantidades fisicas del
proceso, Ej., masa, volumen, longitud, etc.

lv(k)

“9
D(q)
n(k)
u(k) B(g) 1 PG
F@) A9 >

Figura 1. Estructura general de los modelos discretos lineales.

Estructura general de los modelos lineales dis-
cretos .Se introduce una estructura general de un
modelo lineal y sobre esta se puede derivar los de-
mas modelos especificos por simplificacion. La sali-
da Y(K) de un sistema linear determinfstico en el tiem-
po k puede ser calculada filtrando las entradas U(K) a
través de un filtro lineal C{a), donde es el operador
de desplazamientol1].

Y =G@uk =2 Duk) ()
A(a)

B(q) v A(qg) son el numerador y el denominador
de la funcién de transferencia lineal () respectiva-
mente. En adicién a la parte deterministica, un parte
estocastica puede ser introducida. Filtrando un rui-
do blanco K) a través de un filtro lineal HQ), cual-
quier caracteristica de frecuencia de ruido puede ser
modelada. Asi una sefial arbitraria N(K) de ruido
puede ser modelada.

C(a)
D(a)

Un modelo lineal general describiendo influencias
deterministicas y estocasticas es obtenido combinan-
do las dos partes, Fig. 1.

y(k) = G(q)u(k) + H (q)v (k). ©)

El filtro Q@ es lamado la funcion de transferencia de
entrada, desde que esta relacione la entrada u(k) con
la salida y(K), y el filtro H (q) es llamado funcion de
transferencia del ruido, desde que esta relacione el ruido
con la salida. Las funciones de transferencia G(g) y
H(q) pueden ser divididas en polinomios que re-

n(k) = H(a)v(a) =

v(0) @

presentan sus numeradotes y sus denominadores, Fig.
1. Es de ayuda separar una posible existencia de di-
namicas con denominador comin, A(Q) de G(q) y
H(Q). Asi F(q)A(q) = Ay D(q)A(g) =D Si A(a)
y D(g) no comparten factores comunes entonces
A(q) =1. Entonces el modelo general lineal puede ser
escrito.

y(k) =

B(a) C(a)
u(k) + v(k) 4
F(a)A(a) D (q)A(q) ©
Asumiendo ciertas casos especiales sobre los
polinomios A B,C,D,F ; los modelos lineales am-
pliamente aplicados son obtenidos de la forma ge-
neral de los modelos lineales.

Clasificacion y terminologia de los modelos.
Se empieza analizando las series de tiempo, es decir
no se toman en cuenta la entrada del modelo, enton-
ces U(K) =0, asi los modelos analizados seran total-
mente estocasticos. Una serie de tiempo con solo
polinomio del denominador D(g) es llamado un
modelo Autoregressive (Autoregresivo) AR. Un mo-
delo de serie de tiempo solo con el polinomio del
numerador C(Q), es llamado un modelo Moving ave-
rage (promedio mévil) MA. Un modelo de serie de
tiempo con polinomio numerador C(q) y D(q)
denominador es un modelo llamado autoregressive
moving average (promedio mévil y auto regresivo)
ARMA. Es obvio que un modelo basado en una se-
rie de tiempo, sin tener en cuenta las variables de
entrada, no puede ser preciso. Por esto modelos mas
precisos pueden ser construidos incorporando las
variables de entrada dentro del modelo. Esta entra-
da u(k)es llamada una entrada exogenons (exégena).
Teniendo en cuenta lo anterior, los modelos de se-
ries de tiempo pueden ser extendidos, incorporando
una "X" por la entrada exdgena.

Cuando se tiene en cuenta las entradas a los mode-
los, estos se convierten en modelos entrada/salida. Los
modelos denominados AR..., pertenecen a la clase de
modelos eguation error (error de ecuacion). Su caracte-
ristica es que el filtro 1/ A(q) es comun a ambos, al mo-
delo del proceso deterministico y al modelo de ruido
estocastico. Los modelos los cuales son caractetizados
por un modelo de ruido que es independiente del mo-
delo del proceso deterministico, pertenecen a la clase
de modelos output error (error de la salida).

El modelo ARX, autoregressive with exogenous
input, (auto regresivo con variable exbgena) es una
extension del modelo AR. Fig. 1.

Ly ©)

B(q)
k) = —Zu(k
y(K) u(k) + AQ)

AQ)

El termino "auto regresivo" se relaciona a que la
funcién de transferencia esta afectada desde la entra-
da u(k) a la salida y(K) tan bien como la funcion de
transferencia del ruido desde M(K) a y(K) . Asi, la
parte estocastica y la parte deterministica del modelo
ARX tienen dinamicas con idéntico denominador.
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El modelo autoregressive moving average with
exogenous input (auto regresivo y promedio movil
con variable ex6gena) ARMAX es un extension del
modelo ARMA. Fig.1.

_B(@ C(a)
y(k) = AQ) u(k) + AQ) (k) (6)

Como para el modelo ARX, el modelo ARMAX
asume igual dindmica con idéntico denominador para
la entrada y la funcién de transferencia del ruido. Sin
embargo la funcién de transferencia del ruido es mas
flexible debido al polinomio de promedio moévil

C(a)- [21[3][4]-

Todos los modelos AR... comparten el polinomio
A(g) como dindmica en el denominador en la fun-
ci6én de transferencia de entrada y la funcién de trans-
ferencia del ruido. Esto corresponde a que el ruido
no influye directamente a la salida y(k) del modelo
pero en cambio se introduce al modelo antes del fil-
tro 1/ A(q). Estos modelos adoptados son razonables
si verdaderamente el ruido se introduce al proceso
primero, entonces sus caracteristicas de frecuencia son
determinadas por la dindmica del proceso. Si el ruido
es principalmente medidas de ruido que tipicamente
y directamente perturba la salida, los llamados mode-
los output error (error de salida) son mas realistas.

Los modelos output error son caracterizados por mo-
delos de ruido que no contienen la dindmica del proce-
so. Asi, el ruido se asume que afecta la salida del proce-
so directamente. El mas evidente de los modelos oufput
error es el output error (error de salida) OE. Fig.1.

_ B(a)
y(k) = F (a) u(k) + v(k) )

Este modelo OE es un modelo especial en la clase
de los modelos output error. Note que por simplicidad
los procesos y los modelos se asumen que no tienen
tiempo muerto. Sin embargo, en cualquier ecuacion el
tiempo muerto puede ser facilmente introducido re-
emplazando la entrada u(k) con la entrada retrasada o
pasos u(k—d). A demds, esto supone que los proce-
sos y los modelos no tienen camino directo desde la
entrada a la salida, entonces u(k) no afecta inmediata-
mente la salida. Entonces, los términos como bou(K)
no aparecen en las ecuaciones de diferencia. Estas
suposiciones son cumplidas por casi cualquier proce-
so del mundo real. [2][3][4].

IIl. IDENTIFICACION DE PARAMETROS.

En este capitulo se desarrolla un método de esti-
macién de pardmetros, llamado mininos cuadrados,
LS. El método LS es ampliamente utilizado por su
eficacia, sencillez y eficiencia computacional. Se tra-
baja con sistemas SISO (Single input, Single Outpui).
El método de minimos (LS) cuadrados es la técnica
basica de identificacién paramétrica, es simple si el
modelo tiene la propiedad de ser lineal en sus
parametros, asi las estimacion de los parametros por
este método puede ser calculado analiticamente.

Minimos cuadrados (LS) y modelos de regre-
sion. El modelo matematico es particularmente sim-
ple y puede ser escrito de la siguiente manera
(1112][3][4]-

y(i) =41()* 61() +¢2(5) * 62(1) +IH-¢n(i)* (i) =¢" (1) * 6°(F) (8)

Donde Y es la variable observada, que en términos
de control es el valor de salida de un proceso en un
instante i; 61,62,...,6n son los parametros del mode-
lo para ser determinados, y ¢1,¢2,...,¢n son funcio-
nes conocidas que quizas dependan de otras funcio-
nes conocidas. En términos de control estas funcio-
nes son datos de entrada y salida pasados.

Definiendo los siguientes vectores como:

$7 () = [#1G) $2()... ...on(i)] ©)

6o =[o1(i) 02(i)... .. on(i)]" 19

El modelo es indexado por la variable 7, la cual
generalmente denota la variable tiempo. Se asume
que el conjunto indexado es un conjunto discreto.
Las variables @i son llamadas variables de regresidn o
regresores, y el modelo de la EC. (1) es llamado wodelo
de regresion. 1a pareja de observaciones y regresores
{(y(),0()).i =1,2,..t } son obtenidos en un experi-

mento.

El problema es entonces determinar los
parametros de tal forma que las salidas calculadas
del modelo de la EC. (8) concuerde tan cerca como
se posible con la medida de las variables Y(i) en el
sentido de minimos cuadrados. Esto es, los
parametros g ° deben ser escogidos para minimizar
la funcién de perdida minimos cuadrados.

VOH=SS 09 070 W

Desde que la variable medida Y(i) es lineal en
pardmetros @° vy el criterio de minimos cuadrados
es cuadratico, el problema admite una soluciéon ana-
litica. Introduciendo la notacién.

YO =YD yQ.. .y 2
@O
®=§bf 0 ®

#'OH

P(t):(cDT(t)*cb(t))’l:(Zq&(i)*qﬁ(i))’l 14
Donde los residuos €€(1) son definidos por.
[}
ee(i) = y(i) - y(i) = y(i)-¢" ()* 6 a9
La solucion para el problema de minimos cuadra-

dos es dada por lo siguiente, la funcion de la Ecua-
ciéon (EC) 11 es minimo para parametros @ tal que.

PTDO=DTY (©)

Sila matriz @' ¢p es no singular, el minimo es uni-
co y es dada por [1].
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o= Ty @

Calculos Recursivos. En muchas aplicaciones las
observaciones son obtenidas secuencial mente en
tiempo real. Por esto es necesario hacer calculos
recursivos para ahorrar tiempo de calculo. El calculo
de la estimacién de minimos cuadrados puede ser
reconfigurada de tal forma que los resultados obte-
nidos en el tiempo t-1, puedan se usados para la es-
timacioén en el tiempo t.[1][2]. Las Ecuaciones en
forma recursiva son.

6=0(-) +KO) -4 001 -3 ()

C
K(®) = POY(H) = PE-DpOI +9” OPE-D6)" (19
P(t)=(1 —K(t)p" ())Pt-1)/A (20

Parametros variantes en el tiempo. En el mo-
delo de minimo cuadrados EC 1 los parametros Qio
se asumen que son constantes. En muchos proble-
mas de control y filtros adaptativos es importante
considerar la situacién en la cual los parametros son
variantes en el tiempo. Dos casos son cubiertos con
una simple extension del método de los minimos cua-
drados. Uno es el caso en que los parametros cam-
bian abruptamente pero no con mucha frecuencia.
El otro caso es que los parametros cambien conti-
nuamente pero lentamente. El caso en que los
parametros cambian abruptamente la solucién es
reestablecimiento. La matriz P en el algoritmo de
minimos cuadrados es peribdicamente reestablecida
a al ,donde @ es un numero grade. Esto implica
que la ganancia K(t) en el estimador llega a ser gran-
de y la estimacién puede ser actualizada con un paso
mas grande. El caso en el cual los parimetros vatfan
en el tiempo pero lentamente puede ser trabajando
con un simple modelo matematico. Una aproxima-
cién simple es cambiar el criterio de minimos cua-
drados de la EC 11 con.

Ve = %ZA iy-¢7mef e

Donde A es un parametro tal que 0< ) <1. El
parametro A es llamado factor de olvido. 1.a funcion
de perdida de la EC 21 implica que una ponderacién
variante en el tiempo es introducida. El mas reciente
dato se la da una ponderacién de uno, pero el dato
que esta n antiguas unidades de tiempo es pondera-
do por A". El método es llamado olvido exponencial.

Se asume que la matriz @(t) tiene rango completo
para t > t0. Los parametros @, los cuales minimi-
zan la EC 21 son dados recursivamente en las EC
18, 19, 20. Queda entonces definido el método de
minimos cuadrados recursivos (RLS) con olvido
exponencial.

Condiciones iniciales para P(t) y para 6(t). Para
que el algoritmo de identificacién converja rapida-
e e e qe . O
mente se inicializa las variables g(0) = 0, P(0) = kI,
donde £ es un nimero grande[1][3].

Estimacion de parametros en sistemas dina-
micos. El método de minimos cuadrados puede ser
usado para estimar los parametros en modelos de
sistemas dinamicos. Esto depende de las caracteris-
ticas del modelo y de su parametrizacién. Esto quie-
re decir que todas las ecuaciones antes formuladas
pueden ser utilizadas con estos modelos haciendo
unos pequefios ajustes.

Modelos de funciones de transferencia. Dado el
sistema descrito por el modelo EC5Y A(Q) y B(q)

son los polinomios.
AQ)=q" +alg"™ +--+an @)
B(q) = b]_qm’l + qum’z +...+bm (23)

Los patametros del polinomio A(Q) define la can-
tidad de polos de sistema, y B(Q) define la cantidad
de ceros del sistema , esto desde el punto de vista de
control. La EC 5 como ecuacién en diferencias sin
tener en cuenta la entrada de ruido es.

y(tyaly(t=1)+--~+any(t-n)=klt+m+n—1)+---+bmu(t-1) (24)

Se asume que la secuencia de entrada
{u@®,u(2),---,u(t) } ha sido aplicada a el sistema y la
correspondiente secuencia de salida
{y®),y(2),--, y(t)} hasido observada. El vector de

parametros es.

y el vector de regresion.

FE-9=(yt-D - ~yt-n) utHmn-) - ug-n)  (20)
El modelo puede ser escrito formalmente como
el modelo de regresion.
y() =¢"(t-1)6 @
La estimacion de parametros puede ser hecha apli-
cando la estimacion de mininos cuadrados, LS o RLS.
La matriz @ es.
O¢"(n) O
0-0': 8 e
BT (t-H
Si se usa interpretacion estadistica de la estima-
cion de minimos cuadrados, el método desctito tra-
bajara bien cuando las perturbaciones puedan ser
caracterizadas con ruido blanco como en la EC 5, lo
que quiere decir que se tiene ya un estimador de
parametros para un modelo ARX.[1][3].

Una pequefa variaciéon del método es mejor si las
perturbaciones son descritas como ruido blanco su-
mado a la salida del sistema, EC 7. El método es el
siguiente, sea U laentraday ¥ la salida de un siste-
ma con la relacion entrada salida.

;/+a1);(t—1)+»--+an)nl(t—n) =blu(t +m-n-1) +--- +bmu(t - n) (29)

Entonces
y =B 30
Y= a0 0
Determina los parametros que minimice el criterio
t o
Zx(Y(k) - y(k)? 31)



Se ejecuto el
algoritmo de
estimacion en
sistemas lineales
de primery
segundo orden
sin tiempo
muerto.

¢T<t-1)=§—§(t—1)

Donde y(t) = )D/(t) +e(t). Asi el problema puede ser
interpretado como problema de minimos cuadrados
el la cual la solucién esta dada por

0 =6(t-1) + P(1)d (t - 1)ee(t) 32
Donde

L -y{t-n) ut+m-n-1) - ut-ng 63

ee(t) = y() - ¢" (-1t -1) (34

Con las ecuaciones anteriormente descritas ya se
puede estimar los parametros de un modelo OE.

Modelos Estocasticos. La estimacion de minimos
cuadrados es parcial cuando el error €(i) es
correlacionado. Una posibilidad de solucionar este
problema con el método de estimacién de minimos
cuadrados es modelar la correlaciéon de las perturba-
ciones y estimar los pardmetros describiendo la co-
rrelacion. Considere el modelo de 1a EC 6.

Donde A(Q),B(q),C(g) son polinomios y
e(t) = v(t) es ruido blanco. Los parametros del

polinomio C describe la correlacion de las pertur-

baciones. El modelo de la EC 6 no puede ser con-
vertido directamente a un modelo de regresion, pues-
to que las variables relacionadas con el ruido no se
conocen. Un modelo de regresion puede ser defini-
do con apropiadas aproximaciones de todas formas.
Para describir esto se define.

ee(t) = y(t) -7 (t-DA 1) 5
Donde

6=(al -~ an bl - bn c - cn) (Y

P E-D=(-yt-) - —yt-n ut-D - ut-n) edt-D) - edt-n) (37)

Las variables €(t) son aproximadas por la pre-
diccién del error ee(t) . El modelo puede ser aproxi-
mado a.

y(t) =97 (t-D)6+e(t) (39)

y entonces se puede aplicar la estimacién recursiva
de minimos cuadrados. El método obtenido es lla-
mado minimos cnadrados extendides (ELS). Las ecua-
ciones para la actualizacién de la estimacién queda

definida por:
o(t) = (t —1) + P(t) (t ~ Dee(t) (39

lll. EVALUACION PRACTICA

Después del planteamiento del algoritmo, el paso
siguiente es evaluar su desempefio dentro de un
ambiente controlado. Para tal caso el experimento
destinado a la evaluaciéon debe cumplir con ciertos
requerimientos, tales que lo sitden dentro de condi-
ciones conocidas, pero que no lo distancien dema-
siado del ambiente que deberd enfrentar ante las con-
diciones de operacién reales para las que esta desti-
nado. Teniendo esto en mente se ejecutd el algorit-
mo de estimacién en sistemas lineales de primer y

segundo orden sin tiempo muerto, representados
mediante circuitos eléctricos de estos ordenes Fig. 2.
La eleccién de este tipo de sistemas obedece a que
son lo suficientemente conocidos y a que los mode-
los fisicos que los representan son tan confiables que
cualquier particularidad en los datos de evaluacién
no podra ser confundido con comportamientos "des-
conocidos" del sistema.

“in 5.6 Mo ot
:I:1 i
2.2 Mo 2.2 Mo
by
bt

1 uF
T3 hin N > e
I

Figura 2. Circuitos de primer y segundo
orden empleados para la evaluacion.

De otro lado, dado que el sistema esta destinado a
la identificacién de sistemas lineales mediante un
modelo ARX, y que la cantidad de parametros limite
definida es de dos polos y un cero para el modelo de
la planta, la evaluacion debe estar sobre estos mar-
genes, para obtener un panorama claro del compor-
tamiento del algoritmo. Ahora bien, en lo referente
a la seleccion de los valores de los elementos del cir-
cuito, ambos sistemas deben encajar dentro de cier-
tos limites. En primera instancia, la respuesta en fre-
cuencia de estos sistemas (especialmente el de se-
gundo orden, debido a la naturaleza oscilatoria de su
repuesta) debe estar de acuerdo al teorema de Nyquist
[9] para el periodo de muestreo escogido, dado que
el algoritmo esta destinado a correr en tiempo real.
Mas aun, si una posible aplicacion del procedimien-
to es la ejecucién de un control discreto de auto-
sintonia, los requerimientos son mas criticos en tor-
no al muestreo y es deseable que se ejecute un
muestreo de ocho a diez veces durante un ciclo de
oscilaciones sub-amortiguadas o en caso tal, ocho a
diez veces el tiempo de levantamiento de la respues-
ta sobre-amortiguada [8]. Asociado a este conjunto
de parametros estan los requerimientos técnicos del
proceso, los cuales son basicamente el tiempo de
muestreo minimo logrado por la maquina, ante una
aplicacion montada en plataformas de alto nivel tal
como lo son Matlab[] Y LabViewl].

Suln 2.2 hin

Proceso

Estimacion

Parametros [al a2 bl h2]

Figura 3. Esquema del proceso de identificacion.
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Refiriéndose ya a las pruebas en si, el procedimien-
to es el de recopilar informacién del proceso Fig. 3,
de la cual se obtenga la informacién suficiente para
su evaluacion; como tal los datos necesarios por cada
periodo de muestreo, son el estimulo, la respuesta y
los parametros calculados cada vez por el algoritmo
de estimacion. Este conjunto de datos se recoge para
tres diferentes tipos de sefial de entrada, cuadrada,
triangular y senoidal [4]. Asi como para diferentes
condiciones del algotitmo en términos del retardo,
aplicindose el procedimiento a ambos sistemas de
primer y segundo orden. La informaciéon obtenida
del sistema, se emplea para el calculo de la sefial de
salida de acuerdo a los valores de parametros y la
sefial de excitacién para ese instante de muestreo,
teniendo en cuenta ademas el valor del retardo d,
con el que fue efectuada la estimacion (41).

y(n) = by u(n-d-1) + b, u(n-d-2) -a; y(n-1) - a, y(n-2) (41)

IV. METODO DE ANALISIS

Definida ya la estructura de la evaluacion, es pre-
ciso introducir ahora los criterios matematicos y es-
tadisticos que permiten evaluar cuantitativamente el
comportamiento del algoritmo. A grandes rasgos un
algoritmo de estimacién es eficiente si es capaz de
calcular el comportamiento de un sistema para una
sefial de excitacién conocida y los resultados coinci-
den con el comportamiento real del sistema. Esto a
la larga puede ser evaluado a simple vista observan-
do las respuestas real y calculada sobre una misma
grafica, sin embargo esto aparte de ser practico no
es muy objetivo y suele ser necesario acudir a algo
mas formal para emitir un juicio confiable. Para tal
caso lo mas adecuado es recurrir a la evaluacién de
los residuos de estimacién, EC 15, de modo que es-
tos tengan una distribucién aproximadamente nor-
mal con media cero y varianza constante, esto es
verificable a través de diversos métodos, algunos
acuden al analisis grafico y otros al analisis analitico,
para este caso se restringen las opciones al estudio
de la media, la desviacién estandar y el porcentaje de
los residuos estandarizados dentro del rango [-2, 2]
EC 42 [11]. Este ultimo indica que la distribucién
probabilistica de los residuos se aproxima a la
Gaussiana si este porcentaje es cercano al 95%, sien-
do 6ptimo un 100%.

d =— 42)

En lo que respecta a la interpretacion de estas
mediciones, ninguna de estas es util por separado y
solo es posible obtener una visén clara del compor-
tamiento de la estimacion al analizatlas paralelamente.
Como ya se dijo, una distribucién normal de los re-
siduos debe poseer una media igual o muy cercana a
cero con el fin de que los residuos sean lo mas pare-
cidos a un ruido blanco no correlacionado con la
entrada. Para la desviacién estandar se desean valo-
res pequefios, que muestren baja dispersion de los

residuos, o en otras palabras, pocos errores que sean
significativos con respecto al resto de la muestra (esto
es muy valido para descartar muestras con residuos
grandes durante los primeros instantes de muesttreo).
Finalmente, la evaluacién del porcentaje de residuos
estandarizados dentro del rango [-2, 2] es especial-
mente engafiosa, ya que esta operacion puede dar
una calificacién excelente aunque la identificacién
en s haya sido un desastre, esto se debe a que el
residuo estandatizado es inversamente proporcional
a la desviacion estandar de la muestra. En contraste
el que el porcentaje dentro de la region [-2, 2] esté
por debajo de un 90% aproximadamente, definitiva-
mente deja ver un proceso de identificacion deficien-
te, por ello, este tipo de medicién solo es util como
un primer acercamiento.

A partir de los resultados de multiples experien-
cias en este trabajo, es posible enunciar un conjunto
de pardmetros practicos utiles para evaluar la esti-
macion a partir de las estadisticas mencionadas Ta-
bla 1. Por debajo de estos valores el resultado es bas-
tante pobre y realmente los modelos obtenidos no
seran fiables posiblemente durante un gran interva-
lo de tiempo o en ningun momento.

TABLA 1. PARAMETROS PRACTICOS PARA LA EVALUACION
ESTADISTICA DE ALGORITMOS DE ESTIMACION.

Resultado Excelente Bueno

ABS(Media) <0.09 <05
Desv Std <0.19 <0.39
% 91-95% | 95-100%

V. RESULTADOS OBTENIDOS

Dadas las condiciones, lo primero que se debio
verificar fue la opcion practica de lograr un periodo
de muestreo (Ts) ajustable y dinamico, es decir que
tendiese hacia el menor valor posible de acuerdo a la
capacidad de procesamiento de la maquina. Aunque
esto es posible sin mayor dificultad técnica, las im-
plicaciones en el desempefio no son muy atractivas,
ya que las desviaciones en Ts son claramente signifi-
cativas Fig. 4, y dependen de las interrupciones a la
secuencia causadas por software y hardware (Ej.
mouse, teclado, etc.). Por otra parte la teotia con-
vencional del procesamiento digital de sefiales suele
estar soportada por un periodo de muestreo perié-
dico o uniforme[10]; Entonces el caso contrario po-
dria llevar a inconsistencias matematicas en los
algoritmos. Por dltimo y no por ello menos impor-
tante, ya que la informacién del valor del periodo de
muestreo es util en la implementacién de
controladores adaptativos, y este valor es calculado
a partir de los contadores del procesador (los cuales
son finitos y se desbordan, ocasionando errores en
la medida), cualquier error en este valor puede llevar
a desviaciones en el control, que pueden llegar a ser
inaceptables en muchos casos.
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Figura 4. Comportamiento del periodo de muestreo dinamico.

Luego de haber precisado la necesidad de un pe-
riodo de muestreo fijo, el evaluar el comportamiento
del algoritmo empleando una frecuencia de muestreo
insuficiente, ilustra los requerimientos minimos para
lograr resultados aceptables en cuestion de identifi-
cacion, Tabla 2. Dichas pruebas fueron ejecutadas a
un circuito RC de primer orden con T=1.1 s y
Ts=0.5s, lo que ocasiona aproximadamente cinco
muestras durante el tiempo de levantamiento; Para
el caso del circuito de segundo orden el periodo de
la oscilacién amortiguada es de 4.6 s con Ts=0.8 s
para aproximadamente seis muestras por ciclo de os-
cilacion, Fig 5. En las graficas el eje horizontal deno-
ta numero de muestras.

TABLA 2. ESTADISTICAS DE LAS PRUEBAS EJECUTADASA BAJA FRECUENCIA DE MUESTREO.

Sefial | Cuadrada Triangular Senoidal

Orden Media |DesvStd| % Media DesvStd | % Media | DesvStd | %
1 -9.51E+06( 4.47E+07| 96.63 -2.10E+57| 4.08E+58| 97.97 -0.21] 25.02] 90.43
2 -0.10 2.38| 89.29 0.00 0.60] 100 0.00 0.67|  100]
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Figura 5. Respuesta real (negra sélida) y estimada (verde)
ante excitacion cuadrada (negra discontinua) para sistemas

de (a) primer orden y (b) segundo orden, con identificacion
en retardo =1.

Del analisis de las graficas y de las estadisticas se
aprecia que periodos de muestreo insuficientes oca-
sionan desviaciones importantes en la estimacion aun
cuando esta tienda a converger en algin momento,
por ello se encuentra que la relaciéon entre los tiem-
pos de respuesta del sistema con el periodo de
muestreo deben por encima de 8 muestras.

Consecuentemente con estas pruebas y para los
sistemas tomados para la experimentacioén Fig 2. Se
determiné un periodo de muestreo que cumpliese
con los requerimientos de la teotia de control dis-
creto [1][8] (estabilidad y contralabilidad) y que
adicionalmente contenga un margen de error sufi-
ciente para cumplir con operaciones adicionales, den-
tro reprocesamiento en tiempo real [1][10]. En la
practica este periodo fue de 0.5 s y con el se desa-
rrollo todo el conjunto de pruebas que se describen
a continuacion.

Para cualquier sistema discreto la respuesta ocurre
en el segundo instante de muestreo, por esto se re-
quiere un retardo de uno como minimo en el mode-
lo[1][4] y esto es aun mas evidente para los sistemas
empleados para la experimentacion, los cuales por su
dindmica no poseen tiempo de retardo y el retardo 4,
necesario pata la ejecucion del algoritmo identifica-
cién es de uno. Sin embargo el comportamiento de
los residuos a medida que cambia el retardo es de
suma importancia ya que permite ver que tan critica
es la eleccién de su valor para sistemas de cuyo cono-
cimiento no se tenga tanta certeza. De esta forma se
aplico el algoritmo con diversos valores de retardo a
ambos sistemas; Observandose en las estadisticas
Tabla 3 y Tabla 4, que la respuesta de la estimacién no
solo vatia de acuerdo al retardo sino también de acuet-
do a el tipo de excitacion aplicada y si bien es necesa-
rio que la sefial excite todos los modos del sistema
[4], del mismo modo es cierto que sefiales como la
onda cuadrada ejercen un cambio abrupto cuyo es-
pectro no es del todo contemplado por el muestreo y
consecuentemente por el algoritmo. Esto se eviden-
cié por primera vez en las estadisticas con bajas fre-
cuencias de muestreo y aparece de nuevo, especial-
mente en la respuesta del sistema de segundo orden,
aun para estos casos en donde se supone un periodo
de muestreo adecuado de acuerdo a lo enunciado pa-
rrafos mas arriba; Aun asi el elevar la tasa de muestreo
con respecto a las pruebas de la tabla 2, muestra lige-
ras mejoras en las estadisticas.

Por otra parte los resultados en cuanto a las exci-
taciones senoidal y triangular son bastante alenta-
dores y muestran una ligera inclinacién de los
indicadores a favor de la onda triangular, lo cual se
debe a que esta es un punto intermedio en riqueza
espectral entre las sefiales senoidal y cuadrada Fig 6.

i P2



TABLA 3. ESTADISTICAS DE LAS PRUEBAS EJECUTADAS A SISTEMA DE PRIMER ORDEN mento Vittual, en el que se observa la respuesta del

Sefial | Cuadrada Triangular Senoidal sistema de primer orden de la figura 2, en el que se

Retardo] Media |DesvStd| % | Media |DesvStd| % | Media | DesvStd| % especifica la respuesta transitoria deseada, en este caso
1 0.457 128 | 907 | -0.02 0.14 | 100 ) -0011 016 |100]  para una constante de amortiguamiento de 0.59 y una
2 -1.2696E+41 | 9.58E+41 | 98.0 0.04 0.45 9291 -0.011 0.15 100 frecuencia natural de 1.56 rad/s
3 1499.58 178458 | 815 -0.01 0.15 100 -1.94 3.69 85.2
4 -6.21 5.23 77.9 5.76 13.88 89.2 53 9.28 86.8 .
9 -0.18 1.72 94.1 | 2015.02 | 3583.37 | 89.2 | 8.64E+06 | 2.35E+07 |93.2 e

e

LY A
i
TABLA 4. ESTADISTICAS DE LAS PRUEBAS EJECUTADAS A SISTEMA DE SEGUNDO ORDEN

Senal | Cuadrada Triangular Senoidal e
Refardo [ Media [DesvSid| % Media [DesvSid[ % | Media [DesvStd] % | -
1 0.29 2.72 96.7 -0.02 0.29 100 -0.01 037 976 |
2 -2751 24595 | 96.7 0.03 041 9591 -001 038 [976 b
3 -3.36 60.33 87.8 | 2Z19E+03 [3.72E+04] 92.115.07E+14[2.18E+15]96.0 B
4 -0.70 15.73 970 | 479E+09 [222E+10[96.8 [ -211.42 [1.27E+03[93.5 LB~
9 0.16 7.80 98.4 | -2.16E+03 [1.50E+04 95.1 [7.08E+03|8.68E+04[91.3 e
4.5

E- T

G

I

@

Figura 7. Comportamiento de prototipo de controlador auto-
r 9 . ajustable con identificacion por minimos cuadrados.

VII. CONCLUSIONES

En un proceso de estimacioén de pardmetros es muy
importante escoger el modelo con se quiere repre-
i sentar el comportamiento de un proceso o unos da-
tos de entrada-salida sistema. Si se escoge un mode-
(b) lo con pocos parametros para estimar, este no re-
presenta tan precisamente el comportamiento del
proceso; pero también si se escoge modelo con de-
masiados parametros, se pueden tener los mismos
‘ i resultados representando el proceso con un modelo

L] L |
P L % con menos parametros. A esto ultimo se le conoce
. ] i i como sobre ajuste del modelo.
L £ | ’
I La estimacién de minimos cuadrados se puede
: b W

utilizar en una infinidad de aplicaciones; ecuaciones
algebraicas, ecuaciones que representen modelos de
sistemas, ecuaciones no lineales, ecuaciones discre-
tas, ecuaciones continuas etc., pero lo importante es
que las ecuaciones utilizadas sean lineales en sus
parametros.

Figura 6. Respuesta real (negra sélida) y estimada (verde)
ante excitacion triangular (negra discontinua) para

sistemas de (a) primer orden y (b) segundo orden, con
identificacion en retardo =1.

El algoritmo de estimacién de minimo cuadrados
puede utilizarse para identificar los parametros de cual-
quier modelo paramétrico, lo importante es identificar
la estructura de los vectores; parametros de estimacion
y regresion, para cada tipo de modelo. Asi se puede
estar seguro de los datos necesarios para el calculo de la

VI. PERSPECTIVAS DE APLICACION

El abanico de aplicaciones posibles para la identifi-
cacion de sistemas es muy amplio y si bien no es el

H‘M
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objeto de este documento, es interesante mostrar un
prototipo de aplicacién hacia el control adaptativo;
Mas especificamente hacia la realizacién de un con-
trolador auto-ajustable, implementado mediante el
método de disefio por ubicacién de polos y ceros pro-
puesto por Astrom y Wittenmark [1][6]. En la figura
7 se aprecia un detalle del panel de control del instru-

estimacion como el conocimiento y ubicacién exacto
de los parametros que se estan calculando.

La estimacion recursiva es vital en la sintesis de
controladores adaptativos, puesto que los datos de
entrada salida de un sistema son obtenidas se
sequencialmente en tiempo real. Esta estimacion



debe estar comprometida con el tiempo de muestreo
del sistema, ya que compromete la estabilidad del
sistema; no obstante es posible también efectuar la
identificacién no recursiva a partir de datos estadis-
ticos de un proceso tomados previamente y obtener
un modelo para el. Asi cuando se tiene un modelo
de un proceso se puede; predecir su salida, simular
su comportamiento, hacer un estudio mas amplio
del proceso, intentar diferentes estrategias de con-
trol para cumplir un objetivo de comportamiento etc.
Definitivamente es una gran ventaja tener el modelo
de un proceso con lo cual se esta acotando la venta-
na de incertidumbre que se tiene sobre un determi-
nado sistema.

La ejecucion del algoritmo de identificacion sobre
un sistema en particular si bien esta destinada al
modelaje del mismo, no puede ser llevada a cabo sin
tener un conocimiento previo de la dinamica de este,
como se vio en los experimentos llevados a cabo,
para lograr un éxito relativo con la estimacion, como
minimo es necesario conocer el orden del sistema,
sus tiempos de respuesta, el retardo y las sefiales por
las que va a ser influenciado. A la larga los requeri-
mientos nombrados hacen parte de unas nociones
poco menos que intensivas del sistema. De esta for-
ma la identificacién de sistemas se convierta en una
herramienta del analista o diseflador mas que en su
sustituto.

Fue posible evidenciar que la evaluacién del de-
sempefio del algoritmo bien pudo ser ejecutada en
términos analiticos, lo cual deja espacio para realizar
este tipo de tarea secuencialmente por una maquina,
o de manera inteligente aprovechando los calificati-
vos de las estadisticas hechas, para utilizar sistemas
de inferencia difuso (FIS).
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