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particular se muestran algunas propiedades
de las categorias topoldgicas y un método de
construccién a través de su clasificador
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un estudio detallado. Al final, haciendo uso
del funtor Op, se muestran categorias
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Estructuras topolégicas asociadas a una categoria

1. Introduccion

La topologia categérica aparece como un
ambiente categérico de trabajo para los
topoélogos, inspirado en la topologia. En
particular las categorias topolégicas son una
generalizacion del estudio del funtor olvido
de estructura definido de la categoria de los
espacios topolégicos en la categoria de los
conjuntos, en particular de las propiedades
relacionadas con las topologias iniciales y
finales que tiene dicho funtor. Es de anotar
que la topologia categdrica inicia con
Bourbaki y es en su primer libro en donde
aparecen las nociones que la inspiran como
son las de topologias iniciales y finales.
Trabajos muy completos y mas recientes se
encuentran en Preuss G. [4] y Adamek, ].,
Herrlich, H.,y Strecker [1].

En este documento se presentan ejemplos de
categorias topoldgicas y algunas de sus
propiedades. Para citar algunos ejemplos, las
categorias de las colecciones, de los espacios
completamente regulares, de los espacios
uniformes y los espacios de proximidad son

categorias topoldgicas fibradas sobre la
categoria de los conjuntos.
Ahora bien, el funtor Op : Ore — Oire,

construido por C. Ruiz [5], es un funtor
topolégico muy especial que, como veremos,

de
anotar

construccion funtores
Es de

necesariamente la categoria base de una

permite la

topolégicos. que no
categoria topoldgica es la de los conjuntos, en
particular Op

veremos ejemplos de categorias topoldgicas

haciendo uso del funtor

[8]

fibradas sobre otras categorias, para citar
algunos ejemplos las categorias de las cribas
y de los subobijetos.

2.La Topologia como inspiradora de
Categorias Topolagicas

En esta seccion, resaltaremos en la categoria
de espacios topoldgicos, aquellas
propiedades que utilizaremos para identificar

los
a las categorias topoldgicas.

2.1. Top(X) como reticulo completo

En los espacios topolégicos, la coleccién de
todas las topologias sobre un conjunto X,
notada Top(X), es un conjunto ordenado por
la relacién de contenencia. Este orden
coincide con el definido por la relacion "ser

mds fina" definida asi:

“Dados los espacios topolégicos (X, t)y (X, p)
decimos que la topologia t es mds fina que la
topologia p lo cual se escribe p < 1, si la
identidad / :

continua”.

funcion X, t)—> X p es

La relacién (<) dota al conjunto Top(X) de
estructura de reticulo completo. En efecto en
Top(X) el infimo es la topologia grosera y el
maximo la topologia discreta.
Adicionalmente, dada cualquier coleccién C
de topologias sobre X, existen los extremos
inferior y superior de la coleccién, que
corresponden en el primer la

caso, a

interseccion de las topologias de la coleccion
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y en el segundo a la topologia generada por
la reunion de las topologias de la coleccién.

2.2. Existencia de topologias iniciales

En la categoria de los espacios topolégicos
siempre es posible resolver el siguiente
problema:

Dada una funcién f: X — Yy una topologia p
sobre el conjunto Y, hallar en Top(X) la menor
topologia inicial) hace

(topologia que

continua a la funcion f.

En efecto, al menos, la topologia discreta
sobre X hace continua a cualquier funcién,
ahora por ser Top(X) un reticulo completo, es
posible encontrar el extremo inferior de todas
las topologias que hacen continua a la
funcion f.

Para que f sea continua, se requiere que para
todo M € y, f (M ) sea un abierto. Si
consideramos al conjunto t={f"(B): B € u},
esta es una topologia sobre X, y si C={p €
Top(X) : f : (X, p) — (Y, p), es continua}
entonces t = {f '(B) : B € uy} = inf C.

En particular, dados X € Y'y como funcién, la
inclusién i : X — Y que asocia a cada elemento
x € X al elemento i(x) = x, para cada topologia
U € Top(Y) la topologia inicial esta dada por
t={i"B):Beu={BNX:Be€pu lacual
corresponde a la topologia de subespacio.

Pero el mismo problema puede resolverse si
en vez de una funcién y una topologia sobre
un conjunto Y, tenemos una familia de

[91]

espacios topolégicos (Ya, pa)ier donde L es un
conjunto de indices y por cada A € L una
funcion fi : X — Ya, y se busca encontrar la
topologia menos fina (topologia inicial) sobre
el  conjunto continua

X que haga

simultdneamente a todas las funciones.

Si para todo A € L la funcién fi : X — Y), debe
ser continua, entonces para todo abierto M €
(M)
subconjunto abierto de X. Como el conjunto
6={f "(M):A€LyM € p} no necesaria-
X,
considerarla como una subbase para una

pr el conjunto f debe ser un

mente es una topologia sobre al
topologia sobre X, podemos garantizar que la
topologia T, generada por §, t =<6 >, es la
topologia inicial asociada a la familia de

funciones {f; : X = Yihe..

Si (X, T) es la topologia inicial asociada a la
familia de funciones {fi : X — Yilie. entonces
es posible caracterizar a todas las funciones
continuas que tienen como recorrido a (X, 7),
debido a que cumple la siguiente propiedad
universal:

Una funcién f: Z — X es continua, si y solo
si, fp o f es continua para cada A € L.
Un caso particular de topologia inicial
asociada a un par de funciones es la topologia
producto. En efecto, si consideramos dos
espacios topolégicos (X, T ) y (Y, p) vy las
proyecciones Px ((x, ¥)) = x y Py ((x, y)) = y
definidas del producto cartesiano X x Y en los
conjuntos X x Y respectivamente, una subbase
para la topologia inicial estd dada por:

Vinculos
ISSN 1794-211X ® e-ISSN 2322-939X ® Vol 19, N° 1 (enero-junio 2022). pp. 7-20. Universidad Distrital Francisco José de Caldas-Facultad Tecnoldgica.



Estructuras topolégicas asociadas a una categoria

8={P,'M):M et U{P/TN):NEp}

Esta construccién de estructuras iniciales no
puede hacerse en cualquier categoria. Por
ejemplo en la categoria de los grupos, dados
un grupo (G, *) y un conjunto no vacio Hy la
funcién constante k : H — G definida por k(x)
=a, donde a € Gy a = e (e el médulo de G),
no es posible dotar al conjunto H de una
() para que k
homomorfismo de grupos.

operacion sea un

2.3. Existencia de topologias finales

Con un razonamiento dual al realizado en la
seccion anterior, en los espacios topolégicos
siempre es posible resolver el siguiente
problema:

Dada una funcién f: X — Yy una topologia t
sobre el conjunto X, encontrar en Top(Y) la
mayor topologia (topologia final) que hace
continua a la funcioén f .

En este caso, al menos, la topologia grosera
sobre Y hace continua a cualquier funcién y
por ser Top(Y) un reticulo completo, es
posible encontrar el extremo superior al
escoger como abiertos aquellos subconjuntos
M de Y tales que f-'(M ) sea un abierto de (X, 7).

Como el conjunto {M : f ' (M) € t}, es una
topologia sobre Y, se verifica que si C = {p €
Top(V): f: (X, ) — (Y, p) es continua} entonces
{M:f' (M) et} =supC.

Un ejemplo tipico se presenta cuando sobre
un conjunto X se define una relacién de

[10]

=). Esta relacién define el
conjunto cociente (X/ =)y la funcién candnica
f: X — X/ = definida por f (x) = [x]. Si T €
Top(X), la topologia que hereda el espacio

cociente es la topologia final asociada a f,

equivalencia (

estoest={M:f'(M) €t} conocida como la
topologia cociente.

Podemos visualizarlo en un caso particular. Si
se considera a X como el subconjunto del
plano definido por [0, 1] x [0, 1]y la relacion
de equivalencia que identifica los puntos de
la forma (1, y) con los de la forma (0, 1 —y) y
los demds se identifican consigo mismo, se
determina el espacio denominado Cinta de
Moebius.

Nuevamente, si en vez de una funcién y una
topologia sobre el conjunto X, se considera
una familia de espacios topoldgicos {(X), Twie
donde L es un conjunto de indices y por cada
A € L una funcién f : Xa = Y, y se busca la
topologia mas fina (topologia final) sobre el
Y  que haga
simultineamente a todas las funciones, se

conjunto continua
puede probar que es la topologiat={M S Y:
fA'(M) € ty para todo A € L}.

Como en el caso de las topologias iniciales, la
siguiente propiedad universal que cumple la
topologia final, permite caracterizar a todas
las funciones continuas que tienen como
dominio a (Y, t ), en el sentido de que una
funcion f: X — Z es continua, si y solo si, fe
f es continua para cada A € L.

Un ejemplo de una categoria donde no es
posible hacer este tipo de construcciones se
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puede ver en la categoria Met de los espacios
métricos con morfismos las funciones que son
contracciones. En efecto, consideremos el
espacio métrico usual de los nimeros reales
Ry al conjunto X = {0, 1, 2}. Una métrica d
sobre X debe ser de la forma d(0, 0) = d(1, 1)
=d2,2)=0,d(1,2)=d2,1) =a, d,0) =
d©, 1)=b, d(0, 2) =d(2, 0) =c, donde a, by
c son ndmeros reales positivos sujetos a las
condicionesa<b+c, b<sa+cyc<a+b,
es decir que a, b y c sean los lados de un
triangulo.

Ahora consideremos la funcién la funcién f :
R — X definida por f (x) = 1 six> 0, f(x) =0
six=0yf(x)=2six<2.Ental caso tomando
X = % yy= _?a ,se debe tener que d(f (x), f (y)

<

2a . 2a
S s decir a < Y lo cual es un absurdo.

Por lo tanto, en la categoria Met mencionada
no siempre es posible construir estructuras
finales.

3.Nocion de Categoria Topolagica

Definicion 3.1. Sea F : C — D un funtor. Se
dice que F es un funtor topolégico y que C es
una categoria topoldgica relativa a Fy a D, si
se cumplen las siguientes condiciones:

a) Fesfiel.

b) F es apto para construir estructuras

iniciales 'y finales de fuentes 'y

sumideros unitarios.

(1]

c) Para cada objeto X € D, la fibra C(X) =
{A € C: F(A) € D}, tiene estructura de

reticulo completo.

A continuacién, se discuten los elementos
de
topolégico. Ahora bien, es necesario advertir

involucrados en la nocién funtor
inicialmente que cuando no haya lugar a
confusién, nos referiremos a la categoria
topoloégica C sin mencionar al funtor Fy a la
categoria D. En otras ocasiones diremos que
C es una categoria topologica sobre D fibrada
a través de F. Es de anotar que la definicion
de topolégico

equivalente a la dada en [1], probar esta

funtor enunciada  es
equivalencia es un ejercicio propuesto en la
misma referencia y su prueba se da en [2], alli
se relaciona esta nocién con la de constructo

topolégico dada en [4].

Antes de aclarar los conceptos involucrados
en la nocién de categoria topoldgica, para
facilitar la comprension de la definicion, los
objetos de
topolégica los notaremos en negrilla y su

y morfismos una categoria
imagen por el funtor los escribimos sin
negrilla. Por ejemplo, en la categoria de los
espacios topolégicos f: X —Y simboliza una
funcion continua y f : X — Y su funcién
los

correspondiente en la categoria de

conjuntos.

Ahora bien, antes de empezar la discusion, es
de

estructura inicial y final generalizan las

importante anotar que las nociones

nociones de topologia inicial y final y que el
orden exigido en la fibra sobre cada objeto X
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de D estd dado por Xi < Xz, si y solamente si,
existe f : X, — Xj tal que F () = 1x.

Sea F: C — D un funtor. Se dice que F es fiel,
si para todo par de morfismos f,g: X —Y de C
tales que, F (f) = F (g ) se tiene que f = g. Se
dice que F es pleno si para todo par de objetos
Xy Y de Cy todo morfismo k : X — Y existe
un morfismo k: X —Y tal que F (k) = k.

Sea f: X =Y un morfismo de C. Se dice que f
cumple la propiedad universal inicial relativa
al funtor F, si para, todo objeto Z de C, con F
(Z) = Z y todo morfismo g : Z — X, para el
cual existe un morfismo h: Z —Y tal que F (h)
= f o g, existe un morfismo g: Z —X tal que f

g=hyF@g)=g.

Un morfismo f: X — Y es apto para construir
estructuras iniciales de fuentes unitarias si
para, todo objeto Y de C, tal que, F(Y)=Y,
existe un objeto X en C, con F(X)=Xy un
morfismo f: X —Y que cumple la propiedad
universal inicial; en tal caso, se dice X es la
estructura inicial relativaafy Y.

Se dice que F es apto para construir
estructuras iniciales de fuentes unitarias si
todo morfismo de D es apto para construir
estructuras iniciales de fuentes unitarias.

Sea F : C — D un funtor topolégico. Una
fuente relativa a F estd formada por una
familia de morfismos {fi : X — Yi}ie, junto con
una familia de objetos {Y i}ie; de C, tales que F
(Y i) = Y, para cada i € I, | puede ser un
conjunto o una clase y que notaremos {f; : X

[12]

—Y iYier. Una estructura inicial para una fuente
{fi : X =Y i}ies, es un objeto X de C, tal que:

a) Paracadai€ [, existe un morfismo f; :
X— Y, tal que F (f) = 1.
b) Para cada objetoZ de Ccon F(Z) =2,

y cada morfismo h : Z — X, tal que para

cada i € /, existe un morfismo k; :Z —Y;

con F (ki) = f; = h, entonces existe un

morfismo h: Z— X con F (h) = h.
Desarrollando el razonamiento dual, se
define propiedad universal final y funtor apto
para construccion de estructuras finales para
un sumidero relativo a F .

Proposicion 3.1. [1] Sea F : C — D un funtor
topolégico. C es completa (cocompleta), si y
solamente si, D es completa (cocompleta).

Proposicion 3.2. [1] En wuna
topolégica C toda fuente tiene estructura

categoria
inicial y todo sumidero tiene estructura final.

3.1. Ejemplos
3.1.1 La categoria de los
espacios topolégicos Top

Sea O : Top — Conj el funtor olvido definido
por O((X, t)) =X, y O(f ) =f. O es un funtor
topolégico y Top una categoria topoldgica
fibrada sobre la categoria de los conjuntos.
Este es el ejemplo que motiva la definicién de
categoria topoldgica. En efecto, O es fiel, O
es apto para construir estructuras iniciales de
fuentes unitarias, debido a que para toda
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funcién f: X — Yy para todo objeto Y = (Y, p)
de Top, tal que, F (Y) = Y, existe un objeto X
en Top definido por X = (X, t) donde T es la
asociada  al

topologia inicial

topoldgico (Y, p) por la funcién £, la cual hace

espacio

de f un morfismo f : X — Y con propiedad
universal inicial, como se vio en la seccién 2.
Similarmente O es apto para construir
estructuras finales para sumideros unitarios,
considerando topologias finales.

Finalmente, como lo anotamos en la seccién
anterior, para cada objeto X € Conj, la fibra
Top(X) es un reticulo completo.

3.1.2. La categoria de las
relaciones simétricas Rels

Antes de presentar la categoria Rels es
necesario tener presente a la categoria de las
relaciones Rel. Ahora bien, el par (X, R),

formado por un conjunto X y una relacién R
c

X x X, es una relacion binaria interna.
Vemos la definicion de la categoria Rel.

a) Obj(Rel) es la coleccion de relaciones
binarias internas.

Para A, B € Obj(Rel), siA= (X, R)y B
= (Y, S), la coleccion de morfismos
esta dada por Mor(A, B) ={f: A— B
| f respeta las relaciones}, f: A — B
respeta las relaciones, si y solo, si
paratodox, y € X, (x, y) € R — (f (x),
f(y) €S.

Para f € Mor(A, B) y g € Mor(B, C), A,
B, C € Obj(Rel), g°f es la composicion

[13]

usual de funciones, para la cual se
puede verificar que si dos funciones
respetan las relaciones, la compuesta
también lo hace, esto es, gof € Mor(A,
C) y que satisfacen:

i) (feg)eoh="fe°(geh)parah € Mor(A,
B), g € Mor(B, C) y f € Mor(C, D).
ii) Para cada A € Obj(Rel), si 1a(x) = x,

se tiene que 14 respeta las relaciones
yquefela=fylaeg=gparacada
f € Mor(A, B) y g € Mor(B, A).

La categoria de las relaciones simétricas Rels,
es una subcategoria de Rel, donde los objetos
son pares (X, S), con S € X x X, una relacién
simétrica. Esto es, para todo x, y € X, si (x, y)
€ S entonces (y, x) € S. Los morfismos Rels son
como en la categoria Rel. El funtor olvido O :
Rels — Conj definido por O((X, S)) = X, para
cada A = (X, S) € Obj(Rels) y O(f) = f para cada
f € Mor(A, B); le da el caracter de categoria
topolégica a Rels.

3.1.3. La categoria de las colecciones Col

El par (X, @), formado por un conjunto X'y una
coleccién a de subconjuntos de X, lo

[lamaremos un a - espacio.

En cada a - espacio (X, a), y para cada
subconjunto A de X, es posible asignarle su
interior asi:

Ac={x€€EA: (AT E€ea)x €€ TC A)}

Notaremos A, a la coleccién formada por
todos los conjuntos que coinciden con su
interior, a quienes llamaremos abiertos, esto
es:
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N ={ACSX:A=A}

cabe resaltar que A, es siempre estable por
intersecciones y contiene al conjunto @.

a) Obj(Col) es la coleccion de a -

espacios.

Para A, B € Obj(Col), siA=(X, a) y B
= (Y, 8), la coleccion de morfismos esta
dada por Mor(A, B) ={f : A— B | fes
continua}l. f: X — Y es continua si y
solo si B € Ag implica que f '(B) € Aq.

Para f € Mor(A, B) y g € Mor(B, C), A,
By C € ObjCol), g o f es la
composicion usual de funciones, para
la cual se puede verificar que como la
compuesta de funciones continuas
resulta ser continua, g° f € Mor(A, )y
que satisfacen:

i) (feg)oh="fe°(ge°h) para h € Mor(A,
B), g € Mor(B, C) y f € Mor(C, D).

ii) Para cada A € Obj(Col) , si Ta(x) = x,
se tiene que 14 es continua y que f °
la=fy 1a°g=gparacadaf€ Mor(A,
B)y g € Mor(B, A)

El funtor olvido O : Col — Conj definido por
O((X, a)) = X, para cada A = (X, a) € Obj(Col)
y O(f ) = f para cada f € Mor(A, B), le da el
caracter a Col de categoria topolégica. Un
trabajo alrededor de la Col puede encontrarse
en A. Donado [3].

[14]

3.1.4. La categoria de los
espacios bornolégicos Bor

En el conjunto de los nlimeros reales R con su
orden usual, la colecciéon de sus subconjuntos
acotados verifica las siguientes propiedades:

Los conjuntos unitarios son acotados, un
subconjunto de un acotado es acotado. Y la
union finita de acotados es acotado. Este
motiva la nocién de

hecho espacio

bornolégico.

Definicion 3.2. Una bornologia sobre un
B de
subconjuntos de X, a los que se denominan

conjunto X es una coleccion

acotados, que satisfacen los siguientes

axiomas:

e) {x} € B para todo x € X.

f) SiA€ByBc Aentonces B € B.

g) SiA, BE€Bentonces AU B € B.

Al par (X, B) se le llama espacio bornoldgico.

Una funciéon acotada entre dos espacios
bornolégicos (X, Bx) y (Y, By) es una funcion
f: X — Y que envia acotados en acotados, esto
es, para todo A € By , f (A) € By . lLa
de es
acotada y para cada espacio bornolégico la

composicion funciones acotadas

funcion identidad es acotada.
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Los espacios bornolégicos y las funciones
acotadas definen la categoria de los espacios
bornolégicos notada Bor.

De nuevo, el funtor olvido de Bor en Conj
hace ver que Bor es una categoria topoldgica.

4.La categoria Ore y el clasificador
de las categorias topoldgicas

Un hecho importante en el estudio de las
categorias topoldgicas es que cada una de
ellas es construida a partir de un funtor
topoldgico universal, O, : Ore — Ore, del que
haremos una completa descripcién, no sin
antes mencionar que este funtor fue
presentado por el profesor Carlos Javier Ruiz
S. en el VIl Encuentro de Geometria y sus
Aplicaciones, evento realizado en Ia
Universidad Pedagégica Nacional en el afio
1992, [5]
descripcion detallada de este funtor, que

desarrollado

En este trabajo se hace una
advertimos ~ no  aparece
completamente en la literatura.

4.1. El funtor olvido O, : Top — Conjy su
funtor asociado F : Conj — Top

Veamos inicialmente como se recupera el
funtor Olvido O, : Top — Conj.

Para cada conjunto X consideremos el
conjunto de topologias sobre X, Top(X) el cual
es un reticulo completo. Dada una funcién f:
X — Y consideremos el par adjunto (s, d) :
Top(X) — Top(Y) donde s(Y, a) es la topologia

inicial para f y (Y, a), s(Y, a) puede
caracterizarse como inf{t:f: (X, t) — (Y, a)
es continua} de forma dual se define d(X, t)

como supf{t:f: (X, t)— (Y, @) es continua}.

En otras palabras, dada una funcién f: X — Y,
entre los reticulos completos Top(X) y Top(Y)
se determina el par adjunto (s, d), s adjunto a
izquierda de d, donde d : Top(X) — Top(Y) se
define a través de topologias finales y s :
Top(Y) — Top(X) se define a través de
topologias iniciales. Veamos que s es adjunto
a izquierda de d.

1. Supongamos Y < d(X) y veamos que s(Y )
< X.

a) Dadosf: X — Yy Xsobre la fibra de X,
se determina la topologia final d(X) tal
que f: X — d(X) es continua.

b) Puesto que por hipétesis d(X) y Y son
comparables, d(X) y Y estan sobre la
fibrade Y y la funcién identidad i : d(X)
— Y es continua.

c) De a y b se determina la funciéon
continua jiof : X — d(X) — Y.

d) Ahora, dadas f: X —> Yy Y, sobre la
fibra de Y se determina la topologia
inicial s(Y) tal que f: s(Y ) — Y es
continua.

e) Haciendo uso de cy d, iof es continua,
iof : X—Y y puesto que s(Y ) es la
topologia inicial, considerando f
s(Y)—>Y por propiedad de la topologia
inicial se tiene que i : X — s(Y ) es

continua.
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f)

Por lo tanto s(Y) < X.

. Supongamos que s(Y) < Xy veamos que Y
< d(X).

a)

Dadas f: X — Yy Y sobre la fibra de Y,
se determina la topologia inicial s(Y)
tal que f: s(Y) — X es continua.

Puesto que por hipdtesis s(Y ) y X son
comparables, estan sobre la fibra de X
y la funcién identidad i : X — s(Y) es
continua.

De a y b se determina la funcién
compuesta foi : X — Y.

Ahora, dada f: X — Yy X sobre la fibra
de X se determina la topologia final
d(X) tal que f: X — d(X) es continua.

Haciendo uso de c y d, foi es continua,
foi : X — Y y puesto que d(X) es la
topologia final, considerando f: X —
d(X)y dadai: d(X) — Y, puesto que foi
= f = iof es continua se tiene que i : d(X)
— Y es continua.

Por lo tanto Y < (X).

Ahora bien, nuevamente, dada f: X —
Y esta determina un par adjunto (s, d).
Dados (X, ©) y (Y, a) si s(a) es la
topologia inicial para f, entonces la
misma f, donde f: (X, ) — (Y, a) es
continua, si y solamente si, s(a) < t, en
forma equivalente si la funcién de
inclusion i : T — (X, s(a)) es continua.
Es de anotar que de otro modo, f es
continua, si y solamente, si a < d(t) es
decir a es menos fina que la estructura

[16]

final para fy (X, t) o de otra forma s(a)
< T es decir si T esta es mas fina que la
inicial

estructura par f y (Y, a);

obteniéndose de esta manera una
de

través

caracterizacion una funcidn

continua a de topologias

iniciales y finales.

Con el danimo de generalizar esta situacion
podemos rescribir la pareja (X, T ) como
(Top(X), Tt )y tener en mente que sobre el
reticulo completo Top (X) se ha tomado una
topologia, de otro modo sobre el reticulo
completo Top(X) se ha seleccionado un
punto. De esta manera sobre el reticulo
completo Top(X) se ha puesto una fibra
formada por todas las parejas (Top(X), T ).
Nétese que, intuitivamente se esta diciendo
que una funcién f es continua si como funcion
determina un par adjunto (s, d) de tal manera
que s(a) < Tt o a < d(t ), es decir la funcién
continua f se identifica con un par adjunto
especial. De nuevo, dada una funcién f: X —
Y , esta determina un par adjunto (s, d),
pensando en que en la categoria de los
reticulos completos, (s, d) : Top(X) — Top(Y)
es un morfismo, en la categoria de los
reticulos completos punteados, la pareja (s, d)

Top(X, 1) — Top(Y, a) es un morfismo,
siempre y cuando s(@) < t o en forma
equivalente a < d(t).

De una manera, un poco informal, todo esto
se ha hecho pensando en reconstruir el funtor
olvido O : Top — Conj, a partir de un funtor
F de Conj en Top, definido por F (X) = Top(X)
y F(f)=(s, d), y de un funtor de una categoria
C en Top, donde intuitivamente C contiene a
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todos los objetos de la forma (Top(X), T ), una
especie de Top*(X) variando el conjunto X.
Con todo esto se quiere decir que la esencia

de
estructuras iniciales y finales definidas en

una categoria topolégica son las
reticulos completos. Estos hechos motivan la
nocién de la categoria Ore y Ore y la
construccién de un par de funtores cuyo

producto  fibrado

topoldgicas.

generan  categorias

4.2. Las categorias Ore y Ore

La categoria Ore tiene por objetos las clases
con estructura de reticulo completo. En Ore
un morfismo con dominio (X, <) y codominio
(Y, <), consiste de un par (s, d), donde d: (X,
<) — (Y, 9 ys: (Y, £ — (X <) son funciones
mondtonas no decrecientes y d es adjunto a
derecha de s. Dados dos morfismos (s, d) : (X,
)= (Y, 9y, g, <)—> (Z 9 su
composicion se define como el morfismo (f,
g e(s, d:=(s°f ged).

A partir de la categoria Ore, se determina la
categoria Ore, cuyos objetos son de la forma
(X, <, xo), siendo (X, <) un objeto de Ore y xo
un elemento de G(X). En Ore un morfismo con
dominio (X, <, x0) y codominio (Y, <, yo),
consiste de un par (s, d) donde (s, d) : (X, <) —
(Y, <) es un morfismo de Ore y s(yo) < Xo. La
composicion en los morfismos de Ore se
define de igual manera que en la categoria
Ore.

Entonces, se determina el funtor O, : Ore —
Ore, que olvida el punto, esto es que se asigna
a cada objeto (X, <, xo) el objeto (X, <) y a cada
morfismo (s, d) el mismo (s, d); el cual resulta

[17]

un funtor topoldégico, cuya prueba sigue los
lineamientos estudiados en el funtor olvido
Op : Top — Conj.

Veamos ahora la manera como se genera un
funtor topolégico a partir de O, y de un funtor
G :D — Ore.

El funtor G : D — Ore asigna a cada objeto X
de D un reticulo G(X) y a cada morfismo f: X
— Y un par adjunto (s,d): G(X) : D — G(Y ),
donde s(y) < x, si y solamente si, y < d(x). En
tal caso se define una categoria C cuyos
objetos se determinan asi: para cada objeto X
de D su fibra en C serd G(X), cuyos objetos
por notacion seran parejas (X, x,) donde x, es
un objeto de G(X), la primera componente X
se escribe para no olvidar su procedencia e
imitar el trabajo en Top. Ahora bien, hay un
morfismo f entre f : (X, xo) — (Y, yo) si hay un
morfismo f: X — Y en Dy s(y,) < Xo 0 Yo <
d(xo), hechos que imitan lo elaborado en Top.

Entonces, se determina un funtor un funtor F :
C—oDasi: F(X, xo) =X, yf: (X xo) = Y (Y, yo)
F (f ) =f . Veamos que F es un funtor
topologico.

En primer lugar y por la forma en que se
define F , este resulta fiel. Ahora, para cada
objeto X de C su fibra, por construccién, es un
reticulo completo.

Veamos ahora como se construyen las
Sea f : X — Y un

morfismo de D y (Y, y,) un objeto sobre la

estructuras iniciales.
fibra de Y . La estructura inicial es s(yo). En
efecto, s(y.) < s(y.) por lo tanto f: (X, s(yo)) —
(Y, yo) es morfismo. Veamos ahora que se
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cumple la propiedad universal. Sea(Z, zo) un
objeto de Cy g : Z — X un morfismo de D
supongamos que g determina por el funtor G
par (k, h): G2 — GX.
Supongamos que fog es morfismo en C, fog :

el adjunto
(Z, zo) = (Y, yo) . Nbtese que kos(yo) < zo de lo
<

cual se sigue que k(s(y,) < zo, que es la
condicién para que g : (Z, zo) — (X, s(y,)) sea

morfismo.

Veamos como se construyen las estructuras
finales. Seaf: X — Y un morfismode Dy (X,
Xo) un objeto sobre la fibra de X. La estructura
inicial es d(xo). En efecto, d(x,) < d(x,) por lo
tanto f : (X, xo) — (Y, d(x0)) es morfismo.
Veamos ahora que se cumple la propiedad
universal. Sea (Z, zo) un objetode Cy g: Y —
Z un morfismo de D supongamos que g
determina por el funtor G el par adjunto (k, h)
: GlY ) = G©2) .
morfismo en C, gof : (X, xo) = (Z, zo) . Nbtese

Supongamos que gof es

que zo < hod(xo) de lo cual se sigue que zo <
h(d(xo) que es la condicién para que g : (Z, zo)
— (X, s(yo) sea morfismo.

Veamos ahora el reciproco de la construccién
anterior, esto es dado F, construir G.

F: C — D se determina un funtor G : D — Ore
que asigna a cada objeto X el objeto G(X) =
Fib(F, X), es decir la fibra de X segin F, y a
cada morfismo 7 : X — Y el morfismo (f %, f:) :
Fib(F, X) — Fib(F, Y ) siendo f * y f; las
funciones que se describen a continuacion. La
funcién f#: Fib(F, Y) — Fib(F, X) asigna a cada
objeto Y el objeto f#(Y):= X, donde X es la
estructura inicial para la fuente {f: X - Y}. La
funcién f; : Fib(F, X) — Fib(F, Y') asigna a cada

[18]

objeto X el objeto f:(X) Y , donde Y
corresponde a la estructura final para el
sumidero {f : X — Y }. Sea (Co, Fo, Ho) el
producto fibrado de los funtores O, y G.
Fo Co
topologico y Co resulta isomorfa a C.

Entonces, —-— D es un funtor

5.Categorias topoldgicas asociada a
una categoria

5.1 La categoria topoldgica asociada a los

subobjetos en una categoria

Sea C una categoria con imagenes inversas e
intersecciones. Entonces, para cada objeto X
de C la coleccién de los subobjetos de X, que
se nota Sub(X), resulta un reticulo completo
con el orden dado por : "f < g, si y solamente
si, existe un morfismo h tal que f o h = g".
Entonces, se determina el funtor Sub : C —
Ore que asigna a cada objeto X la coleccién
Sub(X) y a cada morfismo f : X — Y el par
adjunto (f#, f:) : Sub(X) — Sub(Y ), donde f; es
la funcién que asigna a cada subobjeto A de
X su imagen directa por fy f * la funcién que
asigna a cada subobjeto B de Y la imagen
reciproca por f, donde las funciones f;, f *
resultan mondtonas no decrecientes.

Al efectuar el producto fibrado de los funtores
Sub y O, se obtiene la categoria de los
subobjetos de C, Sub(C). Un objeto de Sub(C)
es una pareja (X, (A, h)) donde (A, h) es un
1 (X, (A, h)
— (Y, (B, k) estd determinado por un
f:
condiciéon f #(k) < h, siendo este el orden

subobjeto de X y un morfismo ¢y

morfismo de X — Y que verifica la
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Finalmente se
Sub(C)
— C que asigna a cada objeto (X, (A, h)) el

natural definido en Sub(X).
determina el funtor topolégico Osus :

objeto X y a cada morfismo ¢r el morfismo f .

Veamos algunos ejemplos particulares. Si C es
la categoria de los conjuntos, en la categoria
topolégica que se determina, la fibra sobre

cada  conjunto  corresponde a  sus

subconjuntos, un morfismo, entre dos

subconjuntos A y B, en esta categoria

corresponde a una funciéon entre los
conjuntos subyacentes que envia por imagen

reciproca B en A 'y por imagen directa A en B.

Finalmente nétese que categorias, aparente-
mente ajenas a la topologia, como espacios
grupos,
origen por el método descrito a categorias

vectoriales, monoides, etc., dan
topoldgicas relacionadas con los subobjetos

de un objeto dado.

5.2 La categoria topoldgica asociada

a las cribas de una categoria

Sean C una categoria y X un objeto de C. Una
Criba sobre X es una familia S de morfismos
con codominio X, tal que para todo morfismo
f de S y todo morfismo g de C, para el cual
esté definido fog, se tiene que fog pertenece a
S. La coleccién de todas las cribas sobre X la
notaremos Crib(X). En Crib(X), la relacién de
inclusiéon define una relacién de orden, la
cual hace de Crib(X) un reticulo completo,

y
determinados por la intersecciéon y la unién

siendo los infimos los maximos

de cribas. En particular, en Crib(X), el maximo
corresponde a la coleccién de todos los
morfismos con codominio X'y el minimo a la

[19]

criba vacfa. Si f: X — Y es un morfismo de C
se determinan las siguientes funciones: f * :
Crib(Y ) — Crib(X) definida por: f #(S) := {g :
fog € S}, , f: : Crib(X) — Crib(Y') definida por
f:(T) := {foh|h € T} Las funciones f * y f; estan
definidas,
decrecientes y f * es el adjunto a izquierda de

bien son  mondtonas  no
f:. Entonces, se determina el funtor Crib : C —
Ore, que asigna a cada objeto X de C la
coleccién de las cribas sobre X Crib(X) y a
cada morfismo 7: X — Y de C el morfismo (f ¥,

f:): Crib(X) — Crib(Y ).

Al efectuar el producto fibrado de los funtores
Crib : C — Ore 'y O, : Ore — Ore se obtiene
la categoria de las cribas de C, Crib(C). Un
objeto de Crib(C) es una pareja (X, T ), donde
X es un objeto de C y T es una criba sobre X.
X, T ) — (Y, S) esta
determinado por un morfismo f: X — Y sujeto

Un morfismo ¢r :

a la condicién f #S) < T . Finalmente se
determina el funtor topolégico, O : Crib(C) —
C que asigna a cada objeto (X, T) el objeto X
y a cada morfismo ¢ el morfismo f .

6. Conclusiones

Como se puede observar la topologia
categorica sigue ofreciendo temas de trabajo.
Para el caso que nos ocupa, el trabajo
realizado enriquece la topologia en aspectos
poco conocidos y que giran alrededor de las
topologias iniciales y finales, a su vez al
mostrar que estds teorias no son exclusivas de
los espacios topolégicos enriquece la teoria

de categorias.
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