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Resumen

En éste articulo se trabajan los conceptos de subcategorias reflexivas vy
correflexivas. El articulo presenta las condiciones necesarias y suficientes para la
existencia de subcategorias reflexivas, asi como varios ejemplos en diferentes

areas de la matematica.
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Abstract

This article deals with concepts and definitions of reflexive and coreflexive
subcategories. The article presents the necessary and sufficient conditions for the
existence of reflexive subcategories as well as several examples in different areas
of mathematics.
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1. INTRODUCCION

Es frecuente en el trabajo de ciertas estructuras matematicas construir objetos enriquecidos
estructuralmente a partir de objetos dados. Por ejemplo, dado un espacio topolégico,
asociarle el mejor espacio compacto, dado un espacio pseudométrico construir a partir de él
un espacio métrico, dado un grupo construirle el mejor grupo abeliano. Estas ideas conllevan

las acciones de subcategorias reflexivas y correflexivas.
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En el presente trabajo se presentan y caracterizan tales conceptos, asi como se muestran

una variedad de ejemplos en las areas de la topologia y del algebra entre otros.

2. SUBCATEGORIAS REFLEXIVAS

2.1 Definicion (Subcategorias Reflexivas)

Sea Cuna Categoria y H una subcategoria de C. Se dice que H es REFLEXIVA en C, si para
cada objeto v de C, existen: Un objeto v*en H (llamado la Reflexiéon de v) y un Morfismo r,;

v—v*tales que, para todo objeto u de H y todo Morfismo f: v — u, existe un Unico Morfismo

ar (v>uquecumple f=as-r,

2.2 Observaciones

a. La Reflexion de cada objeto es Unica salvo Isomorfismos

b. El Morfismo r,: v — v* es un Epimorfismo.

En efecto, sean g, h € Mor(v*,w) tales que h -.r,= g -r, entonces, si consideramos el

morfismo f € Mor(v,w) por la propiedad Universal de la Reflexividad se cumple que h=g.

c. Si H es reflexiva en Cy K es una subcategoria reflexiva de H, entonces K es reflexiva
en C.

En efecto, sea v un objeto de C; como H es reflexiva en C existen:

v*objetodeH 'y n:vov”



y como K es reflexiva en H para v* objeto de H existen:

v** objetodek y r-viov*

Sea fiv—> u,dadoque v* es lareflexion de v, existe un Unico morfismo af: v*> u tal
que 7y

f=arer,

Como a; v*>u y v** es lareflexiébn de v*, existe un unico Morfismo «r tal que ar =a’ -
rv*

rv*
v>.'<>.'<

Es decir, si v es un objeto de C, existen:
v** de Ky un morfismo r-.r:v—>v*™ tal que para todo morfismo f:v — u, el morfismo

o't ; V¥ —>u esellunicoquecumple f=ot0ry-0ry

2.3 Proposicion

Una subcategoria H de una categoria C es Reflexiva siy sélo si el Funtor Inclusién 1 : H -
C es Adjunto.

Prueba: Sea H una subcategoria reflexiva en C. El Funtor R: C — H definido asi:
a. Para cada objeto v de C , R(v)=v".

b. Para cada morfismo s: v— wu de C: R(y)= a(er): vi—> u”



Claramente, R: C — H es un Funtor.

Veamos ahora que el funtor I es adjunto a derecha de R, es decir, se debe probar que
Hom(v,l(u)) = Hom(R(v),u) para todo objeto v de Cy todo « de H. En efecto, se define ®:

Hom(v,l(u)) - Hom(R(v),u) por ®(f) =as para cada morfismo f: v — u.

a. @ esta bien definida, puesto que para cada morfismo f, el morfismo as: v* — u es, por la
propiedad universal, unico.

b. @ es Inyectiva.
En efecto, sea ®(f) = ®(g), es decir, as= ag, €ntonces, s «r, = aqg o Iy; luego, f=g

c. Ahora,seap:v*—>u sedefine f:v—>u por f:=per, entonces, ® (f)=p (p=c)

De a, b, y ¢ seconcluye que ® es isomorfismo.

Supongamos ahora que el funtor [: H — C es adjunto a derecha de un funtor R: C - H es
decir que existe una biyeccién ®, ®: Hom(v,l(u)) - Hom(R(v), u)
paracada v € C;y ue H; veamos que la subcategoria H es reflexiva en C. Tomando u =

R(v), para cada objeto vde C, existe el objeto R(v) y el morfismo @'1(1m,)): v — R(v) donde

Irv): R(v) — R(v) es el morfismo Identidad.
El objeto R(v) de es la reflexion del objeto v de C.
En efecto, sea f: v - w un morfismo, como ® es una funcion, existe, y se cumple:

DN 2D (1a) = f.

Ademés, si go @ '(1py) = f entonces, ®(f) o @ '(1py) =g 0 ®'(15v) luego, es decir, el

morfismo @ (f) : R(v) > w es Unico. De estaformav*=R(v) y r;= @'1(1R(V)).
2.4 Ejemplos

a. Sea C la categoria de los espacios pseudométricos; los objetos de esta categoria son los



espacios pseudométricos y los morfismos son las contracciones.

Sea H la categoria de los espacios métricos, es claro que H es subcategoria de C, H es
reflexiva en C; sea (v, d ) un objeto de C, en el conjunto v se define una relacion denotada
por ~, asi x =y y siysolosid(x,y)=0.
La relacién ~ es de equivalencia.
Sobre el conjunto cociente v /~, se define la funcién d: v/~ x v/~ — R por d( x, y): = d(x,
y).

d esta bien definida: En efecto, sean x ~ x;, y, y #ysveamos que d( x, y)=d(x1,y1).
Se tiene d(x, y) <d(x, x1)+d(x1,y)<d(x, x1)+d(x1,y1) +d(x1,y) como

dix, x;)=0,y, d(y, y1) =0 entonces: d(x,y) <d(x1,y2).

En forma similar se prueba que: d(x1,y1) < d(x ,y) es decir que: d(x, y) = d(x1,y1)

por lo tanto, d est4 bien definida, luego (v/=, d) es un Espacio Métrico.

Se determina la funcién r,: v - v/~ por r(x):= x, lacual es una contraccion, en efecto,

d (r(x), rdy)):= d ( x, y) = d(x, y)
Finalmente, veamos que v/~ es la Reflexién de v:

Sea (u,d) un Espacio Métrico y f: v — u una contraccién, se define la funcion as v/~ — u por
ar ( X )=t (x); ar esta bien definida pues si x = y entonces d(x, y) = 0, como f es una
contraccién se cumple que 0 < d, (f(x),f(y))<d(x, y) =0 pero d, es una Métrica, es decir, f(x) =

fly)y asi as( x) = af y). Ahora, la aplicacién oy v/~ — u es una contraccion

puesto que si x, y son elementos de v /~ entonces dy (as(x); as(y) = du(f(x), f(¥)) <

d(x,y)< d( x, y), ahorar, es un Epimorfismo luego es el Ginico que cumple la relacion

af ey = f.

b. Sea C la categoria de los espacios topoldgicos, los objetos de esta categoria son los
espacios topolégicos y los morfismos las funciones continuas. Sea H la categoria cuyos

objetos son los espacios topolégicos con la topologia trivial, es decir, si u es un conjunto



no vacio, su topologia es {¢, u}; los morfismos de esta categoria son las funciones

continuas. Claramente H es una subcategoria de C.

Veamos, ademas, que H es reflexiva en C:

Sea (v,t) un objeto de C, entonces (v, {#,v}) es un objeto de H. La aplicacion identidad i: (v,z)
— (v,{¢ ,v}) es una funcién continua y es la reflexion de (v,z) puesto que para todo espacio
topoldgico (u, {¢ ,u}) de H y toda funcién continua f: (v,z) - (u,{¢,u}) de H, la funcién as (v,
{g,v}) = (u, {¢,u}) definida por ar(Vv) =: f(v) para todo v es continua y es tal que a: i = f. Ahora,

o es la unica que verifica esta ultima igualdad puesto que /i es epimorfismo.

c. Sea C la categoria de los conjuntos preordenados, los objetos de esta categoria son los
conjuntos en cada uno de los cuales estd definida una relacion entre sus elementos que
denotaremos (<) , la cual es reflexiva y transitiva. Los morfismos de esta categoria son las
funciones que preservan el orden, es decir, si A 'y B son conjuntos preordenados, una funcién
g: A —> B es un morfismo en esta categoria, si para todos a;, a- elementos de A, tales que

a:;< apsetiene que g (as) < g(ay).

Sea H la categoria de los conjuntos parcialmente ordenados, los objetos de esta categoria
son los conjuntos parcialmente ordenados, es decir, conjuntos en cada uno de los cuales
estd definida una relacién entre sus elementos también notada (<), la cual es reflexiva,
antisimétrica y transitiva. Los morfismos de esta categoria son funciones que preservan el

orden en el mismo sentido de la categoria C. Claramente H es una subcategoria de C.

Veamos, ademas, que H es reflexiva en C:

Sea (V, <) un conjunto preordenado. En el conjunto V se define una relacién entre sus
elementos, la cual notaremos “~”, asi: para todos x y y elementos de V, x ~ y si y solamente
Six<yy y<x, larelacién "~" asi definida es de equivalencia en V. Determinamos entonces el

conjunto cociente V/~ cuyos elementos notaremos con x, siempre que x sea elemento de V.

Ahora, en el conjunto V/~ definimos una relacién entre sus elementos la cual notaremos por

“<!" asi:paratodo x, yelementosde V/~, x <' y siysolamente si x< y. Nétese que la

relacion <' esta bien definida, en efecto, supongamos que x= x' y x = y' entonces x <



X', X< x,y<y', y' <yluego:

x<' yoxsyox sxsy<syle X<yl

De otra parte, la aplicacién r,: V — V/~ definida por r,(X) = X es un morfismo en esta
categoriay es ademas la reflexién de V.

En efecto, si (U, <) es un conjunto parcialmente ordenado y f. V— U es un morfismo en esta

categoria, entonces la aplicacion o V/~— U definida por «, ( X ) =: f(x) es un morfismo de

conjuntos parcialmente ordenados y verifica la igualdad a,-r, = 1.

Obsérvese que or es el unico morfismo que verifica esta dltima igualdad porque r, es

epimorfismo por ser éste una funcion sobreyectiva.

d. Sea X un conjunto no vacio y P(X) el conjunto potencia. Sea C la categoria que
determina la relacién de contenencia en el conjunto P(X). Sear una topologia sobre X
y sea H la categoria que determina la relacién de contenencia en el complemento de
r, (7°) con respecto a P(X). Entonces H es una subcategoria reflexiva de C. En
efecto, sea A e P(X), entonces A es subconjunto de A (adherenciade A)y A e °,
ahora, si existe un conjunto B en 7° tal que A es subconjunto de B, de todo lo anterior

se concluye que A es la reflexion de A.

e. Sea C una categoria y H una subcategoria reflexiva de C determinamos una categoria C’

de la siguiente manera:
i) Objetos de C': morfismos de C

i) Morfismos de C': Dados dos objetos f y g de C', los morfismos con dominio f y

codominio g son las parejas (h,k) donde hy k son morfismos de C tales que kof=go h.



8
iif) Composicién de morfismos: Si (h, k) y (hs, ki) son morfismos de fen gy de g ent
respectivamente,
((h,k): f—>g, (h1,k1) : g—t) se define
(h1,k1) @ (h,k)=: (h1e h, k1 < k)

v

Y,

h/ k]

Comoge-h=k-:f yteh;=ksogsetieneque te(hieh)=(kiok)-f

v

hyeh ki-k

V <




C' asi determinada es efectivamente una categoria como puede comprobarse facilmente.

De forma similar se determina una categoria H' con los morfismos de H, resultando que H' es

una subcategoria de C', como lo veremos a continuacién:

Sea f: u — v un objeto de C. Sean r,; u—» u* y n.: v—> v* las reflexiones de vy v
respectivamente. Entonces, por definicion de reflexion, existe un Unico morfismo ¢.u* — v*

talque gory=r/of

+ >
u v
ry r
u £ ' v*
v @ v

Veamos que el morfismo (r,,r,): f — ¢ es la reflexion de f.

Sea a. A — B un objeto de H' y sea (m, n): f - « un morfismo de C’ Entonces, por
definicion de reflexion, existen los morfismos ¢ : u* > Ay ¢go:v*—> Btales que ¢grer,=n 'y ¢z

r, = m, es decir,

(¢71 ¢2) 0 (ru; rv) = (n,m).

u
\:

n
P

A

Es de anotar que el morfismo (¢;, ¢2): ¢ — « es el Unico que verifica esta igualdad, debido a

la unicidad de ¢; y ¢ en la definicion de reflexion aplicadaen Hy C.

En los ejemplos precedentes se evidencia que en cada categoria tratada, la subcategoria

construida en algunas ocasiones por relaciones de equivalencia y en otras utilizando



métodos distintos tiene objetos "mejorados”, objetos Oéptimos que de alguna forma

representan los ya existentes.

2. SUBCATEGORIAS CORREFLEXIVAS

2.1 Definicion (Subcategoria Correflexiva)

Sea & una categoria y H una subcategoria de &. Se dice que H es correflexiva en & si para
todo objeto v de & existe un objeto v* en H y un morfismo C, : v* —» v llamado la
correflexion de v y para todo u de H y todo morfismo f: u — v, existe un Unico morfismo ou:

u—v* talque Cyoos=f.

2.2 Observaciones

a) Para cada objeto v de & la correflexion es Unica, salvo isomorfismos.
b) Si K es una subcategoria correflexiva en H 'y H es correflexiva en &, entonces K es

correflexiva en &.

2.3 Proposicion

Sea & una categoria y H una subcategoria de & entonces, H es correflexiva en § si y
solamente si el funtor inclusion I: H — & es adjunto a izquierda.

La demostracién es analoga (dual a la elaboracion en 1.3.)

2.4 Ejemplos

a) Sea & la categoria de los espacios topoldgicos punteados. Los objetos de esta
categoria son los espacios topoldgicos en los cuales se ha fijado un punto llamado
punto base.

Asi pues, un objeto de esta categoria es una tripla (X, Zy, Xo) donde (X, Z,) es un

espacio topolégico y x, €s un punto de x. Los morfismos de esta categoria son las



funciones continuas que preservan el punto base. Es decir, si (X, Zy, xo) y (Y, Zy, Yo)
son objetos de &, un morfismo en esta categoria, es una funcién g: X — Y la cual es
continua y tal que 9(Xo) = Yo-

Sea H la categoria de los espacios topoldgicos conexos punteados. Los objetos de
esta categoria son los espacios topologicos conexos punteados en el mismo sentido
de la categoria &, y los morfismos son las funciones continuas que preservan el punto
base. Puede observarse facilmente que H es una subcategoria de &.

Sea (X, Zy, Xo) un espacio topolégico con punto base x,. Entonces sea X* la
componente de X,. Se determina entonces el espacio topolégico (X*, Zx, X,) donde Z,-

es la topologia relativa a Zy.

El espacio topolégico (X*, Z,) es conexo y la aplicacién inclusion i: X* — X es continua

y es la correflexién de X, como se prueba a continuacion.

Sea (Y, Z,, yo) un espacio topologico conexo punteado y f: Y — X una funcién
continua. Determinamos entonces la aplicacién ai: Y — X* por ax(Y) := f(Y); os esta
bien definida puesto que f(Y) es conexo y por lo tanto f(Y) < X*; ademas, o«(Yo) = f(yo)
= Xo, ahora oy es continua puesto que f lo es. De otra parte os es la Unica que verifica la

igualdad io oy =f porque i es monomorfismo.

Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Sea Y un subconjunto de X tal que:
Paratodo x € X, existey € Y talque y < x.

El conjunto Y es cerrado para extremos superiores, es decir, para todo subconjunto A
de Y, existe un elemento y, en Y tal que a <y, para todo a € A, y, ademas si existe y4

en Y talque a <y;paratodoa € A, se tienen que y, <V,

Sean & la categoria que determina la relaciéon “<” en el conjunto X, y H la categoria que

determina la relacion “<” en el conjunto Y. Se tiene entonces que H es una subcategoria

de &, y, ademas correflexiva en &, como lo veremos a continuacion.

Sea x € X, determinamos entonces el conjunto A={y € Y/y <x}, A # gpor la condicién



(i) que caracteriza el conjunto Y. De la condicion (ii) anotada anteriormente se sigue la
existencia de un elemento y, en Y tal que y, es el extremo superior de A. Puede

observarse entonces que y, < x, y que este hecho determina la correflexién de X.

d. Sea ¢ la categoria de los grupos punteados. Los objetos de esa categoria son los grupos
en los cuales se ha fijado un punto, llamado punto base. Asi pues, un objeto de esta
categoria es una tripla (G, -, a) donde (G, *) es un grupo y “a” es un punto de G. Los
morfismos de esta categoria son los homomorfismos que preservan el punto base. Es decir,
si (G, -, a) y (M, -, m) son objetos de &, un morfismo en esta categoria, es un homomorfismo

g: G > Mtalque g(a) = m.

Sea H la categoria de los grupos Abelianos punteados. Los objetos de esta categoria son los
grupos Abelianos en los cuales se ha fijado un punto también llamado punto base y los

morfismos son los homomorfismos que preservan el punto base.
Claramente H es una subcategoria de &. Veamos que H es correflexiva en &.

Sea (G, -, a) un grupo punteado. Sea N, el conjunto formado por los elementos que

conmutan con a. Entonces (Na, -, a) es un grupo abeliano punteado. Veamos que la funcion

inclusién i: N — G es la correflexiéon de G. Puede observarse facilmente que “i” es un

homomorfismo de grupos tal que I (a) = a. Ahora, sea (K, -, b) un grupo abeliano punteado y
f: K —> G un homomorfismo tal que f(b) = a. Definimos entonces la aplicacién as: K — N, por
os(K) =: f(k); as(k) € Na, 0 sea que

o (K).a = a. ar (k), pero  as (k).a = f(k).a = f(k). F(b) = f(k.b) = f(b.k) = f(b).f(K) = a. as (K);
ahora,

o (b) = f(b) = a. De otra parte o; es un homomorfismo de grupos puesto que f lo es.

Ademés, o; es el nico homomorfismo que verifica la igualdad o a; = f porque “I” es

monomorfismo.

c) Sea X un conjunto no vacio y P(X) el conjunto formado por todos los subconjuntos de

X. Sea ¢ la categoria que determina la relacién de contenencia en el conjunto P(X).



Sea Z una topologia para X y sea H la categoria que determina la relacién de
contenencia en el conjunto Z. Entonces, H es una subcategoria correflexiva en &. En
efecto; sea A € P(X) entonces A® es subconjunto de A (A° es el interior de A), y, A% e
Z; ahora si existe un conjunto B en Z, tal que B es subconjunto de A, por ser A? el
mayor conjunto abierto contenido en A, se tiene que B es un subconjunto de A?, de lo

cual se induce la correflexion de A.

3. CONCLUSIONES

e La Reflexion de cada objeto en aquellas Subcategorias Reflexivas son objetos

mejorados, es decir, objetos enriquecidos con mas propiedades.

e Aunque ya estan caracterizadas las Subcategorias Reflexivas, es interesante la
construccion de los ejemplos por su riqueza didactica en diferentes areas de la
Matematica. Razon por la cual no debe generar extrafieza la construccion de nuevos

ejemplos.
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