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Comportamiento de un átomo
de impureza cerca
de una dislocación de borde

Valery Gashevskiy*

Resumen

£J1 objetivo del presente trabajo es analizar el movimiento del átomo de
impureza en el campo de las tensiones elásticas de la
dislocación de borde en dos aproximaciones: a) aproxi-
mación clásica b) aproximación de oscilador armónico
bidimensional anisótropo. Se presentan las gráfi cas bidi-
mensionales de las funciones espaciales del potencial de
la interacción del átomo con la dislocación y las gráfi cas
de las componentes de las fuerzas que actúan en el siste-
ma átomo-dislocación. Se trazan las trayectorias de fase
de las ecuaciones diferenciales del movimiento del áto-
mo. El análisis de las ecuaciones muestra la posibilidad
del movimiento oscilatorio del átomo.

También se calcula el espectro de energías del átomo usando la
aproximación de oscilador armónico bidimensional. Por último, se
realiza la estimación numérica de los niveles de energía de un áto-
mo de Boro en la red cristalina de Cilicio.
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Abstract
The objective of the present work is to analyze the movement of the atom of impurity
in the fi eld of the elastic tensions of the dislocation of edge in two approximations:
a) classic approximation b) approximation of anisotropic two-dimensional harmonic
oscillator.

They present the two-dimensional graphs of the spatial functions of the potential of
the atom interaction with the dislocation and the graphs of the components of the
forces that actuate in the atom (dislocation system). There are planned the phase
trajectories of the differential equations of the atom movement. The analysis of the
equations shows the possibility of the oscillatory movement of the atom. Also there
is calculated the spectrum of energies of the atom using the harmonic two-
dimensional oscillator approximation. The numerical estimation of the levels of
energy of a boron atom is made in the crystalline silicon network.

Keywords
Dislocations, impurity, oscillations and spectrum.

1. Introducción

Anteriormente las investigaciones en inte-
racción de los átomos de impureza con dis-
locaciones se realizaron en los problemas
relacionados con propiedades mecánicas de
materiales. Como se sabe los átomos de impu-
reza introducidos en la red cristalina infl uyen
en la movilidad de dislocaciones siendo sus
retenes y cambiando características de defor-
mación y de destrucción de un material.

La teoría de elasticidad recién desarrollada
(en inglés gradient elasticity), descrita y usada
en varios artículos [4 y 2] evita las singulari-
dades de las funciones de las tensiones elásti-
cas en las líneas de dislocaciones que tienen
lugar en la teoría de elasticidad tradicional.
Según esta nueva teoría, la función de poten-
cial de la interacción del átomo de impureza
con dislocación es la función fi nita en todo el
espacio, que permite resolver los problemas
en las regiones cercanas a las dislocaciones
incluyendo las líneas de dislocaciones.

Desde el punto de vista de la gradient elasti-
city, la interacción de un átomo de impureza
con una dislocación de borde analizado fue
descrita en el artículo Fiz. Tverd. Tela [18]. Los
resultados del análisis teórico realizado en
este artículo se usan para describir el proceso
de sujeción de una dislocación en el espacio
por el átomo de impureza.

El presente trabajo difi ere del artículo [18] -
anteriormente nombrado- y presenta la so-
lución del problema de interacción de un áto-
mo con dislocación en el caso bidimensional.
Además, los resultados se relacionan no con
la situación estática, sino con el análisis del
carácter del movimiento relativo del átomo
y de la dislocación. El trabajo encabeza una
serie de artículos publicados anteriormente
[19 y 27], con el objetivo común de formar,
fi nalmente, una base teórica del análisis de
infl uencia de dislocaciones en el proceso de
emisión de la luz. 41
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2. Defi nición del problema

Suponemos que una dislocación de borde
aislada se encuentra en el material homogé-
neo. La línea de dislocación pasa por el ori-
gen del sistema de coordenadas cartesiano
y coincide con el eje z. El plano extra de la
dislocación coincide con la mitad positiva
del plano yz. El átomo de impureza se en-
cuentra al frente del plano extra de la dis-
locación. Según la teoría de elasticidad [9],
la energía de deformación producida por un
átomo de impureza en un material se descri-
be de la siguiente forma:

1

En la que óv es el cambio del volumen del
material producido por el átomo, cijkl son
componentes del tensor de elasticidad y e..
son componentes del tensor de la deforma-
ción.

La fórmula del potencial fue descrita en el
artículo Fiz. Tverd. Tela [18] y tiene la si-
guiente forma:

 (2)

 +v )5
en la que 3^ ()1 -v )  ,

M- es el módulo
de deslizamiento; b es la longitud del vec-
tor de Burgers; v es la razón de Poisson; dv
es el cambio del volumen del material por
inserción de un átomo de impureza; K1 es
la función modifi cada de Bessel del segun-
do genero del primer orden; c = a ; a es la
constante de la red cristalina; es la coorde-
nada polar adimensional, r y R = r   son

Ve
las coordenadas del sistema polar cuando
su origen coincide con el origen del sistema
cartesiano mencionado anteriormente. La
energía potencial adimensional del átomo
de impureza es igual al trabajo necesario
para desplazar el átomo desde la posición
de equilibrio. La fórmula de la energía po-
tencial es la siguiente:

W* =V"(R,e)-V"(R0,e0) = (-^ + K,(R)\ene -í--^ + K,(R0)) (3)

En la que R0 = 1.1144 y 90 = 3 /2.

La línea de la dislocación no menciona el
eje cartesiano z, sino sólo indica la posición
de la dislocación. En la figura 1 se muestra
la gráfi ca de la energía potencial adimensio-
nal W* alrededor del punto de equilibrio

Figura 1.
La energía potencial
adimensional del átomo
W* (eje vertical) sobre
el plano xy del sistema
cartesiano
de coordenadas
adimensionales
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Figura 2.
Función del potencial adimensional
de la interacción del átomo
de impureza con la dislocación
de borde en la región de atracción
del átomo en coordenadas polares
adimensionales

del átomo. Asimismo, en ésta se puede ver
claramente el poso potencial en el que se
encuentra el átomo de impureza; entonces,
el movimiento oscilatorio del átomo es rea-
lizable.

El plano horizontal corresponde a las coor-
denadas R y 0. El eje vertical corresponde a
los valores de la energía adimensional W*.

La figura 2 muestra en las coordenadas po-
lares adimensionales el comportamiento de
la energía potencial adimensional W* de la
interacción del átomo de impureza con la
dislocación de borde en la región con dilata-
ción positiva, cuando la inserción del átomo
de impureza causa el aumento del volumen
del cristal.

El movimiento oscilatorio se realiza alrede-
dor de las posiciones de equilibrio estable,
en las que la energía potencial del sistema
alcanza su mínimo. En estos puntos la pri-
mera derivada de la función de potencial
W*(R,0) (3) debe ser igual a cero. El cálculo
de la derivada nos da la siguiente ecuación:

cos    (4) R



Cuando R^> 00 o R^> 0 la función (3) W* -»
0 y no tiene extremos. Pero en los puntos
(1.1144,1]y (1.1144, —1 si hay extremos de la fun-
ción de la energía potencial W*.

Para defi nir los tipos de estos extremos de-
bemos analizar el signo de la segunda deri-
vada de la energía potencial (3). Esta deriva-
da se describe en la siguiente forma:

El análisis de los signos de la segunda de-
rivada (5) de la función (3) muestra que el
punto i-ii44,1 es la posición de equilibrio
inestable para el sistema del átomo con dis-

locación. En el punto 11144, y se encuentra
la posición de equilibrio estable de dicho
sistema. Cerca de este punto el átomo de im-
pureza realiza su movimiento oscilatorio.

3. Fuerza de interacción del
átomo con la dislocación

Las componentes de la fuerza adimensional
F* de la interacción del átomo de impureza
con la dislocación se calcula en el sistema
polar en la siguiente forma:

La ecuación (4) se convierte en igualdad
algebraica cuando R-» °°, cuando R-» 0 y
también en los puntos (0,0),(0, ) (1.1144, ̂ 1 y

F:=--

ae

:en9     (6)

{7
}
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Teniendo en cuenta las fórmulas de transfor-
mación de los sistemas de coordenadas adi-
mensionales R = x2 + y2 y 9 = arctgl — las
componentes de la fuerza F* en las co-
ordenadas cartesianas se calculan con las
siguientes fórmulas:

dW~ dR    dW 38 dR
dx 38 dx

í    i  1  2 2 K \ U X  + y 2 )
- — ---- 2-K<iUx +y ) -------- i ,       ,       sen

\ x  +y 4 x  +y     )

\   I 2 1 -KÁ\lx2+y2) eos arctgl X y

y*2+y2 ) I x ) x + y

dW' dR     dW' 36 dR
dy 36 dy

Las fi guras 3 y 4 muestran las funciones de
las componentes F * y F* de la fuerza adi-

x         y

mensional F*de interacción del átomo con
la dislocación en coordenadas cartesianas
adimensionales.

La forma de las gráfi cas de las componentes
de la fuerza F* es bastante sofi sticada, pero
es posible observar las posiciones del equi-
librio estable y las regiones donde el átomo
puede realizar movimiento oscilatorio. El
compartimiento de las componentes de la
fuerza es diferente. La componente F * no
permite al átomo que se mueve a lo largo del
eje y salir del poso potencia. Pero la compo-
nente Fx* en cierta región aleja el átomo de la
posición de equilibrio.

Figura 3.
Componente Fx* de la fuerza
adimensional de
interacción del átomo de
impureza con la dislo-
cación sobre el plano
cartesiano xy
El eje vertical corresponde

a los valores de la
componente de la

fuerza.

Figura 4.
Componente Fy* de la
fuerza adimensional de
interacción del átomo de
impureza con la dislo-
cación sobre el plano
cartesiano xy

El eje vertical
corresponde a los

valores de la
componente de la fuerza.
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4. Análisis del movimiento.
Modelo clásico

La única posición de equilibrio estable del
átomo de impureza en el campo de las ten-
siones elásticas de la dislocación de borde
se encuentra en el punto (0, -1.1144) del sis-
tema cartesiano de coordenadas adimensio-
nales, donde la energía potencial adimen-
sional del átomo alcanza su valor mínimo -
0.399.

A lo largo de las coordenadas adimensiona-
les, las ecuaciones de movimiento del áto-
mo se deducen usando la segunda ley de
Newton

a =i

Donde las componentes de las coordenadas
adimensionales i = R, ? para el sistema polar
y i = x, y para el sistema cartesiano m es la
masa relativa del átomo.

4.1 Descripción del movimiento
del átomo en el sistema polar
de coordenadas adimensionales

Reescribimos las ecuaciones del movimien-
to (10) de forma detallada:

La solución numérica de las ecuaciones (11)
y (12) nos da las trayectorias de fase mostra-
das en las fi guras 5 y 6.

Figura 5.
Las trayectorias de fase
en el sistema polar
de coordenadas
adimensionales

a)
a) La velocidad radial «contra el radio R.

b)
b) La velocidad radial v (R,t)contra el radio R con cambio del tiempo.

Figura 6.
Trayectorias de fase
en el sistema polar
de coordenadas
adimensionales

a) Velocidad angular vg [6) contra el ángulo u 6. b) Velocidad angular vg (0,t) contra el ángulo 6 con cambio del tiempo.
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Cada uno de los campos vectoriales repre-
sentados en las fi guras 5 y 6 tienen el único
punto singular que es también el punto de
reposo del sistema. Por su parte, la figura 5
muestra la estabilidad de las soluciones de
las ecuaciones diferenciales (11) y (12) res-
pecto a la variación de los segundos miem-
bros de las ecuaciones, pero el movimiento
no es armónico.

4.2 El sistema cartesiano de
coordenadas adimensionales

Reescribimos las ecuaciones del movimien-
to (10) de la siguiente forma:

32x 1   í      1 _ , 1 2 2      K1(x2 + y2) | (         y \ x ,
ót2     m^x'+y2 * 4x2 +y2     )     {         x)   ^x

2+y2       [ÍOJ
+     , ' -K,(Jx2+y2) losíarctg^ |x y [

=(ilx'+y2 * j     {         x)x2+y2í

i'y 1
_J ___K     i 2 2      -g,(Vj2+J2)l      r y\  y
^~    '     '^    ~     jx2

+y2     f°V*^n*'+>'~[14:)
co("ctgí]x?77} = 0

2

La integración de las ecuaciones (13) y (14)
nos da las trayectorias de fase mostradas en
las figuras 7 y 8.

Los campos vectoriales mostrados en las fi -
guras 7 y 8 también tienen el único punto
singular que, igualmente es el punto de re-
poso del sistema. Este punto se encuentra
sobre el eje y en la misma distancia, desde
del origen del sistema de coordenadas que
mostró el campo vectorial de la figura 5 y su
coordenada coincide con la posición del mí-
nimo de la función de la energía potencial
W* (3). Todos los campos vectoriales mues-

Figura 7.
Trayectorias de fase en
el sistema cartesiano de
coordenadas
adimensionales

a) Componente de la velocidad t) (y) contra la coordenada x. b) Componente de la velocidad t)x(x,t) contra
coordenada x con cambio del tiempo..

Figura 8.
Trayectorias de fase en
el sistema cartesiano de
coordenadas
adimensionales

a) Componente de la velocidad v (y) contra la coordenada y. b) Componente de la velocidad v (y,t) contra
coordenada y con cambio del tiempo..
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a) Función de la coordenada y contra la coordenada x.

Figura 9.
Trayectoria del átomo en
el plano xy del sistema
cartesiano de
coordenadas
adimensionales
b)
b) Función de la
coordenada y contra la
coordenada x. El eje
vertical corresponde
al cambio del tiempo
adimensional. __________________________________________________

tran la estabilidad de las soluciones de las
ecuaciones diferenciales correspondientes
con respecto a la variación de los segundos
miembros de las ecuaciones. Pero el movi-
miento no es armónico, sino es supremamen-
te no lineal por una diferencia signifi cativa
en los valores de velocidades y también en
los periodos de movimientos a lo largo de los
ejes x y y . Es exactamente lo que nos mues-
tra la figura 9, en la que se presenta una de
las trayectorias posibles y(x).

La gráfi ca presentada en la figura 9 muestra
que el movimiento del átomo de impureza
en el campo de las tensiones elásticas de la
dislocación de borde es periódico, cuando
analizamos este movimiento por coordena-
das x y y aparte, pero, es prácticamente caó-
tico en el plano xy.

5. Aproximación de oscilador
armónico bidimensional
asimétrico. El espectro de
energía

La estimación del espectro de energía del áto-
mo se realiza aproximando la función de la
energía potencial W* (3) cerca de la posición
de equilibrio del átomo con la función de la
energía potencial de un oscilador armónico

bidimensional asimétrico -k;(xj+-k"y(y-yo)2 en
el cual x y y son coordenadas espaciales no
dimensionales. kX* y k * tienen el papel de
constantes "de elasticidad" no dimensio-
nales. y0 es la posición de equilibrio del áto-
mo en el campo de las tensiones elásticas
de la dislocación de borde. Según el cálculo
realizado en la parte de análisis de la ecua-
ción (3),   es igual a -1.1144.

Estimamos las frecuencias de oscilaciones
ü)x y (O usando las fórmulas de aproxima-
ción de oscilador armónico bidimensional:

(15)

en el cual m es la masa del átomo de impu-
reza. Las "constantes de elasticidad" kx y  k
corresponden a las constantes no dimensio-
nales k * y k *.

x * y

Suponemos que los estados estacionarios
del átomo corresponden a las "trayectorias"
periódicas del paquete ondulatorio cuántico,
cuando se cumple la siguiente condición:

(16)

en la cual p y q son números enteros.
En este caso el movimiento clásico es
periódico y el paquete cuántico ondulatorio
puede re-

,y
,y

q
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producir las "fi guras de Lissajous" clásicas.
Los niveles de energía de estos estados son:

E      E   E (17)
m,,n =     Em +     En v *

Donde:

, l = m, n; i = x,y. (18)

La estimación numérica realizada para ni-
veles de energía de un átomo de Boro en
un cristal de silicio con una dislocación
de borde nos da los siguientes valores para
los parámetros mencionados anteriormen-
te: según las tablas publicadas en el libro
Theory of Dislocations [9], el módulo de
deslizamiento de Silicio es ¿¿=6.81X1010Pa,
la constante de la red cristalina a y el mó-
dulo del vector de Burgers b son a = b
= 3 . 84 X 10-10m; la razón de Poisson es v
= 0.218. El cambio de volumen produci-
do por el átomo de Boro insertado en la red
cristalina de Silicio se estima -según Phys.
Stat. Sol [19]- con la resta de volúmenes
de átomos de Si y de B VSI VB calculados, a
través de valores de volúmenes atómicos de
estos elementos publicados en la Enciclope-
dia de los elementos químicos, disponible
en http://dl. softporta.com/load/Mendeleev.
exe y es igual a dv=.294X1028 m3.

El módulo del valor mínimo de la energía
potencial adimensional (3) es |W* | = 0.399
y la profundidad del pozo cuántico se es-
tima con 3.30 eV. La aproximación de las
constantes de "elasticidad" nos da los va-
lores siguientes: kx=57.6 Nnr1 y ky=7.15
Nnr1. Para las frecuencias de modos fun-
damentales tenemos (Wx=0.566x 1014s-1 y
(ú 0.200X 1014s-1. En el caso de movimiento
periódico su frecuencia debe coincidir
con las frecuencias de modos n y l de os-
cilaciones, a lo largo de los ejes de coor-

denadas (O =ü)nx=ü)l que corresponde a la
_££35

L a  e n e r g í a  d e l  e s t a d o  d e  b a s e  e s
E0,0 = E0x + E0y = 0.1 17eV + 0.0413eVeV = 0.158eV y
la del estado siguiente es: E0,0=0.241eV Los
valores máximos de la energía de los estados
que corresponden al movimiento, a lo largo
del eje x es E13,0=3.21eV y para el mo-
vimiento, a lo largo del eje y es E38,0=3.23eV.
El número máximo de modos de oscilacio-
nes a lo largo del eje x es 13, entonces el

movimiento periódico en sentido clásico no
es realizable. Este resultado coincide con las
conclusiones del análisis con base en el mo-
delo clásico

Conclusiones

El análisis del movimiento del átomo de im-
pureza en el campo de las tensiones elásti-
cas de la dislocación de borde realizado con
base en el modelo clásico muestra un ca-
rácter oscilatorio de los movimientos, a lo
largo de cada uno de los ejes del sistema de
coordenadas; estos movimientos tienen un
carácter estable y el sistema tiene los pun-
tos de reposo, pero el intervalo del tiempo
mínimo entre dos instantes de repetición de
la posición y de la velocidad del átomo de
impureza es muy largo, en comparación con
los periodos de oscilaciones por coordena-
das. Con el tiempo se cambian componentes
de desplazamiento máximo del átomo o, en
otras palabras, se cambian amplitudes de
oscilaciones a lo largo de los ejes del siste-
ma de coordenadas. Se puede decir que a lo
largo de los ejes las oscilaciones intercam-
bian la energía entre sí y el movimiento es
prácticamente estocástico.

El cálculo realizado con base en el forma-
lismo cuántico del oscilador armónico bi-
dimensional asimétrico nos da los niveles
de energías del átomo en el poso poten-
cial formado por las tensiones elásticas
de una dislocación de borde. Por ejemplo,

El = y + 1

razón ^ x —

<n
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en el estado base el átomo tiene energía
E0,0 =E0X +E0y = 0.158eV y la energía del
estado siguiente es Ea =o.24iev . Pero con
esta aproximación también debemos con-
cluir que el movimiento periódico del áto-
mo, en el sentido de física clásica, es irrea-
lizable. Esta conclusión coincide con las
conclusiones descritas anteriormente.
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