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Las anticadenas de conjuntos, son herramientas conceptuales que se
han utilizado recientemente en areas de la ingenieria computacional,
como la mineria de datos, la autentificacion basada en roles asi como
en criptografia. Sin embargo, en Matematicas, es un problema abier-
to el hallar una formula para el numero de anticadenas sobre un con-
junto, como lo es, desde finales del siglo XIX, su célebre equivalente:
hallar el numero de funciones crecientes de partes de un conjunto X
al conjunto {0,1}, propuesto por Dedekind. En este articulo, a partir
de un background tedrico, se presentan ejemplos y propiedades de
la familia de anticadenas y se encuentran, por métodos conjuntistas
elementales, cotas inferiores y superiores para el numero de estas
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sobre un conjunto finito.
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Abstract:

The antichains of sets, are conceptual tools
that have recently been used in areas of
computer engineering such as data mining,
role-based authorization and criptography.
However, in mathematics, is an open pro-
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blem to find a formula for the number of
antichains on a set, as it is, from the late
nineteenth century, his famous equivalent:
find the number of increasing functions of
parts of a set X to set {0,1}, proposed by
Dedekind. In this article, from a theoretical
background, it show examples and proper-
ties of the collection of antichains and, by
methods elementary sets, it find lower and
upper bounds for the number of these on a
finite set.
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1. Introduccion

En matematicas, es conocido que hallar una
férmula para el nimero de anticadenas so-
bre un conjunto finito con n elementos, es
un problema abierto. Este es equivalente a
hallar el namero de funciones crecientes de
partes de un conjunto X al conjunto {0,1} - de-
nominado también problema de Dedekind,
propuesto por Richard Dedekind en 1887-y
también equivalente a hallar el numero de
ideales en partes de X. Las anticadenas,
sin embargo, son utilizadas recientemente
para resolver algunos problemas en mineria
de datos ver [4] y en autentificacion basada
en roles como se puede ver en la tesis de
doctorado [2]. En este articulo, se presen-
tan propiedades de las anticadenas, su equi-
valencia con el problema de Dedekind, - las
no anticadenas -, y se obtienen, por métodos
elementales de teoria de conjuntos, cotas
para el numero de ellas. En el documento
se presentan algunos resultados prelimina-
res; luego se dan definiciones y ejemplos de
anticadenas; posteriormente se aborda el
estudio del conjunto ordenado de las antica-
denas sobre un conjunto fijo; para finalmen-
te mostrar los conjuntos equipotentes a las
anticadenas. Los resultados mas relevantes
son demostrados, y como conclusion se pre-
senta un calculo del nimero de anticadenas
de conjuntos con cardinales especificos.

2. Notaciones y resultados bdsicos

A continuacion, se dan algunas notaciones,
propiedades y resultados basicos de colec-
ciones de conjuntos, utiles para la compren-

sién posterior, estos se pueden hallar en
[11,[31,[6] y [7].

Sea X un conjunto no vacioy A un subcon-
junto de X.

Se denota por |A| el cardinal del conjunto A,
¢ (A) ala coleccion de todos los subconjun-
tos de Ay por H(A) la colecciéon de hiper-
conjuntos de A

¢ (A)={BCX:BCA} 0y
H(A)=-{BCX:ACB} @
Sea A una coleccion de subconjuntos de A:

CA=pX)—A, Ac={BSX:(X-B)eA} (3)

cAc={BESX:(X—B) ¢ A} = pX) —Ac. (4)
Resultando que:

P(A)] = 24, 120(A)] = 2X1A1 | Ac| =
lAl, |cA| =22 — |4l. ®)

Para cada entero positivo m<|A|, A finito,
#,.es la coleccion de subconjuntos de A que
tienen m elementos:

e _h
P =B < 418 =m). o] =("") ©)

y 5'[;11 (A) es la colecciéon de hiperconjuntos
de A que tienen m elementos m>|A|:

%,,(A) = {B:A C B:|B| = m).
sl = )
" Al -m+1 @

La coleccion de subconjuntos de A de cardi-
nal mayor que k se denota gy, (4)

f1c(A) = (B € p(A):[B| > k} ®
|

CROEDY ('f'), (@] =24 - 141 -1 ©)

i=k+1
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Si C es una coleccién C, denota a la colec-

cion C — {0}.
$.(4) = p(4) - {0}. (10)

Si A y B son colecciones de conjuntos,
ALIB denota:

AUB ={AUB:A€ ANAB € B}. 11)

Si para cada A€EA y para cada B € B,
AN B = @, entonces

|AUB | = |A||B]. (12)
Si PN B =@ paracada B € B, entonces
[{P}UB]| = |B|. (13)

Si {A;}ke; €s una coleccién de conjuntos
disyuntos dos a dos, entonces

UAk - ZIAkI. (14)

kel kel

3. Definiciones, Proposiciones, Teoremas y
ejemplos de anticadenas

Definicion 1:

Sea X un conjunto. Una colecciéon A de sub-
conjuntos de X es una anticadena de subcon-
juntos de X, si satisface:

ABEA=>AZLB AN B¢ A. (15)

Notamos por A (X) la familia de todas las an-
ticadenas sobre X.

Ejemplos:

L X=0 pX={0} p*X) =
{0,{0}} = A(X)

2. X={0} p 0)={¢,X}
AX)={o,{0},{X}H

P2X)=19,10},1X1,{9,X})
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3 X={(01} @00 =1{0{0}(1},X}
AX) ={0, {0}, {0}, {1}
(X3, {031} )

4. X={012} &) ={0{0}{1}{2}
{0,1},{0,2},{1,2}, X}.
AX)={e, {2}, {03}, {{133.{{23}, {{0.13},
{{0.2}}, {{1.2}}, {X}, {{0}.{1}},
{10}, {23}, ({1423} {{0r{1}{2}},
{{0.1}.{0,23}, {{0.1}.{1.2}}
{{0.2}.{1,2}}, {{0}{1.2}}, {{1}{0,2}},
{{0.13, {23}, {{0.13.{0,23.{1.2} },

5 Qe AX)

6. SiAc€ p(X), {A} € AX).

7. SiABepX)—{0} yANB=0,
entonces {4, B} € A(X).

8. 4 (X) es una anticadena sobre X

9. SiA c p,(X) entonces A es una antica-
dena.

10. Si P es una particion, entonces P es una
anticadena.

Observacion 1.

1.Si® € A y A esuna anticadena, entonces
A ={g}.

2.51X 0 € Ay A esuna anticadena de sub-
conjuntos de X, entonces A ={X}.

La siguiente definicion se encuentra en [5]
Definicion 2.
Sea X un conjunto finito, |X|=n, ¥y

B < 1 (X)
La sombra superior de B notada VB es:

En el documento
se presentan
algunos resultados
preliminares; luego
se dan definicio-
nes y ejemplos

de anficadenas;
posteriormente se
aborda el estu-

dio del conjunto
ordenado de las
anticadenas sobre
un conjunto fijo;
para finalmente
mostrar los conjun-
tos equipotentes a
las anticadenas.
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3. Uk 8. (921 (X)) € A(X) (24)

4. Si X es finito, |X| =n, X220 —1)
< |A(X)| (25)

Proposicion 7.

1. Si a€X Cq={a}Up1(o11 (X —{a}))

CAX) (26)
2. WaexCq € AX) 27
3. |WaexCql = n(2"* —n) (28)

4. n"t—n)+ Tpoo(20) - 1) < 14(0)| (29)

Demostracion

2. abeX,a#b, AEC,y AEC,
A={{a},A;} v A={{b}, A}, entonces
Ay ={b} y A,={a},lo que es una con-

tradiccion. Luego C,NC, = 0

3. WaexCal = Xaex [1(211 (X — {a})| =
@t —n) =0 —n).

4. Como  (WaexCa) N (Uizo #.(P(X))) = 2,
entonces  n(2"—n) + Xi_o(20) — 1)
< |A(X)].

Proposicion 8.

Sean Pep,.(X), r<k<n-ry

Cirp = (PP, (01 (X — P)) (30)
Crp = U Ckrp @31
k=r+1
C’r = Crp, (32)
Peng(X)
C = U7 Cr. (33)
Entonces

1. Cirp S ACX)

2. Sik #j entonces Cyp NCjrp =0 .

3. P,Q € p,(X),P,entonces C,p NCpy = 0.
4, Sir+sentonces C,NCs,=0..
Demostracion.

2. Sik + j entonces Cyp NCjrp =0 .
Supongamos A € Cyp y A € Cjrp
entonces A={P}uD,; DS p,(X-P)
y A={P}UD, D, S p;(X - P), como

k # j, D, # D,. lo cual es una contradic-
cion.

3. P,Q€p,(X),P#Q,entonces C,,NCyy = -
A={P}UDy, D1 Cp,X-P)r<ky A=
{Q}uD,, D, < p, (X - Q), entonces
P €D,y Q €Dy =« esdecir hay una
contradiccion.

4. Sir+s entonces C.NC;,=0 .
Supongamos r<sy A€C, yAE€C
entonces
A={P}uDy, DS p,(X—-P),r<k
yA={Q}UD, D, C p;(X—-Q),s </,
entonces P € D,y Q € Dy »«,,
es decir hay una contradiccion

Proposicion 9.
L |Cupl = 20D -1 (34)

2. Cyl= 'ﬁ;§+1(2(nm -1). r<k<n-r. (35

3. el = ()Tt (2™ - 1), (36
4. el =3, ()2 200 - 1)), @7)
Demostracion.

1. [Ckrpl = |{P}L|80*(80k(r{r— P))| =
9. (0 (X = P))| =2 -1
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3. Ukso#.(#x (X)) € AX) (24)

4. Si X es finito, |X|=n, X220 —1)
< [AX)| (25)

Proposicion 7.

L Si a€XC={aUpi(n (X —{a})

CAX) (26)
2. WaexCq € AX) 27
3. |WaexCql = n(2™* —n) (28)

4. n"t—n)+ poo(20) - 1) < 1400)| (29)
Demostracion

2. a,beX,a+b, AEC,y AEC,
A={{a}, A1} v A={{b}, A}, entonces
A, ={b}y A, ={a}, lo que es una con-
tradiccion. Luego €, NC, = @

3. |WaexCal = Xaex 19918011 (X — {a}))| =

k=12t =n) =n(2" - n).
4. Como  (WaexCa) N (Ukzo 2. (91 (X)) = 0,
entonces  n(2" —n) + X_o(20) — 1)
< |AX)].

Proposicion 8.

Sean Pep,.(X), r<k<n-ry

Cirp = (PIp. (0 (X - P)) (30)
C,TP = U CkTP (31)
k=r+1
C’r = ch' (32)
Peng(X)
C= U:-lzl Cr. (33)
Entonces

1. Cup S AX)
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2. Sik #j entonces Cyp NCjrp =0 . =
LitiEsTicABORA
3. P,Q € p,(X),P,entonces C,p NC,y = 0.

4, Sir+sentonces C,NC;=0..
Demostracion.

2. Sik # j entonces Cip NCjrp =0 .
Supongamos A € Cy.p y A € Cjrp
entonces A={P}uD,;, D; S p,(X—-P)
y A={P}UD, D; S $;(X —P), como

k #+ j, D; # D,. lo cual es una contradic-
cion.

3. P,Q€p,(X),P#Q,entonces ¢,,NCyy = 0-
A={P}UD, D;Sp,(X-P)r<kyA=
{Q}U Dy, D, € (X — Q), entonces
P€D;y Q €Dy -« esdecir hay una
contradiccion.

4. Sir+s entonces C.NC;=0 .
Supongamos r<sy A€C, yAEC,
entonces
A={P}uDy D; S pp,(X—-P),r<k
YyA={Q}UD; DS p;(X—Q),s <],
entonces Pe D,y Q € D, »«,,
es decir hay una contradiccion

Proposicion 9.
L |Gl =20%) =1 (34)

2. Copl = 0p(20) =1). r<k<n-r. (35)

3. ¢l=()2a () -1). (36)
4 €1 =2 ()T 20 - 1)), 37)
Demostracion.

L [Cerpl = 1{P}Up. (0 X = P))| =
9. (o (x = P))| = 20" -1
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2. |Cpl = URZ 41 Crrp | = Z;cl;r+1lckrP| =

norea (206D — 1),

3. 6= |UPegor(x) C’rp| = Yrep,c0lCrel =
Yrep,oo(Zizr (20 — 1))
= (:‘1) ;{1;;4-1 z(nkr) —_ 1)

4. 1€l =Uro1 Gl = 274G | =
r=1 ((?) Z,,:;;H(Z(n;r) - 1))

Proposicion 10.

i((n) Z (20%) - 1)) s (20 - 1) < JA(0)]
1 ‘ (39)

Proposicion 11.

Sea A una anticadena sobre X,A U g,
PX-UA))CAX). 1<k<|X-UA|. (39

Proposicion 12.

Sean X un conjunto finito y € una coleccién
no vacia de subconjuntos de X, existe una
anticadena no vacia A tal que A < C .

Demostracion.

Sea C una coleccién de conjuntos. C es una
anticadena o existen A y B tales que A
B entonces, € — {A} es una anticadena o
existen Py @ de C — {A} talesque Pc Qy
C - {A,P} es una anticadena o repetimos el
argumento inicial. Como € es finito, proce-
diendo de esta manera se obtiene una antica-
dena A tal que A S C .

6. Algunos conjuntos equipotentes a las anti-
cadenas.

A continuacion se prueba que las anticade-
nas son equipotentes a las colecciones ce-

rradas para subconjuntos y al conjunto de
funciones crecientes de gp(X) en {0,1}.

Proposicion 13.

Sea X un conjunto finito.

CSUB(X) ~ A(X).
Demostracion.

La funcién  f:A(X) > CSUB(X), tal que
f(A) = Uaeq #(A) es biyectiva.

i) inyectiva Si A, B € A(X), A # B,entonces
Usea $(A) # Ugez#(A) y f(A) # f(B).

i) si B€CSUBX),B = Uemarsf(A), €n-
tonces existe max(B) € A(X) tal que
f(max(B)) = B.

6.1 Anticadenas y funciones crecientes
Sea C(X) = {f:(X) - {0,1}: f es creciente}

Teorema
AX) ~ C(X).

Sea A una coleccién cerrada para subcon-
juntos La funcién ¢4:0(X) - {0,1} defini-
da por:

1,siparatodo A€ AP LA

0. enotro caso , es creciente.

pq(P) = {
Demostracion.

SiPc®Q vy ¢,(/P)=1,entonces paratodo
A€EAPZA,QEA,luego ¢,q(Q) =1.

Sea ¢ una funcion creciente de p (X) en {0,1},
entonces la colecciéon ¢~/(0) € CSUB(X).

Sea M € ¢7/(0) y N € M, entonces ¢(M)=0.
Como ¢ una funcion creciente, entonces
$(N)=0 y N € ¢7'(0).
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Lafuncidon ¢:CSUB(X) - CR(X) ¢(A),defi-
nida anteriormente, es una biyeccion, y su in-
versa es ¢:CR(X) » CSUB(X) @(f) = f7(0).

Demostracion

P(@(HP) = o(fH(0))(P) =
_ {0, siexiste A € f71(0),P S A

1,siparatodo A € f*(0),P £ A
_ {O, siexiste A, f(A) =0,PC A
~ 1,siparatodo4,f(4A) =0,P ¢ A (40)

=f(P) (41)

P(p(A) = 9(A)(0) =

{P:p(A)(P) = 0} = A. (42)

6.2 No anticadenas
Definicion 3.

Una colecciéon A de subconjuntos de X
es una no anticadena sobre X si existen
A,B€e A yAc . Notamos por NA(X) ala
coleccion de las no anticadenas sobre X:

NA(X) = {A: A no es anticadena} =

#1(X) — AX). 43)
Ejemplos

1. »(X) € NA(X) y es el maximo.
2. Si A,Bep(X), ACB {4 B} € NA(X).

3. Los minimales de NA(X) son
{{A,B}:A, BepX),Ac B}

Proposicion 14.
1. Si {4;}ic; € NA(X), entonces U;.A4; €
NA(X).

2. SiA € NAX)yAc B,entonces B € NA(X).
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Proposicion 15.

Sea X un conjunto con # elementos y

D ={(4,B):4,B € p(X)NA G B}.

D = WUpepm " (B) X {B}.

1. |D|=3"-2"

Demostracion.

1 (AB)EY pep @ (B)x (B} & 3B € p(X),
(A,B) e p(B)x{B} ©3IBep(X),A €SB
& (A,B)€ED.

2. |D| = |Wpep " (B) X {B}| =
Zhepn 9B = Zio(()(2F - 1) =

noo(p)2k —2m =3m—2n,

Proposicion 16.

1) Sijal> (0

I /2)])’ entonces A € NA(X).

2 Pim@C0) € NAX), m= (1)
Demostracion
Contrarreciproco del teorema de Sperner.

Proposicién 17.

Sea m = (l(n72)J)'
1. NAX) = o1 (X)) U{A: A € NA(X),
|Al < m}

2. INAQOI = X201 (%) + Z1,INA |
NA, = {A € NA(X):|A| = k}.

3. |NA,|l =3"— 2,

TIGABORA
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7. Nimero de anticadenas para conjuntos de
cardinal menor o igual a 8.

De acuerdo con la edificaciéon axiomatica
que se ha desarrollado y las estrategias ope-
rativas dadas, se calcula el numero de anti-
cadenas para un conjunto X, con0 < |X| < 8,
Los resultados se muestran en la tabla 1.

Tabla 1. Calculo del nimero de anticadenas

X1 | TA(X)
0o |2

1 3

2 |6

3 |20

4 168

5 | 7581

6 |7828354

7 | 2414682040998

8  |56130437228687557907788

Conclusiones

e Lateoria de hiperconjuntos junto con la
cardinalidad asociada a ellos, son fun-
damentales para la comprension del
problema de calculabilidad de antica-
denas. Luego cualquier perspectiva de
investigacion debe considerarla como
punto de partida.

¢ El teorema de Sperner estima la cardi-
nalidad de una anticadena de subcon-
juntos de un conjunto X con cardinali-
dad conocida.

e Dado un conjunto fijo, el conjunto de
las anticadenas, (A(X), ©) es un conjun-
to ordenado, con el orden heredado de

(9’X), 9.

e Las ecuaciones (25), (29) y (38), pro-
porcionan algunas cotas para el nume-
ro de anticadenas sobre un conjunto X
finito.

¢ Las anticadenas son equipotentes a las
colecciones cerradas para subconjuntos
y al conjunto de funciones crecientes de
# X) en {0,1}.

e El céalculo de anticadenas para conjun-
tos finitos demanda alta cantidad de
procesamiento computacional debido a
la magnitud numérica resultante.

¢ Se puede ver que los resultados teodri-
cos arrojados al abordar un problema
abierto: hallar una férmula para el nu-
mero de anticadenas sobre un conjunto
finito con n elementos, puede ser, sin
embargo, sustento para tecnologias de
alto impacto.
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