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Se estudia el problema de la conductividad térmica efectiva de un ma-
terial heterogéneo bifdsico tipo matriz-inclusiéon con microestructura
periddica. Este material compuesto es macroscépicamente is6tropo y
presenta una barrera de resistencia térmica tipo 7esorfe en las super-
ficies de contacto de las fases. Se formulan principios variacionales y
cotas para el tensor efectivo de la conductividad térmica, resultado de
la aplicacién del método de homogeneizacion asintética. Las cotas de-
penden de la concentracién de volumen de las fases, de la geometria de
la inclusién y de la constante de imperfeccién que caracteriza la barrera
de resistencia térmica. Se muestran comparaciones con resultados de-

rivados de otras teorias.

Palabras clave

Compuestos periédicos, homogeneizacion
asintética, principios variacionales, cotas,
propiedades efectivas, contacto imperfecto.

Abstract

The problem of effective thermal conductivi-
ty for a matrix-fiber composite with a perio-
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dic micro-structure is studied. This compo-
site is globally isotropic with an inter-facial
surface resistance between phases. Varia-
tional principles and bounds are introduced,
describing the effective conductivity tensor
as a result of the application of the asymp-
totic homogenization method. These bounds
depend on the concentration of each phase
as well as on the geometry of the medium,
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the micro-structure, and the imperfection
parameter. Some comparisons with other
theoretical results are also provided.
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Periodic composites, asymptotic homogeniz-
ation, variational principles, bounds, effective
properties, imperfect contact.

Introduccion

Numerosos compuestos de interés, tanto fi-
sico como tecnolégico, presentan contacto
imperfecto entre sus fases constituyentes.
En la practica, la adhesién entre las fases no
satisface las condiciones de continuidad de
la temperatura. En este trabajo se aborda el
problema de estimar la conductividad térmica
efectiva para compuestos que presentan re-
sistencia térmica en la interfaz.

Las imperfecciones sobre la interfaz pueden
afectar significativamente las propiedades
efectivas de los materiales compuestos, ya
que se encuentran en estrecho vinculo con
la naturaleza del enlace entre las particulas
de fases diferentes. La incorporacién de los
defectos internos y superficies con contacto
imperfecto a la teoria general requiere la mo-
dificacién y relajacion de la continuidad de la
temperatura entre los constituyentes. El con-
tacto imperfecto describe un dafio sobre la
interfaz, en algunos casos, introducido delibe-
radamente con el fin de controlar la respuesta
efectiva del material compuesto. También se
presenta en el proceso de fabricacién debido
a las reacciones quimicas entre las particulas
de contacto y la matriz, o a un exceso en la
carga termo-mecénica [1]. Mediante el con-
trol del comportamiento local de la interfaz,
es posible controlar el comportamiento global
del material compuesto, de ahi la importancia
de su estudio.

Gran parte de la literatura se ha enfocado
en el caso del contacto perfecto, en el cual
se asume continuidad tanto de temperatu-
ra como de flujo sobre la interfaz. Para este
tipo de compuestos, la descripcién variacio-
nal de las propiedades efectivas se ha aplica-
do de forma exitosa, siendo uno de los tra-
bajos mas conocidos el de Hashin-Shtrikman
[2], quienes obtuvieron las mejores cotas
posibles para las propiedades efectivas de
algunos compuestos elasticos lineales, basa-
dos en nuevos principios variacionales que
fueron formulados en términos del tensor de
polarizacién elastica. Desde entonces, varias
cotas han sido propuestas para materiales de
diferente naturaleza.

Aqui se ilustra cémo los problemas locales
obtenidos via método de homogeneizacién
asintética (MHA) pueden considerarse como
punto de partida en la formulaciéon de los
principios variacionales establecidos en [3],
para la estimacién de propiedades efecti-
vas en materiales bifisicos conductivos con
contacto imperfecto; se combinan las cotas
variacionales para su propiedad efectiva de-
rivadas en [3], con la propiedad efectiva de
compuestos con fibras huecas [7], y se hallan
cotas variacionales mas finas que las llama-
das cotas elementales.

En la estructura del trabajo, una vez formu-
lado el problema, se verifican las llamadas
cotas elementales que luego se mejoran uti-
lizando principios variacionales. Posterior-
mente, se realizan comparaciones con resul-
tados derivados de la aplicacién directa (via
numérica y analitica) del MHA. Se calcula el
valor de las cotas para el caso de compues-
tos fibrosos bifisicos con fibras de seccién
transversal circular. Estas cotas dependen de
las concentraciones volumétricas y las con-
ductividades de ambas fases, asi como de la
constante de imperfeccién. Finalmente, se
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realiza un breve andlisis de la precisién de
las cotas obtenidas.

1. Formulacion del problema y principios
variacionales

Se considera un medio heterogéneo consti-
tuido por inclusiones (con subindice 2) en una
matriz (con subindice 1), siendo las inclusio-
nes idénticas y distribuidas de forma periédi-
ca en la matriz. El medio estd caracterizado
por dos escalas de longitud, una macroscépi-
ca L, que es el tamafio de la muestra, y una
microscopica 1, del orden de las dimensiones
del periodo local. El cociente & =1/L de es-
tas escalas longitudinales se asume mucho
menor que 1 (& <<1). Un periodo local es
un paralelepipedo ]0,8[Srespecto ax R’
homotético, con radio &, a un periodo basi-
co Y =]O,l[s. Y =Y, Y, con Y, rodeado
por la parte Y,, complementaria de Y, en
Y separadas por una interfaz I Lipschitz-
continua. Se denota por N al vector normal
unitario exterior a Y, sobre OY,. Se definen
las concentraciones de volumen de cada fase:
C, :|Y1|/|Y| y C, :|Y2|/|Y|. Se asume que
el medio aglutinador (la matriz) es un medio
conductor, en vista de poder normalizar los
resultados respecto a la propiedad del segun-
do medio.

Dado que cada medio es isétropo, cada fase
estd caracterizada por una constante posi-
tiva, a saber o, en la fase Y,,i=1,2. Se
considera el flujo de calor continuo en todo
material y la existencia de una resistencia
térmica sobre la superficie de contacto. Ade-
maés, el salto que se produce en la tempera-
tura es proporcional al flujo sobre la interfaz
en términos de una constante positiva que
caracteriza el tipo de imperfeccién. En lo que
sigue, la expresion [f(y)] = f(y)-f,(y)
denotari el salto de la funciéon f(y) entre
dos fases con I' como frontera comtn. En
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el sentido clasico, el problema, en este caso,
consiste en encontrar U que satisface:

V(G(y)Vu)=f(X) en Y,

i=1,2, (D
o, Au’n? = —,b’[u]F sobre’, (2
[c(Y)Au-n] =0 sobreT,  (3)

u(x)=0 sobre 0Q, 4)
Donde la funcion f € C*(€Q) representa
la densidad de las fuentes de calor, N es la
normal exterior y u, la temperatura. El para-
metro positivo [ ! representa la barrera de
resistencia térmica, cuando S = oo se obtie-
ne el caso del contacto perfecto y la condi-
cién (2) se transforma en [u]r =0.

Como resultado de la aplicacién del
MHA, la energia efectiva tiene la forma

&&= [o(Y)VN +&)dy, donde G es el

tensor ci(e conductividad térmica efectivo, &
es un vector real que cumple N = N.& y N,
representa la solucién 1-periédica del i-ésimo
problema local sobre la celda periédica Y . Se
recurre a este problema local general equiva-
lente que contiene la informacién de cada una
de las soluciones N, para el andlisis del com-
portamiento de la energia:

V(e (VN+£))=0 en Y, i=12,(5)

[c(Y)VN+&E)]-n=0 sobre T, (6)
(0,(VN+¢&))-n=-p[N] sobre T, (7)

(N)=0,. ®)

N solucion Y —periddica  (9)

Teniendo en cuenta ahora las condiciones de
contacto y de periodicidad sobre I', se define
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el siguiente espacio de funciones admisibles
para la formulacién variacional del problema
local:

Vogn ={V:V], =V e H'(Y,), v

_y®
Y, v
e H'(Y,), v periddica sobre Y,
[V].=seR},veV,,

Donde H'(Y) es el espacio de todas las fun-
ciones, alli tanto la funcién como su derivada
son de cuadrado integrable sobre Y .

Luego, el problema (5)-(9) equivale a encon-

trar N €V, que cumpla la relacién integral

_[ aVNVvdy+j[N][v]ds:

Y,UY, r
j oVvédy, wveV,,. 10
Y,UY,

La existencia y unicidad de la solucién del
problema anterior la garantiza la aplicacién
del teorema de Lax-Milgram; ademas, debido
a que el operador en el miembro derecho de
(10) es una forma simétrica, su solucion satis-
face el problema de minimizacién.

&&= minNevarjm

{ja(y)WN +§|2<:|y+ﬁj||N||2 ds}. 11)

Para hallar otro principio variacional a partir
de (11) pueden utilizarse los métodos de la
teoria de la dualidad recogidos en [4], pero
aqui se propone un enfoque de [5]. Consi-
derando el dual convexo de cada uno de los
términos del miembro izquierdo en (11) se
obtiene:

6¢- & =miny,, max max

rel?(Y) vel>(I')

{2IT‘(VN +§)dy—J.O'_1(y)T-Tdy

+2Iv-[N]ds —ﬂ"J'|v|2 ds}. (12)

De intercambiar los operadores de maximiza-
cién y minimizacién resulta que los vectores
de prueba 7 y V deben satisfacer

min,, {[T-VN dy+jv-[N]ds} >—0, (13)
Y r

La integracién por partes y la posterior apli-
cacion del teorema de Lax-Milgram muestra
que el problema de minimizacién en (13) equi-
vale a las restricciones V7 =0 en Y,UY,,
[T-n] =—V sobre I'. La sustitucién de las
mismas en (12) junto a la identidad integral

I V(§~yr)dy—j(§~y)f-nds:

[(£-y)[z-n]ds, (14)

r

resulta:
6E-E> Sup, )

{2[ r.nyds—ja’l(y)V(VN +§)dy}. (15)

oY Y

Si se considera 7 = J-T-ndey T=T7T-7

v
se deduce de la formula del tensor de con-
ductividad efectiva que T = &€ o, lo que es lo
mismo, &' =&, de lo cual se infiere que:

6 'T-7 <min;,, {J- o '(y)
Y
F+T)F+T)dy + ,B"I|v|2 ds}. (16)
r

Si se considera 7+7 =o(y)(VN+&),
E=6TT y Vzﬂ[N], resulta que (16)
cumple con las restricciones implicitas en
(13). Por dltimo, seleccionando V en (16)
como (7+7)n, el principio variacional se
representa de la siguiente forma:
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min._y, {Ia (y)|r+r| dy +
Y

)-n) s}, an

Donde W es el espacio infinito de las funcio-
nes 7, Y -periddicas de cuadrado integrable
tal que V7 =0 en Y,UY,, [f]-n = 0 sobre

Iy _[fdy =0. 7 es un vector real cons-
tante. v

A

2. Obtencion de cotas

2.1 Cotas elementales

En esta subseccion se verd que las llamadas
cotas clasicas o elementales no tienen en
cuenta suficiente informacién microestruc-
tural, por esto, es usual emplearlas solo para
controlar otros resultados mas exactos que
deben estar contenidos en el rango de com-
portamiento material definido por ellas. Estas
pueden derivarse directamente de los princi-
pios variacionales (11) y (17).

Si se considera como funcién de prueba el
vector constante N en (11) se deduce que

GE-E< IU|§|2 dy, luego, ¢ < (C1O'1 +CZO'2) l.
Y

Mientras que para 7=0en (17) resulta
2
67z <[ (y)[ dy+B"[(z-n)ds,
Y r
de donde la cota inferior elemental es

A C C
6> L+=%

S .
+— |l, siendo SZJ-dS.
o, o, p

Cuando f — o se obtlene la cota inferior
de Reuss < B (y)> , correspondiente al
caso de contacto perfecto. La cota inferior
contiene informacién de contacto imperfecto
a diferencia de la cota superior. Ademds, esta
dltima coincide con la correspondiente al caso
del contacto perfecto (cota de Voigt).
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2.2. Cota superior mejorada

La utilizacién de campos de prueba no cons-
tantes que consideren la estructura geométri-
ca del compuesto conducen de forma natural a
cotas mds finas. Para el caso de inclusiones de
conductividad o, en una matriz de conducti-
vidad o, se considera una familia de funcio-
nes de prueba en (11) de la forma:

N = {( y—c,) en lainclusion

0 en la matriz,

Donde C, representa el centro de la inclu-
sién. Como N €V, , entonces para ¢, =0
y 1 un vector constante, al sustituir (18) en

(11) resulta:
Iaz |77+§|2 dy+ja1 |§|2 dy +
Y, Y,

[ ly-nfds, 19)
T

Donde el vector 6ptimo tiene la forma

4

1+ Ba/o,c,’
métrico definido sobre la interfaz como

n*= siendo & un pardmetro geo-

2
a= I|y| ds. Al sustituir 77* en (19) se ob-

. T . , .
tiene una nueva cota superior, mas fina que la
de Voigt, de la forma:

1
y<|co +C l—— | |1. 20
¢ [10-1 202[ 1—|—ﬁa/0202]] @0

La familia de funciones de prueba referida en
(18) fue introducida por Hashin [6].

2.3 Cota inferior mejorada

2.3.1 Principio variacional inferior

En esta seccién se hallard un principio va-
riacional inferior para la eleccién de un com-
puesto de comparacién a partir de (11). Se
asume N como la solucién del problema
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(5)-(9), 1a cual representa el minimo de la ex-
presién descrita en (11). Sumando y restando
en el miembro dgrecho de la expresion el tér-
mino 7|VN +& | , que representa la energia
de un material de comparacién con la misma
estructura geométrica pero de conductividad
y < 0,, se obtiene:

(G-71)é-&=[(a(y)-y)|VN +&[ dy+

y[|VN[ dy+25 [ VN -cdy+ [N T ds. 21)

De la aplicacién del teorema de Gauss-Ostro-
gradsky se obtiene:

[VN-cdy = [|N|-cds, 2

y sustituyendo la férmula (22) en (21), se de-
duce:

[&—yl j (n®n dsjg £ =

[(a(y)-

Y

7/)|VN + §|2 dy + 7”VN |2dy +
Y

ﬂj[[ ]+Z nfj (23)

Donde se wus6 la identidad (n ® n)
(n®n)é&-&= (n-f)z. Luego, para toda fun-
ci6n Y - periédica p de cuadrado integrable
en Y,y V de cuadrado integrable sobre I" se
tienen los estimados:

[(a 7)" W+~ p(o(y)- )“}20,(24)

([N]+%n~§—%} >0. (25

La integracién sobre Y de (24) y la de (25)
sobre I' no afecta la validez de las desigual-
dades. Introduciendo la notacién P para el
conjunto de todos los pares (p,V), de la apli-
cacion de (24) y (25) a (23) se garantiza que:

[a 7l +F2J‘(n®n)dsj§ £ L(p.v.N),

r

Donde L es el lagrangiano
;( DV, N)z 2j p-§dy+2—7/.[Vn-§dS

y——J.|v| ds

+2_[ p'VNdy+2Iv[ }ds—yHVN| ds.(26)
Y r r

j|p| (c(y)-7)

Noétese que:

(6—;4 +y7jl(n®n)ds]§-§2£(p,v,N~)

>miny,, L(p.v,N)=L(p.v,N") @7)

enlacual N representa el infimo de:
infy_, {2] p- VNdy+2jv

[N]m+yﬂvﬂr@}. 2
Y

Ademas puede verificarse que N” es solu-
cién del siguiente problema:

—yAN=Vp en YIUYZ, (29)
[yVN + p]n:O

(yVN + p)-n:—v sobre I'. (31)

sobre I', (30)

Como la ecuacién principal y las condiciones
de contacto son lineales respectoa (p,V), en
(29)-(31), se considera N = NP + N", donde
N® es la solucién del siguiente problema:

-yANP =Vp en YIUYz, (32)

[;/VNp+p]-n=0 sobre T, (33)
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(;/VNp+p)~n=O sobre T. (34)

Mientras que N" es una funcién de cuadrado
integrable definida sobre 1", que es solucién
de:

-yAN"=Vp en Y1Usz (35)
[yVN"]n =0 sobre T, (36)
(;/VN")-n =-V sobre I, 37

Y puede hallarse la solucién para cada fase,
tanto de (32) — (34), como de (35) — (37). Si
se consideran los operadores lineales M y
R tal que:

Mp=VN" sobreY,, i=1,2, (38)

Rv=VN" sobreY, i=12, (39

La relacién (27) puede ser reescrita como la
desigualdad variacional:

donde
L(& p,V)=%IV§-ndS+j(p-§)dy, y

Q(p.v)=[(e(y)-7) |pf dy

Y
L [vfds+ [|Mp-+ RV dy.
By Y

Se observa que para funciones p = (0'( Y)

—y)(VN +&) y v= ﬂ[N] se satisface
(40) para la igualdad, por lo cual se establece
el principio variacional:
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(&—yl+%l(n®n)ds]§~§=

max . {2L(&, p,v)-Q(p,V)}.(41)

De (40) y (27), resulta:

(6—7|+%J(n®n)dsj§~§:

r

max ., ,.p miny, {ZL(f, p,v)—(_}( p,v)}
=miny,, max . p {2|:(f, p>V) —9( p,v)}.

La interpretacion fisica del limite S — o0
corresponde al caso de contacto perfecto en
el cual no existe resistencia en la superficie
de contacto. Para este caso el nuevo principio
variacional (41) se reduce al de [6].

2.3.2 Cota inferior

En esta seccion se aplica el principio varia-
cional (41) con el fin de obtener cotas inferio-
res mas finas para el tensor de conductividad.
Las cotas halladas se presentan en términos
de la fraccién volumétrica, el area de la su-
perficie S y de una matriz cuyos coeficientes
constituyen la conductividad efectiva de un
compuesto con contacto perfecto y la misma
microgeometria que el compuesto de estudio.
Se consideran inclusiones (fase 2) en una ma-
triz (fase 1) con o, > o,, donde las inclusio-
nes no intersecan la frontera del compuesto.

Para hallar una mejor cota inferior se eligen
las funciones p y V en (41) de la siguiente
forma: p=y, (y),u, V=r-n dondex,(y)=

0 sobre,
{1 sobreY,
tantes de R® y n es la normal exterior a Y,.
De lo anterior se infiere la cota inferior aso-
ciada a los valores prefijados:

, donde £ y I son vectores cons-
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{2I__(§,;(2/1,r-n)—g(gzy,r-n)}. (42)

Se considera la conductividad y = o, con el
fin de la comparacién, entonces la formula-
cién explicita para L y Q es:

o,
L=—1|n®ndsé&-r+c,&-u, (43)
5l :

- 1
Q=c,(0,-0)) ]|u|2+EJF'n®ndsr-r+

o (C2|/,1|2 +2C,4-1 +(] —mo)r-r). (44)

En la expresion anterior la matriz simétrica
m, es el tensor de conductividad efectiva
de un compuesto con la misma estructura
geométrica que el original pero con inclu-
siones vacfas. La region Y, representa un
conductor isétropo de conductividad o,
mientras que Y, es perfectamente aislante,
es decir, o, =0. Para cualquier vector cons-
tante & la conductividad efectziva se define
mé-&=inf ja, [VN +&[ dy.

Y

La expresién (43) para L y los dos primeros
términos en (44) se obtienen directamente de
la sustitucién en (41) de las funciones elegi-
das para p y V, mientras que los términos
restantes de Q resultan de la resolucién de
los problemas auxiliares (32)-(34) y (35)-(37),
y de la evaluacién del término no local en la
forma cuadrética Q( p,V) .

La necesidad de analizar los valores g y r
para los cuales la expresion (42) alcanza su
valor maximo se convierte ahora en motiva-
ci6én fundamental. De la condicién necesaria
para la existencia de extremo, se tiene, para
cualquier gradiente de temperatura & cons-
tante, que:
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(6-01+0B)é-¢2

c,o, |
o, 'l B+o, ' (1-m,)

(025 ]‘[sz ] )
0,BS) \o,BS

. . S
En medios isétropos B=—1, donde S es

¢,(0,/0,)(0,-0, )_] I

la longitud de la inclusién. La desigualdad
(45) se convierte en la cota inferior para la
conductividad efectiva para compuestos fibro-
sos macroscOpicamente isétropos dada por

Gy 20,—0, ((l —m, )71 4‘(0'1(:2‘9)7l )71 » donde

donde @ representa la combinacién caracte-
o,—0O

o S 1 :
ristica @ =——— , y M, constituye

c,p 0,0,
la conductividad efectiva de un compuesto
con la misma geometria, con inclusiones no
conductoras en una matriz de conductividad 1.

3. Calculo de las cotas variacionales
en indusiones circulares

En esta seccién se utilizardn los resultados
obtenidos en las secciones anteriores para la
acotaciéon de la propiedad efectiva en el caso
de compuestos bifisicos con fibras de sec-
cién transversal circular. Primero, se plantean
las expresiones de las cotas y segundo, se
desarrolla un analisis de su comportamiento
basado en la comparacién con otros resultados
reportados en la literatura. Las concentracio-
nes en este caso son C, = 71> y ¢, =1—7zr?,
mientras que 27r°. Sustituyendo en las for-
mulas obtenidas para las nuevas cotas resulta:

-l
o, —((l—mo)l +(0'17rr26) 1) <o® <o,

(1—7zr2)+7z'l‘20'2 1—; ,
1+2pr /o,
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) _
donde @ = —— %79
rg 0,0,

4. Andlisis de los resultados

Una vez normalizadas las cotas respecto a la
propiedad de la matriz o, las expresiones re-
sultantes dependen de [ y del cociente de
0, y 0,. Hecha esta observacién es conve-
niente tomar A =0, / 0|, para simplificar la
notacion.

Para los diferentes valores de la cota inferior
mds fina se considera en calidad de M, la ex-
presion de A, reportada en la férmula (39)
de [7], con un segundo orden de truncamiento
en el producto de vectores y matriz de orden
infinito alli involucrada.

Con el objetivo de desarrollar comparacio-
nes con otros resultados reportados en [8],

se introduce el llamado nimero de Biot (Bi), =
Bi=pd/o, y d representa el didmetro
real de la fibra. Con este fin, se plantean las
siguientes modificaciones para las cotas nor-
malizadas respecto a o :

-1
Cotas elemental: | c, + & + ﬁ
A Bi

Cotas inferior mejoradas:

Lo (4 ()
I-| 1-m,) J{E cz(l /Jj

Cotas superior mejoradas:

C,+CA| 1- ;
1+Bi/ A
Cotas superior elemental: 1+c, (4 —1)

En la figura 1, las cotas halladas son satisfac-
torias para predecir la conductividad efectiva
cuando la proporcién entre las propiedades

Figura 1. Comportamiento de las cotas mejoradas y de la propiedad efectiva versus la variacion nimero

de Biot para (,=0.3y 1 =2

€2=0.3, A=2

——CSM
—MEF
——CIM

08

mfn1

[

o7

0B~

05 1 1 1 1

Fuente: elaboracién propia.
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de Biot para ,= 0.3y 2 =50

VISION
El ECTRONICA Figura 2. Comportamiento de las cotas mejoradas y de la propiedad efectiva versus la variacion nmero

c2=0.3, =50
18 T T T T T I I I
—SM
1 |——MEF .
—CIM
12 =
10+ —
IS -
=]
. -
4 -
2 — -
q 1 1 1 1 1 1 1 1
1w s 109 1 w! w0 a P 1t 0"

Fuente: elaboracién propia.

de los medios componentes es pequena. La
cota inferior adopta valores muy similares
a los presentados en [8], incurriendo en un
error menor al 12,1%, mientras que la su-
perior se mantiene en un rango de 6,4% a
30,2 %, siendo mayor el error para £ muy
pequeno. En la figura 2, la cota inferior se
mantiene entre 0,00003 % y 15,0 %, pero la
cota superior se separa considerablemente
de los resultados en [8] para potencias supe-
riores a -1de f.

La figura 3 muestra que para A =2 la cota
inferior se encuentra préxima a los valores
obtenidos por [8] con un error entre 6,1% y
11,2 %, pero la superior tiene un comporta-
miento similar solo para Bi =10',i <1.

En figura 4, se aprecia que no ocurre lo
mismo arriba para A =50, pues las discre-
pancias aumentan considerablemente para
Bi =10',i > 1, La cota inferior llega a incurrir
hasta en un 55,8 % de error y puede afirmarse
que, para este caso, la cota superior es bas-
tante pobre.

5. Conclusiones

En este trabajo se justifica matematicamente
la conexion existente entre el MHA vy las for-
mulaciones variacionales derivadas a partir
de modelos micromecédnicos de homogenei-
zacién. Se dedujeron cotas para la propiedad
efectiva de medios conductivos bifésicos,
macroscopicamente isétropos provistos de
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Figura 3. Comportamiento de las cotas mejoradas y de la propiedad efectiva versus la variacion nimero
de Biot para ¢,=0.75y 1 =2

c2=0.75, 1=2
18 T T T T T
—CSM
16 | — MEF =
—CIM
14 —
12+ 1
1 n
E.—
=]
08~ =1
08— -
04 =1
02 =1
0 I ! 1 1 1 I I 1 I
o’ w0t 10 107 10" 1 10 w0t " 10° w'
Bi

Figura 4. Comportamiento de las cotas mejoradas y de la propiedad efectiva versus la variacion nimero
de Biot para ¢, = 0.75y A =50

€2=(.75, A=50
A T T T T T T T T T
—MEF
s i
—CIM
n- 4
A i
B sl i
L
s 4
w0k i
. i
. . . f
W 1 w Cd [ 1 0 " r W [y
Bi

Fuente: elaboracién propia.
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una estructura periddica y resistencia sobre
la interfaz de tipo “resorte”, a partir de la
formulacién de principios variacionales aso-
ciados a la formulacién débil de los proble-
mas sobre la celda periédica. Para una cota
inferior més fina se combinaron principios
variacionales del tipo Lipton [3] con pre-
dicciones efectivas directas obtenidas para
compuestos conductivos porosos [6].

Las férmulas halladas pueden ser ttiles para
corregir los calculos numéricos y las estrate-
gias para su implementacion computacional.
Se plantearon comparaciones con resultados
reportados en la literatura como forma de va-
lidacién de la investigacion desarrollada, lo
cual evidenci6 que las cotas obtenidas son,
por lo general, bastante cercanas cuando se
tiene bajas concentraciones de las inclusio-
nes, y que la cota inferior, generalmente, es
mucho més eficiente para la prediccion del va-
lor del tensor efectivo.
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