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Este es un trabajo de divulgacién cientifica, dedicado a recorrer el pro-
blema de la conductividad térmica efectiva de un material heterogé-
neo bifdsico tipo matriz-inclusiéon con microestructura periédica. El
material compuesto es macroscépicamente isétropo y presenta contac-
to perfecto en las fases. El problema se estudia en el contexto de la
homogeneizacién periddica. Las propiedades efectivas se determinan
como resultado del Método de Homogeneizacién Asintética (MHA). Se
utilizan conocidas herramientas de la teoria de variable compleja para
la resolucién del problema sobre la celda periddica. Se presentan los

casos limites.

Palabras clave

Compuesto periédico, homogeneizacién
asintoética, propiedades efectivas, contacto
perfecto.

Abstract

This is a work of scientific circulation inten-
ded to introduce the homogenization process
from the heat equation. An example is studied
for a medium made of two conducting mate-
rials, matrix and fibers. The fibers are perio-
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dically distributed and embedded within the
matrix. The composite is isotropic on the ma-
croscopic scale and perfect inter-facial con-
tact conditions are considered. The problem
is studied in the context of periodic homoge-
nization. The effective conductivity tensor
is calculated as a result of the application of
the asymptotic homogenization method. The
solution of the problem on the periodic cell
1s based on well-known tools of Complex Va-
riable Theory. Some limit cases are also pre-
sented.
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Introduccion

Un material compuesto consta de dos o méas
materiales homogéneos con diferentes pro-
piedades fisicas y geométricas que se encuen-
tran indisolublemente unidos. La clasificacién
de los materiales compuestos puede ser re-
presentada por medios laminados (formados
por ldminas delgadas homogéneas alterna-
das); compuestos reforzados por fibras, por
ejemplo, un sistema periédico de fibras unidi-
reccionales empotradas en un aglutinante lla-
mado matriz) y compuestos granulares (i.e.,
formados por inclusiones esféricas distribui-
das en una matriz polimérica).

La determinacién de las propiedades glo-
bales o efectivas de materiales compuestos
mediante métodos matematicos, es una guia
necesaria para orientar a los investigadores
experimentales en la bisqueda de nuevos
materiales con las propiedades 6ptimas de-
seadas. El modelo matematico para la inves-
tigacién de medios heterogéneos provistos
de una estructura periddica esta dado por sis-
temas de ecuaciones diferenciales con coefi-
cientes periddicos y rapidamente oscilantes.
El campo matemadtico que permite encontrar
con un alto grado de exactitud las propieda-
des efectivas del compuesto a partir de las
propiedades fisicas y geométricas de sus
componentes es llamado homogeneizacién.

En particular, la homogeneizacién asint6ti-
ca se basa en la biisqueda de la solucién del
problema original en forma de un desarrollo
asintético a doble escala en la forma de se-
ries de potencias con respecto a un parame-
tro pequefo, que representa el cociente en-

tre una caracteristica geométrica de la celda
periédica por una longitud representativa de
todo el compuesto. Las escalas involucra-
das en dicho desarrollo asint6tico contienen,
respectivamente, informacién de la microes-
tructura y de la macroestructura del medio
heterogéneo que se investiga. Este método
nos permite transformar el problema original,
en el cual aparecen coeficientes variables y
rapidamente oscilantes sobre un medio hete-
rogéneo y anisétropo, en otro mas simple, en
el que los coeficientes son constantes sobre
un medio homogéneo, siendo los coeficientes
constantes que caracterizan al nuevo proble-
ma (o problema homogeneizado) los llamados
coeficientes efectivos.

El MHA constituye una técnica efectiva
para la investigacion, tanto de las propieda-
des macroscépicas como microscépicas, de
las estructuras periédicas. Tiene un caric-
ter universal por ser aplicable a todo tipo de
proceso que pueda desarrollarse en medios
periédicos, tales como elasticos, termoelasti-
cos, piezoeléctricos y otros. La convergencia
de la solucion del problema original a la del
problema homogeneizado cuando el parame-
tro geométrico tiende hacia cero se encuen-
tra rigurosamente demostrada en los trabajos
de diferentes autores, asi como cada uno de
los teoremas que se utilizan para verificar la
solubilidad de los problemas en los pasos del
algoritmo hacia la construccién de una solu-
c16n asintoética, véase [1]-[4].

Este texto ilustra mediante el ejemplo de un
compuesto fibroso bifdsico con propiedades
conductivas is6tropas y contacto perfecto en-
tre las fases, la utilizaciéon del MHA para la
determinacién de las propiedades efectivas.
Primero, se plantea la formulaciéon general
del problema de conductividad, luego se de-
sarrolla la aplicacién del método y, por tltimo,
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se analiza el caso isétropo. El articulo es de
divulgacién del MHA para introducir a los in-
teresados en las ideas bésicas de este método.

1. Formulacion del problema

Sea un material compuesto bifasico periédico
tipo matriz-inclusién que ocupa el dominio {2
de R®, acotado y con contorno 0Q infinita-
mente suave. Se denotan las regiones ocupa-
das por la matriz y las inclusiones como M y
E respectivamente.

El problema de la conduccién térmica en el
medio antes descrito puede expresarse ma-
temdaticamente como:

0 ou
— A (Y)— |=T(X), xeQ
OX, A (y)axj )
ey
y la condicién de frontera:
u(x)=0, Xxeok @)

En este caso, la funcion f € C*(Q) repre-
senta la densidad de las fuentes de calory U,
la temperatura, mientras que Akj (y) eR (k,
j= 1, 2,...) son los coeficientes de la matriz
que define el tensor de conductividad térmica
en cada punto X = (X, X,, ..., X ). Suponga-
mos que las componentes A, (y) son fun-
ciones 1-periédicas respecto a la variable ra-
pida, A;(¥)€C™(RT), y =Yoo ¥s), @
infinitamente diferenciables excepto sobre la
superficies suaves I', de manera que las fun-
cionles A, 2 son & — periddicas en X, siendo
£ =— un parametro geométrico pequefio que
representa el cociente entre longitudes carac-
teristicas de la celda periddica | y de todo el
compuesto ).
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Las superficies I" no se interceptan y solo un
nimero finito tiene interseccién con el cubo
unitario. Sobre cada una de ellas los coefi-
cientes Akj ( y) y todas sus derivadas pueden
tener discontinuidades de primer orden. Se
considera el convenio de suma respecto a los
indices repetidos desde I hasta la dimensién
S del espacio. Los coeficientes del tensor de
conductividad satisfacen las siguientes condi-
ciones de positividad y simetria:

Aq'(Y): Ajk(y)a
>0 VE=(5,---56)
eR* I A(Y)&S 2, ®)

Siendo la constante positiva C independiente
de & y de y. En un sentido clésico, el pro-
blema, en este caso, consiste en encontrar
U que satisface la ecuacion (1) en aquellas
regiones que no tienen contacto con las su-
perficies de discontinuidad I', satisface la
condicién de contorno (2) y sobre I deben
ser satisfechas las siguientes condiciones de
contacto perfecto:

[u]=0, 4)
ou
—|=0, 5
2 ®
Donde 0u/on denota la derivada Z_u:
n

S
z A a_u Ny el corchete denota el salto de la
k,j=1 i
funcién en la transicion sobre la interface I'.

2. Aplicacion del MHA

Se propone la solucién de (1)-(2) en la forma:

u’ U (x,&)=U,(X,y)+

gul (Xa y) + gzuz(X’ y)’ (6)
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Donde u,(X,Y) son funciones 1-periddicas
respecto a la segunda coordenada, e infinita-
mente diferenciables.

Sustituyendo (4) en el miembro izquierdo de
(1), aplicando la regla de la cadena

d 0
— F(X,Y)=—F(x,y)+
ax. (X,Y) ox. (X,Y)

4 0
—FXY), (7)
oy

k

e introduciendo la notacion L, u(X, y) =

S

Z ap, (Aq( )6u(q y)] resulta

k,j=1 j

& (quo ) +

£ (L, + Lu, + Lyt +Lu, = f )+, ®)

-1
& (Lyyu1 +L,U, + nyu0)+

Igualando a cero los términos de orden
g2, &, &" de manera que la ecuacién (1)
serd satisfecha por U‘® hasta términos del or-
den & (donde los restantes términos de orden
£y & involucran la discrepancia), se obtienen

las ecuaciones que definen a las funciones

u;(X,y) (i=0,1,2), cuya solucién es tnica
salvo una constante, véase [1].
LU, =0, &)

L,u =-L,u,—L,u,, (10)

yx—0 Xy

u - nyul - Lxxuo + f > (11)

Donde X y & sonconsideradascomovariables
independientes. Procediendo de forma analo-
ga en las condiciones de contorno y de fron-
tera, se logra una familia recurrente de ecua-
ciones diferenciales parciales, obteniéndose

finalmente que y,(x,&) = N, (&) =22 aV (X)

i

donde V, es la solucién de la ecuacién ho-

mogeneizada A vy = f(x) A =
' ox.0x; SRARA
N;(y) _ i (Y)

<A (y) 2¢, +Ai,-(y)>—<Aik(y) oy, >

para M, = N, + &, representa los coeficien-
tes efectivos, mientras que < > es el opera-
dor de promediacién de una cierta funcién,
1
f)=—] f(dx,
a

siendo |Y| la medida de Y que en este caso

el cual se define como <

es la unidad.

Por otra parte, Nil (‘f)(i1 =1,...,S) es una
solucién 1-periédica del problema sobre la cel-
da periddica:

L. (N, +&,)=0, ez, 2

N =0 (13)
aN, +i)]
{T} =0,  (14)
cex
(N, )=0. (15)

Se demuestra, por ejemplo, la proximidad

”U _V0||C(5)
del problema original (1)-(2) y Vv, es la so-

=0(¢) donde U es la solucion

lucién del problema promediado con la con-
dicién de frontera V,(X) = 0,X € 0Q.. Ade-
mas, es importante destacar la conservacion
de las propiedades de simetria y positividad
de los coeficientes efectivos, (las demostra-
ciones aparecen en capitulo 4 de [1]).
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2.1 Compuestos fibrosos, caso isétropo

Se estudia el comportamiento global de un
material compuesto bifisico formado por fi-
bras cilindricas unidireccionales homogéneas
e isOtropas, de seccion transversal circular,
que se encuentran periédicamente distribui-
das en un medio isétropo (matriz) del espacio
Ox x,x,, de manera que los ejes de simetria
de las fibras tienen la misma direcciéon del
eje Ox, . Este caso corresponde a un pro-
blema de homogeneizacién bidimensional y
podemos seleccionar como celda periddica
para el planteamiento de los problemas lo-
cales a la representada en la figura 1, donde
M y F representan matriz y fibra denotadas
por Y, y Y,, respectivamente. La interfaz li-
mitrofe se corresponde con la circunferencia
[:y}+y;=r’ donde res el radio del cir-
culo F.

En virtud de la isotropia de cada una de las
fases podemos escribir el tensor de conduc-
tividad térmica como A;(Y)=0a(y)d,; =

Y, Lk=j
O-gkja ye 1° Siel’ldO 5K :{9 J-a la
0,6, YEY, 0,k = J,

delta de Kronecker.

De las ecuaciones y condiciones (1)-(2) resul-
tan los problemas locales ; L (i, =1,2) defi-
nidos por las ecuaciones de Laplace en cada
una de las regiones Y, (y =1,2):

ZN(}/)(y) aZN(V)(y)
oy; oy,
0, y:(ylayz)EYy (7:152)9 (16)

ANi(z")(y)

y por las condiciones de contacto perfecto so-
bre la circunferencia I :

(Nw]=0,  an
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Figura 1. Celda Periddica

Yi

Fuente: elaboracién propia.

[ (y) ayiy) :|:_[O-(y)]niz> (18)

donde [ f(y)]= f,(y)— f,(y).

La solucién de los problemas locales (16)-
(18) es necesaria para la determinacién de
los coeficientes efectivos Ailiz’ escrita ahora
como sigue:

Ali2=<Ali2(y)>+< ] 8yk> 19)

La metodologia para la solucién del proble-
ma correspondiente a i, =1 aplicando he-
rramientas de la teoria de las funciones de
variable compleja Z =Y, +1iy,, propone la
solucién de (16)-(18) en la forma:

N®(z) = Re{al [¢(2)-zz]+

<., (@
kz; aki(k—m ) (20)

N (z) =Re {i °c, 2 } ©1)
k=1

wiSIan
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Donde£(z) y £ (2) la funcién Zeta de
Weierstrass y sus K -ésimas derivadas de
periodos @, =1 y @, =1, que satisfa-
cen las relaciones ¢(z+1)-¢(2) =,
{(z+i)—¢(z)=—iz, y de periodicidad
¢ +w,)-¢¥(2)=0, (p=1,2) para
(k > 1), ver [5]. Para la aplicacién a placas
perforadas y resultados relativos al trabajo
con estas funciones elipticas se recomienda,
ademds, ver [6].

Las funciones definidas por (20) y (21) son
funciones analiticas en Y, y Y, , respectiva-
mente, cuyas partes real e imaginaria son
funciones armonicas, es decir, satisfacen la
ecuacion de Laplace. Esto significa que am-
bas funciones son soluciones de las ecuacio-
nes (16-18).

o0
[o]
El superindice 0 indica la suma Zk: se rea
=Ro

liza sobre los niimeros impares

Se puede observar que la funcién dada por (20)
es doblemente periddica con periodos @, =1
y W, = i, lo cual estd en concordancia con la
exigencia geométrica de encontrar la solucién
de (16)-(18) en esta clase de funciones.

Los coeficientes @, y C, son constantes rea-
les por determinar que se obtienen de evaluar
(20) y (21) en las condiciones de contacto (17)
y (18) sobre la circunferencia I". Pero antes
es conveniente desarrollara N " () en serie
de Laurent alrededor del origen.

La funcién N,V(z) tiene el siguiente desarro-
llo de Laurent alrededor del punto Z=0:

NP (z)= Re{—;ralz +i a7 +i °aki °nklz'},

1=1 k=1 1=1 (22)
Donde 7,#1, y estd definida por 71,=
~C, .S, donde C} =k!/I(k -I)!'yS, =

K+

z 1/(m+in)**les la suma de una serie con-
\rfné]rgente para K+1>2 ver [5]. La prima
sobre X indica que la suma doble se realiza
sobre todos los niimeros
para m=n=0.

enteros excepto

De la sustitucién de (20) y (21) en la condi-
cién de contacto (18) resulta la siguiente re-
lacién de dependencia entre los coeficientes
indeterminados a, y C,:

a o]
__b 0 _ —
CP o r2p +; aknkp 315 1p> p=

1,3,...(0 = z/sin u, = 7m/2). (23)

Procediendo de forma anéloga, de la con-
dici6n (21) resulta la siguiente relacién de
dependencia entre los coeficientes indeter-
minados @, y C,:

kil 3

_ L p "o _ 5
Cp - k 2p +z a nkp 3.15 p |[tX 1p’
2 r k=1

p=13,...(0 =x/sinu, u=r/2). (24)
donde y = || 0'||/(0'1 +0,).
Luego, combinando (23) y (24) resulta el si-

guiente sistema de infinitas ecuaciones alge-
braicas lineales respecto a las @, :

a, = ;(rz{(l—zral)élp +> °a,n,p},
=1

p=13,... (25)

Para este tipo de sistema, en particular, exis-
te una teoria matematica que permite obtener
su solucién mediante la reduccién a sistemas
finitos, es decir, su solucién se puede hallar
como limite de una sucesion de soluciones de
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sistemas finitos de orden N que se obtienen
del sistema infinito original considerando solo
las N primeras ecuaciones con sus corres-
pondientes términos independientes y las N
primeras incognitas. De igual forma, existe
una teoria aniloga al método de Cramer para
sistemas finitos (ver, por ejemplo, [7]).

A continuacién se mostrara que solo el coefi-
ciente & , solucién de (25), figura en la fér-
mula del coeficiente efectivo A, . Para lo cual
se recurre a la expresi6n (22) para i, =i, =1
resultando:

A, =<A1(y)>+<A1(y)%>. 26)

1

El segundo término del miembro derecho
de (26) puede ser transformado utilizando
el Teorema de Green para regiones conexas
como sigue:

<A11(Y)%> = Glm Nl(l)(y)dy2 -

1 oY
o [[INS (y)dy, + o [fIN (y)dy..
r r

La integral [ﬁ N"(y)dy, es igual a cero en
virtud de lachondiciones de periodicidad, o
sea, N(Y) toma valores iguales en las caras
opuestas de la celda periddica. Ademads, se

cumple que Dl:] N1(1)(y)dyz[l[]N1(Z)(y)dy2 de-

bido a la condicién (20). Consecuentemente,

resulta:
N |
<A](y)2yl>=—llall[ﬁNf)(y)dyz- e

Puede comprobarse que:
2
NSy, =r [ NS (re?)
r 0

2azmo,

cos@d@=—"L"L—7r-.
o] ®)

Revista Vision Electronica aiio 7 ndmero 1 pp. 149 - 159 enero - junio de 2013

Usando (27) y (28) se obtiene la siguiente ex-
presion para el coeficiente efectivo A :

A, =o (1-2a7). 29)

Es posible obtener una férmula explicita para
el coeficiente @, descomponiendo el sistema
infinito (25) en tres sistemas semejantes,
haciendo k=1, k=4s-1 y k=4s+1,
sucesivamente, teniendo en cuenta que 77,
se anula cuando K +1 no es de la forma 4t
obteniéndose:

(1 + ZVZ )al = Zrz [1 + z a4t_1774t_1 1 ja (30)

t=1

2(4s-1
Ay = 2T “ )[3177145_1 +Za4t+lf74t+l 45-1 ]a (8D

t=1

s\
Qe =217 Za4t—1n4t—l4s+1> (32)

t=1

paras =1,2,3,... De (30)-(32) resulta que:

2
a

xr
1~

= (33)
Yol gy, - viM W,

Donde ¢, =zr*, el supraindice T deno-
ta transpuesta, el vector Vp(VS), la matriz
M, (m) v el vector ¥, (¥;) tienen orden
infinito y sus componentes vienen dadas por:

Vs = re T 4s-1> (34)
m = 54t—1 4s-1 ergsz re 4t
i=1
-1 4i+1774i+1 4s-1> (35)
Ve =M1 (36)
parat,s=1,2,3, ...

La expresion final para Aﬂ luego de sustituir
(33) en (29) esta dada por:

wiSIan
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mW=aurlo)@8 Figura 2. Conductividad efectiva normalizada respecto a la matriz versus el area de las fibras,

comparada con las finas cotas de Bruno [8] y datos experimentales reportados
en Aboudi [9] para el coeficiente elastico axial

o,/ o (= 23.446186)

15
Cota superior (Bruno 1991)
MHA (37)
Datos experimentales (Aboudi 1991)
+  Cota inferior (Bruno 1991)
10
)
<
.‘
5 . ..."'.
- i ..
Gl
. '..i-"' .
nn..unnl"““w“
ﬂﬂnuﬂnuu!"‘“““
0
i} 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Fuente: elaboracién propia.

A

Anzo-l[l_zcz}(K], 37)

donde

1

- 1+ yc, —XZV-;M ;1\7p

K

= yr’a. (38

Cuando I — 0 resulta el caso limite AH =k
mientras que cuando K, — 0 de (37) resulta

17

el caso para el caso de fibras vacias.
1
IVErE
1+¢,-v,M ¥,
(39)

A =o, [1-2¢, K, ], donde K =

Por otra parte, cuando k2 — o0 de (37) se
obtiene el caso limite correspondiente a fi-

bras stper conductoras:

1
1=C, -V, MV
(40)

A;=0,[1+2c, K, ], donde K, =

Las ecuaciones (39) y (40) representan co-
tas inferior y superior, respectivamente,
para el coeficiente de conductividad térmica
efectivo A”.

La figura 2 muestra la variacién de la pro-
piedad efectiva normalizada o /o, versus
V, para las finas cotas de Bruno [8], datos
experimentales tomados de Aboudi [9] y
la prediccién efectiva correspondiente a la
férmula (37). Esta misma figura, pero en un
contexto eldstico, aparece en [10] como la
figura 4 [p. 490].
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Figura 3. “Abanico” de curvas efectivas reproducidas a partir de la formula (38), superiormente limitado
por la curva correspondiente a fibras infinitamente conductoras (40) e inferiormente por aquella
proporcionada por las fibras no conductoras (39)
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Fuente: elaboracién propia.

En la figura 3 se ilustra la variacién de las for-
mulas efectivas (38) para diferentes cocientes
0,/0,=0.9,6,20,120 y su acotamiento
inferiormente por el coeficiente efectivo
correspondiente a fibras porosas (39) y su-
periormente por el generado a partir de (40)
para fibras stper conductoras.

La propuesta de solucién (20-21) aparece en
[11] para el estudio de la propiedad efecti-
va antiplana de un compuesto como el de la
figura 1 pero con componentes eldsticas e
isétropas.

3. Conclusiones

En este trabajo se hallan los coeficientes que
caracterizan las propiedades efectivas de la
ecuacién del calor en medios fibrosos con

Revista Vision Electronica aiio 7 ndmero 1 pp. 149 - 159 enero - junio de 2013

contacto perfecto con ayuda del Método de
Homogeneizacién Asintética.

El problema de homogeneizacién del caso
poroso donde las fibras son vacias puede ser
modelado como un problema de frontera libre,
ver [1], ya que consiste en hallar directamen-
te los coeficientes Ai?iz , encontrando primero
la soluci6n 1-periédica Nif”(y) de los proble-
mas locales:

L, (Ni‘z” +, ) =0, yeY, (0

0
—(N"+y, )=0, (41)
an 2 2

Los casos limites para fibras vacias y super-
conductoras respectivamente constituyen
las cotas de los coeficientes conductivos

efectivos y una util herramienta de control

yel.
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de los célculos. Ademds, es posible com-
probar que satisfacen las férmulas de reci-
procidad de Keller [12], es decir, asumiendo
las notaciones A’ = A’(c,,0,c,,C,) ¥y
A7 = A (o7, 0,¢,,¢,), se cumple A° A® =1
Este resultado es importante pues, como se
veré en [13], permite predecir cotas variacio-
nales para la propiedad efectiva de compues-
tos lineales con contacto imperfecto.

En el ejemplo estudiado se resuelven ana-
liticamente los problemas locales pero esto
solo se logra en casos particulares, por lo
que resulta necesario emplear en las aplica-
ciones métodos numéricos eficientes para su
solucién (por ejemplo, en contextos mas ge-
nerales: via elementos finitos [14]-[16]; via
transformada rapida de Fourier [17,18], via
Wavelets [19], entre otros).
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