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Acerca de la homogeneización y propiedades efectivas de la ecuación del calor  

On homogenization and effective properties of the heat equation
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Resumen
Este es un trabajo de divulgación científica, dedicado a recorrer el pro-
blema de la conductividad térmica efectiva de un material heterogé-
neo bifásico tipo matriz-inclusión con microestructura periódica. El 
material compuesto es macroscópicamente isótropo y presenta contac-
to perfecto en las fases. El problema se estudia en el contexto de la 
homogeneización periódica. Las propiedades efectivas se determinan 
como resultado del Método de Homogeneización Asintótica (MHA). Se 
utilizan conocidas herramientas de la teoría de variable compleja para 
la resolución del problema sobre la celda periódica. Se presentan los 
casos límites. 
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Abstract
This is a work of scientific circulation inten-
ded to introduce the homogenization process 
from the heat equation. An example is studied 
for a medium made of two conducting mate-
rials, matrix and fibers. The fibers are perio-

dically distributed and embedded within the 
matrix. The composite is isotropic on the ma-
croscopic scale and perfect inter-facial con-
tact conditions are considered. The problem 
is studied in the context of periodic homoge-
nization. The effective conductivity tensor 
is calculated as a result of the application of 
the asymptotic homogenization method. The 
solution of the problem on the periodic cell 
is based on well-known tools of Complex Va-
riable Theory. Some limit cases are also pre-
sented.
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Introducción  

Un material compuesto consta de dos o más 
materiales homogéneos con diferentes pro-
piedades físicas y geométricas que se encuen-
tran indisolublemente unidos. La clasificación 
de los materiales compuestos puede ser re-
presentada por medios laminados (formados 
por láminas delgadas homogéneas alterna-
das); compuestos reforzados por fibras, por 
ejemplo, un sistema periódico de fibras unidi-
reccionales empotradas en un aglutinante lla-
mado matriz) y compuestos granulares (i.e., 
formados por inclusiones esféricas distribui-
das en una matriz polimérica).

La determinación de las propiedades glo-
bales o efectivas de materiales compuestos 
mediante métodos matemáticos, es una guía 
necesaria para orientar a los investigadores 
experimentales en la búsqueda de nuevos 
materiales con las propiedades óptimas de-
seadas. El modelo matemático para la inves-
tigación de medios heterogéneos provistos 
de una estructura periódica está dado por sis-
temas de ecuaciones diferenciales con coefi-
cientes periódicos y rápidamente oscilantes. 
El campo matemático que permite encontrar 
con un alto grado de exactitud las propieda-
des efectivas del compuesto a partir de las 
propiedades físicas y geométricas de sus 
componentes es llamado homogeneización.

En particular, la homogeneización asintóti-
ca se basa en la búsqueda de la solución del 
problema original en forma de un desarrollo 
asintótico a doble escala en la forma de se-
ries de potencias con respecto a un paráme-
tro pequeño, que representa el cociente en-

tre una característica geométrica de la celda 
periódica por una longitud representativa de 
todo el compuesto. Las escalas involucra-
das en dicho desarrollo asintótico contienen, 
respectivamente, información de la microes-
tructura y de la macroestructura del medio 
heterogéneo que se investiga. Este método 
nos permite transformar el problema original, 
en el cual aparecen coeficientes variables y 
rápidamente oscilantes sobre un medio hete-
rogéneo y anisótropo, en otro más simple, en 
el que los coeficientes son constantes sobre 
un medio homogéneo, siendo los coeficientes 
constantes que caracterizan al nuevo proble-
ma (o problema homogeneizado) los llamados 
coeficientes efectivos.

El MHA constituye una técnica efectiva 
para la investigación, tanto de las propieda-
des macroscópicas como microscópicas, de 
las estructuras periódicas. Tiene un carác-
ter universal por ser aplicable a todo tipo de 
proceso que pueda desarrollarse en medios 
periódicos, tales como elásticos, termoelásti-
cos, piezoeléctricos y otros. La convergencia 
de la solución del problema original a la del 
problema homogeneizado cuando el paráme-
tro geométrico tiende hacia cero se encuen-
tra rigurosamente demostrada en los trabajos 
de diferentes autores, así como cada uno de 
los teoremas que se utilizan para verificar la 
solubilidad de los problemas en los pasos del 
algoritmo hacia la construcción de una solu-
ción asintótica, véase [1]-[4].

Este texto ilustra mediante el ejemplo de un 
compuesto fibroso bifásico con propiedades 
conductivas isótropas y contacto perfecto en-
tre las fases, la utilización del MHA para la 
determinación de las propiedades efectivas. 
Primero, se plantea la formulación general 
del problema de conductividad, luego se de-
sarrolla la aplicación del método y, por último, 
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 se analiza el caso isótropo. El artículo es de 
divulgación del MHA para introducir a los in-
teresados en las ideas básicas de este método. 

1. Formulación del problema  

Sea un material compuesto bifásico periódico 
tipo matriz-inclusión que ocupa el dominio   
de ,sR  acotado y con contorno   infinita-
mente suave. Se denotan las regiones ocupa-
das por la matriz y las inclusiones como M y 
F, respectivamente. 

El problema de la conducción térmica en el 
medio antes descrito puede expresarse  ma-
temáticamente como:

  ( ),kj
k j

uA y f x x
x x
  

      
(1)

y la condición de frontera:

( ) 0, .u x x   (2)

En este caso, la función ( )f C   repre-
senta la densidad de las fuentes de calor y u , 
la temperatura, mientras que  kjA y R  (k, 
j= 1, 2,…) son los coeficientes de la matriz 
que define el tensor de conductividad térmica 
en cada punto 1 2( , , ..., ).lx x x x  Suponga-
mos que las componentes ( )kjA y  son fun-
ciones 1-periódicas respecto a la variable rá-
pida,  ( ) ,s

kjA y C R 1( , , )sy y y  , e 
infinitamente diferenciables excepto sobre la 
superficies suaves , de manera que las fun-
ciones kj

xA


 
 
 

 son   periódicas en x , siendo 
l
L

   un parámetro geométrico pequeño que 
representa el cociente entre longitudes carac-
terísticas de la celda periódica l  y de todo el 
compuesto  .

Las superficies   no se interceptan y solo un 
número finito tiene intersección con el cubo 
unitario. Sobre cada una de ellas los coefi-
cientes  kjA y

 
y todas sus derivadas pueden 

tener discontinuidades de primer orden. Se 
considera el convenio de suma respecto a los 
índices repetidos desde 1 hasta la dimensión 
s  del espacio. Los coeficientes del tensor de 
conductividad satisfacen las siguientes condi-
ciones de positividad y simetría:

( ) ( ),kj jkA y A y

10 ( , , )sc       

: ( ) ,s
kj k j k kA y c    R          (3)

Siendo la constante positiva c  independiente 
de   y de y. En un sentido clásico, el pro-
blema, en este caso, consiste en encontrar 
u  que satisface la ecuación (1) en aquellas 
regiones que no tienen contacto con las su-
perficies de discontinuidad ,  satisface la 
condición de contorno (2) y sobre  deben 
ser satisfechas las siguientes condiciones de 
contacto perfecto: 

  ,0u                             4)

,0







n
u

                        (5)

Donde nu   denota la derivada u
n





 

, 1

s

kj k
k j j

uA n
x


 , y el corchete denota el salto de la 

función en la transición sobre la interface  .

2. Aplicación del MHA  

Se propone la solución de (1)-(2) en la forma:

(2)
0( , ) ( , )u u x u x y   

2
1 2( , ) ( , ),u x y u x y                (6)
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Donde ( , )iu x y  son funciones 1-periódicas 
respecto a la segunda coordenada, e infinita-
mente diferenciables. 

Sustituyendo (4) en el miembro izquierdo de 
(1), aplicando la regla de la cadena 

( , ) ( , )
k k

d F x y F x y
dx x


 


 1 ( , ),
k

F x y
y

  
                    

(7)

e introduciendo la notación ( , )pqL u x y 

, 1

( , )( )
s

kj
k j k j

u x yA y
p q

  
    

  resulta

   2 1
0 1 0 0yy yy yx xyL u L u L u L u      

 0
2 1 1 0yy yx xy xxL u L u L u L u f     

 
(8)

Igualando a cero los términos de orden 
2 1 0, ,     de manera que la ecuación (1) 

será satisfecha por )2(u  hasta términos del or-
den  (donde los restantes términos de orden 
y 2 involucran la discrepancia), se obtienen 
las ecuaciones que definen a las funciones 

( , ) ( 0,1, 2)iu x y i  , cuya solución es única 
salvo una constante, véase [1].

0 0,yyL u                          (9)

1 0 0 ,yy yx xyL u L u L u             (10)

2 1 1 0 ,yy yx xy xxL u L u L u L u f         (11)

Donde x  y   son consideradas como variables 
independientes. Procediendo de forma análo-
ga en las condiciones de contorno y de fron-
tera, se logra una familia recurrente de ecua-
ciones diferenciales parciales, obteniéndose 

finalmente que 
1

1

0
1

( )( , ) ( ) ,i
i

v xu x N
x

  



 

donde 0v  es la solución de la ecuación ho-

mogeneizada 
2

0ˆ ( ),ij
i j

vA f x
x x



 

 y ˆ
ijA   

( ) ( )
( ) ( ) ( )

ik

j j
ij ik

k k

N y M y
A y A y A y

y
 

 
 

 

para ,i i iM N    representa los coeficien-

tes efectivos, mientras que .
 
es el opera-

dor de promediación  de una cierta función, 

el cual se define como  
1 ( )

y
f f x dx

Y
  , 

siendo Y  la medida de Y que en este caso 

es la unidad.

Por otra parte,   ),,1( 11
siNi 

 
es una 

solución 1-periódica del problema sobre la cel-
da periódica:

  ,,0
11 liiNL         (12) 

  ,0
1


 l

iN


                 (13)

1 1( )
0,

l

iN i
n



  
  

          (14)

.0
1
iN                   (15)

Se demuestra, por ejemplo, la proximidad 

0 ( )
( )

C
u v O 


 

 
donde u  es la solución 

del problema original (1)-(2) y 0v  es la so-
lución del problema promediado con la con-
dición de frontera .,0)(0  xxv . Ade-
más, es importante destacar la conservación 
de las propiedades de simetría y positividad 
de los coeficientes efectivos, (las demostra-
ciones aparecen en capítulo 4 de [1]).
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 2.1 Compuestos fibrosos, caso isótropo

Se estudia el comportamiento global de un 
material compuesto bifásico formado por fi-
bras cilíndricas unidireccionales homogéneas 
e isótropas, de sección transversal circular, 
que se encuentran periódicamente distribui-
das en un medio isótropo (matriz) del espacio 
Ox1x2x3, de manera que los ejes de simetría 
de las fibras tienen la misma dirección del 
eje Ox3 . Este caso corresponde a un pro-
blema de homogeneización bidimensional y 
podemos seleccionar como celda periódica 
para el planteamiento de los problemas lo-
cales a la representada en la figura 1, donde 
M y F representan matriz y fibra denotadas 
por Y1 y Y2, respectivamente. La interfaz li-
mítrofe se corresponde con la circunferencia 

2 2 2
1 2: y y r    donde r es el radio del cír-

culo F.

En virtud de la isotropía de cada una de las 
fases podemos escribir el tensor de conduc-
tividad térmica como ( ) ( )kj kjA y y  

1 1

2 2

, ,

, ,
kj

kj

y Y
y Y

 

 


 

 siendo 








,,0
,,1
jk
jk

kj  la 

delta de Kronecker.

De las ecuaciones y condiciones (1)-(2) resul-
tan los problemas locales )2,1( 22

iLi  defi-
nidos por las ecuaciones de Laplace en cada 
una de las regiones ( 1, 2) :Y  

2 2

2

2 ( ) 2 ( )
( )

2 2
1 2

( ) ( )
( ) i i

i

N y N y
N y

y y

 
  

   
 

1 20, ( , ) ( 1, 2),y y y Y    (16)

y por las condiciones de contacto perfecto so-
bre la circunferencia :

2
( ) 0,iN y    (17)

 2

2

( )
( ) ( ) ,i

k i
k

N y
y n y n

y
 

 
   

(18)

donde   1 2( ) ( ) ( ).f y f y f y 

La solución de los problemas locales (16)-
(18) es necesaria para la determinación de 
los coeficientes efectivos 

21
ˆ

iiA , escrita ahora 
como sigue:

2

1 2 1 2 2

ˆ ( ) ( ) .i
i i i i ki

k

N
A A y A y

y


 


 

(19)

La metodología para la solución del proble-
ma correspondiente a 12 i  aplicando he-
rramientas de la teoría de las funciones de 
variable compleja 1 2z y iy  , propone la 
solución de (16)-(18) en la forma:

 )(Re)( 1
)1(

1




 zzazN Re

,
)!1(

)(
3

)1(














k

k

k
o

k
za 

1)!
             (20)

,Re)(
1

)2(
1









 


k

k
k

o zczN Re        (21)

Figura 1. Celda Periódica 

Fuente: elaboración propia.
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Donde )(z  y )()( zk  la función Zeta de 
Weierstrass y sus k -ésimas derivadas de 
períodos 11   y i2 , que satisfa-
cen las relaciones ,)()1(   zz

,)()(  iziz   y de periodicidad 
)2,1(,0)()( )()(  pzwz k

p
k   para 

)1( k , ver [5]. Para la aplicación a placas 
perforadas y resultados relativos al trabajo 
con estas funciones elípticas se recomienda, 
además, ver [6]. 

Las funciones definidas por (20) y (21) son 
funciones analíticas en 1Y  y 2Y , respectiva-
mente, cuyas partes real e imaginaria son 
funciones armónicas, es decir, satisfacen la 
ecuación de Laplace. Esto significa que am-
bas funciones son soluciones de las ecuacio-
nes (16-18). 

El superíndice o  indica la suma 


 0kk

o
 se rea

liza sobre los números impares k .

Se puede observar que la función dada por (20) 
es doblemente periódica con períodos 11   
y i2 , lo cual está en concordancia con la 
exigencia geométrica de encontrar la solución 
de (16)-(18) en esta clase de funciones.

Los coeficientes ka  y kc  son constantes rea-
les por determinar que se obtienen de evaluar 
(20) y (21) en las condiciones de contacto (17) 
y (18) sobre la circunferencia  . Pero antes 
es conveniente desarrollar a )()1(

1 zN en serie 
de Laurent alrededor del origen.

La función N1
(1)(z) tiene el siguiente desarro-

llo de Laurent alrededor del punto :0z

(1)
1 1

1 1 1
( ) Re ,o l o o l

l k kl
l k l

N z a z a z a z 
  



  

     
 

  
(22)

Donde  kl lk  y está definida por  kl= 

lk
l

lk SC  1  donde (!/! klkC l
k  l )! y Sk+l= 


nm,

'
 1/(m+in)k+les la suma de una serie con-

vergente para 2 lk , ver [5]. La prima 

sobre   indica que la suma doble se realiza 

sobre todos los números  enteros excepto 

para .0 nm

De la sustitución de (20) y (21) en la condi-
ción de contacto (18) resulta la siguiente re-
lación de dependencia entre los coeficientes 
indeterminados ka  y kc :

,11
1

2   




paa
r
a

c p
k

kpk
o

p
p

p  kp

,sin(,3,1   /2).     (23)

Procediendo de forma análoga, de la con-
dición (21) resulta la siguiente relación de 
dependencia entre los coeficientes indeter-
minados ka  y kc :

11
1

2
2

1  







 





aa
r
a

k
kc p

k
kpk

o
p

p
p  kp 

1p,

,sin(,3,1   p /2).   (24)

donde 1 2( ).    

Luego, combinando (23) y (24) resulta el si-
guiente sistema de infinitas ecuaciones alge-
braicas lineales respecto a las ka :

,)1(
1

11
2









 





aara
l

lpl
o

p
p

p   lp

,3,1p  
                   

(25)

Para este tipo de sistema, en particular, exis-
te una teoría matemática que permite obtener 
su solución mediante la reducción a sistemas 
finitos, es decir, su solución se puede hallar 
como límite de una sucesión de soluciones de 
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 sistemas finitos de orden N  que se obtienen 
del sistema infinito original considerando solo 
las N  primeras ecuaciones con sus corres-
pondientes términos independientes y las N  
primeras incógnitas. De igual forma, existe 
una teoría análoga al método de Cramer para 
sistemas finitos (ver, por ejemplo, [7]).

A continuación se mostrará que solo el coefi-
ciente 1a , solución de (25), figura en la fór-
mula del coeficiente efectivo 11Â . Para lo cual 
se recurre a la expresión (22) para 121  ii  
resultando:

1
11 11 11

1

ˆ ( ) ( ) .NA A y A y
y


 


(26)

 El segundo término del miembro derecho 
de (26) puede ser transformado utilizando 
el Teorema de Green para regiones conexas 
como sigue:

(1)1
11 1 1 2

1

( ) ( )
Y

NA y N y dy
y

 



 

 �

(1) (2)
1 1 2 2 1 2( ) ( ) .N y dy N y dy 
 

 � �

La integral 
Y
� (1)

1 2( )N y dy es igual a cero en 

virtud de las condiciones de periodicidad, o 

sea, ( )N y  toma valores iguales en las caras 

opuestas de la celda periódica. Además, se 

cumple que 

� (1)

1 2( )N y dy

� (2)

1 2( )N y dy  de-

bido a la condición (20). Consecuentemente, 

resulta:

(1)1
11 1 2

1

( ) ( ) .NA y N y dy
y





 

 �   (27)

Puede comprobarse que:
2

(1) (1)
1 2 1

0

( ) ( )iN y dy r N re






 �

21 12cos .ad r  


 
        (8)

Usando (27) y (28)  se obtiene la siguiente ex-
presión para el coeficiente efectivo 11Â :

 11 1 1
ˆ 1 2 .A a              (29)

Es posible obtener una fórmula explícita para 
el coeficiente 1a  descomponiendo el sistema 
infinito (25) en tres sistemas semejantes, 
haciendo 1, 4 1k k s    y ,14  sk  
sucesivamente, teniendo en cuenta que kl  
se anula cuando lk   no es de la forma t4 , 
obteniéndose:

  ,11
1

11414
2

12 







 






t
ttaraV 

  
(30)

,
1

1414141411
)14(2

14 







 









t
stts

s
s aara    (31)

,
1

141414
)14(2

14 






 

t
stt

s
s ara      (32)

para ,3,2,1s  De (30)-(32) resulta que: 

pp
T
p vM

ra ~c1 12
2

2

1 





,     (33)

Donde ,c 2
2 r  el supraíndice T  deno-

ta transpuesta, el vector )( spv  , la matriz 
)( stp mM  y el vector )~(~

spv   tienen orden 
infinito y sus componentes vienen dadas por:

,141
8

 s
s

s r              
 
(34)





 

1
4

882
1414

i
t

is
stst rrm 

 1414141 ,sii     (35)

,~
114  ts 

 
(36)

para ,3,2,1, st

La expresión final para 11Â  luego de sustituir 
(33) en (29) está dada por:
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Figura 2.  Conductividad efectiva normalizada respecto a la matriz versus el área de las fibras,   
comparada con las finas cotas de Bruno [8] y datos experimentales reportados    
en Aboudi [9] para el coeficiente elástico axial

Fuente: elaboración propia.

 11 1 2
ˆ 1 2c ,A K

  donde 1
2

1 .
1 T

p p p

K
M v 

 c 

(40)

Las ecuaciones (39) y (40) representan co-
tas inferior y superior, respectivamente, 
para el coeficiente de conductividad térmica 
efectivo  11Â .

La figura 2 muestra la variación de la pro-
piedad efectiva normalizada 1/   versus 

2V  para las finas cotas de Bruno [8], datos 
experimentales tomados de Aboudi [9] y 
la predicción efectiva correspondiente a la 
fórmula (37). Esta misma figura, pero en un 
contexto elástico, aparece en [10] como la 
figura 4 [p. 490].  

 11 1 2
ˆ 1 2c ,A K           (37)

donde

2
12 1

2

1 .
1 T

p p p

K r a
M v


    

 c 
  

(38)

Cuando 0r  resulta el caso límite 11Â  =k1., 
mientras que cuando 02 k  de (37) resulta 

el caso para el caso de fibras vacías. 

 0
11 1 2 0

ˆ 1 2c ,A K  donde 0 1
2

1 .
1 T

p p p

K
M v 

 c 

 

(39)

Por otra parte, cuando 2k  de (37) se 

obtiene el caso límite correspondiente a fi-

bras súper conductoras:

11.indd   156 31/08/2013   06:28:30 p.m.



Revista Visión Electrónica año 7 número 1 pp. 149 - 159 enero - junio de 2013 157

ACERCA DE LA HOMOGENEIZACIÓN Y PROPIEDADES EFECTIVAS DE LA ECUACIÓN DEL CALOR

 

En la figura 3 se ilustra la variación de las fór-
mulas efectivas (38) para diferentes cocientes 

2 1 0.9,6, 20,120    y su acotamiento 
inferiormente por el coeficiente efectivo  
correspondiente a fibras porosas (39) y su-
periormente por el generado a partir de (40) 
para fibras súper conductoras. 

La propuesta de solución (20-21) aparece en 
[11] para el estudio de la propiedad efecti-
va antiplana de un compuesto como el de la 
figura 1 pero con componentes elásticas e 
isótropas. 

3. Conclusiones  

En este trabajo se hallan los coeficientes que 
caracterizan las propiedades efectivas de la 
ecuación del calor en medios fibrosos con 

contacto perfecto con ayuda del Método de 
Homogeneización Asintótica. 

El problema de homogeneización del caso 
poroso donde las fibras son vacías puede ser 
modelado como un problema de frontera libre, 
ver [1], ya que consiste en hallar directamen-
te los coeficientes 0

21
ˆ

iiA , encontrando primero 
la solución 1-periódica 

1

(1) ( )iN y  de los proble-
mas locales:

 2 2

(1)
10,yy i iL N y y Y      (40)

 2 2

(1) 0, .i iN y y
n


  


     (41)

Los casos límites para fibras vacías y super-
conductoras respectivamente constituyen 
las cotas de los coeficientes conductivos 
efectivos y una útil herramienta de control 

Figura 3. „Abanico‰ de curvas efectivas reproducidas a partir de la fórmula (38), superiormente limitado 
por la curva correspondiente a fibras infinitamente conductoras (40) e inferiormente por aquella 
proporcionada por las fibras no conductoras (39)

Fuente: elaboración propia.
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de los cálculos. Además, es posible com-
probar que satisfacen las fórmulas de reci-
procidad de Keller [12], es decir, asumiendo 
las notaciones 0 0

11 11 1 1 2
ˆ ˆ ( ,0, , )A A  c c  y 

1
11 11 1 1 2

ˆ ˆ ( , , c ,c )A A     , se cumple 0
11Â ˆ

11
A  =1 

Este resultado es importante pues, como se 
verá en [13], permite predecir cotas variacio-
nales para la propiedad efectiva de compues-
tos lineales con contacto imperfecto. 

En el ejemplo estudiado se resuelven ana-
líticamente los problemas locales pero esto 
solo se logra en casos particulares, por lo 
que resulta necesario emplear en las aplica-
ciones métodos numéricos eficientes para su 
solución (por ejemplo, en contextos más ge-
nerales: vía elementos finitos [14]-[16]; vía 
transformada rápida de Fourier [17,18], vía 
Wavelets [19], entre otros).
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