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Es frecuente en el trabajo de ciertas adreas de las matemadticas, y en
sus aplicaciones en otras ramas de la ciencia y la ingenieria, construir
objetos enriquecidos con propiedades universales, a partir de objetos
dados. Estas ideas motivan las definiciones de subcategorias reflexivas
y correflexivas, nociones que expresan mejoramiento, optimizacion y
densidad. En este articulo se hace una revisiéon de la teoria relacionada
con las subcategorias reflexivas y correflexivas de la categoria de los
espacios topolégicos, y a este respecto se proponen nuevos métodos
de construccién de dichas categorias en las categorias de los espacios
topologicos y en la de los espacios topoldgicos punteados.
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Abstract:

Often working in certain areas of mathemat-
ics and its applications in other branches of
science, fortified building objects from uni-
versal properties of given objects. These
ideas motivate the definitions of coreflective
and reflective subcategories, expressing no-
tions improvement, optimization and densi-
ty. In this article we review the theory of re-
flective and coreflective subcategories of the
category of topological spaces and proposes
new methods of construction of these cate-
gories in the category of topological spaces

and in the category of topological spaces
with base point.

Keywords:
Reflective subcategory, coreflective subcate-
gory, topological space, functor

1. Introduccion

Es frecuente en el trabajo de ciertas dreas de
las matemadticas construir objetos enriqueci-
dos con propiedades universales, a partir de
objetos dados. Estas ideas motivan las defi-
niciones de subcategorias reflexivas y corre-
flexivas, nociones que expresan mejoramien-
to, optimizacién y densidad.
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Para citar algunos ejemplos relacionados con
el area de la topologia, que sera el centro de
atencién en este trabajo, la categoria de los
espacios compactos Hausdorff es una subca-
tegoria reflexiva de la categoria de los espa-
cios completamente regulares. En este caso
el proceso de optimizacion es precisamente
la compactificaciéon de Stone- C ech, que de-
fine un funtor adjunto a izquierda del funtor
de inclusién de los compactos Hausdorff en
los completamente regulares. Para citar otro
ejemplo, la categoria de los espacios métricos
es una subcategoria reflexiva de la categoria
de los espacios pseudométricos, lo cual sig-
nifica que todo espacio pseudométrico deter-
mina un espacio métrico con cierta propiedad
universal.

En este articulo se hace una revisién bi-
bliogrifica de la teoria relacionada con las
subcategorias reflexivas y correflexivas, en
particular de la categoria de los espacios to-
polégicos. Se muestran algunos métodos de
construccién de subcategorias reflexivas y
correflexivas en la categoria de los espacios
topoldgicos Top, asi como también en la ca-
tegoria de los espacios topoldgicos punteados
Top*. En particular, en los ejemplos anotados
anteriormente, el objeto y su mejorado cam-
bian de conjunto subyacente. En [1], a través
de endofuntores denominados elevadores y
coelevadores, que se construyen a través de
topologias iniciales y finales, se muestran al-
gunas formas de construir subcategorias re-
flexivas y correflexivas en Top sin cambiar el
conjunto subyacente, de tal manera que sus
puntos fijos forman una subcategoria reflexi-
va o una subcategoria correflexiva de Top. En
este trabajo, esta teoria se complementa, de
manera original, con un proceso similar, pero
partiendo de funciones continuas en lugar de
espacios topolégicos.

Un tema que consideramos central en este
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trabajo es el estudio de la categoria Top*, en
la cual se estudian y se complementan, entre
otros, los métodos dados en [2], en aspectos
relacionados con la topologia general, la teoria
de categorias y la topologia categérica.

2. Conceptos basicos

En este apartado se presenta la teoria basi-
ca relacionada con subcategorias reflexivas y
correflexivas y se ejemplifica en las dreas del
dlgebra y la topologia, siendo esta tltima el
contexto de interés de la investigacién aqui
presentada.

2.1. Subcategorias reflexivas y correflexivas

Definicion 1: sea C una categoria y H una
subcategoria de C. Se dice que H es re-
flexiva en C, si para todo objeto V de C
, existe un objeto V" en H y un morfismo
ry:Vv — V", llamado la reflexién de V , ta-
les que para todo objeto U de H y todo mor-
fismo f :V — U, existe un tnico morfismo
f7:V'—>U enHtalque f or, = f [3].

Puede observarse, ficilmente, que la re-
flexién de cada objeto es tnica, salvo isomor-
fismos, y que el morfismo r,:V —V  esun
epimorfismo. Ademds, si H es reflexiva en
C y K es reflexiva en H, entonces K es
reflexivaen C.

Definicién 2: dados los funtores F :C — D
y G:D — C, se dice que F es adjunto a iz-
quierda de G y que G es adjunto a derecha
de F, si para todos los objetos X de C y
Y de D se tiene el isomorfismo natural de

clases [F(X) Y], = X,G(Y] ' [4].

1 Engeneral, [ A, B].. corresponde alos morfismos

de A en B de una categoria C.
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Proposiciéon 1: H es una subcategoria re-
flexiva de una categoria C, siy solamente si
el funtor inclusién /:H — C tiene adjunto
a izquierda [3]. De manera dual, se tiene el
concepto de subcategoria correflexiva y su
correspondiente caracterizacién en términos
de la adjuncién.

Ejemplos

1.

La subcategoria plena de Top forma-
da por los espacios completamente re-
gulares, es una subcategoria reflexiva
de Top. En efecto, sea (X7) un espa-
cio topologico y sea (X;z.), donde una
base para 7, estd formada por la familia
{4]14=X\fY0),f:(X,T) >R}, en tal
caso, ((X,z))/) es lareflexion de (X;7) [1, 5].
Sea Top, la subcategorfa de los espacios
T, entonces, Top, es subcategoria re-
flexiva en Top. En efecto, sea (X;7) un es-
pacio topolGgico sobre el conjunto X, se
define la relacién de equivalencia: , asf:
X|Yy & X =y, entonces, se construye
el espacio X/: y se considera la aplicacién
canonica j-X—X/: y sobre X/ se define la
topologia cociente, que denotamos por
B, entonces, el morfismo j:(X,7)—(X-,5)
es continua y ademds se cumple que
si (Za) es un espacio topologico T, y
f{(X1)—(Za) es continua. El morfismo
¢:(X:.,B)— (Z.a) definido por #([x])=f(x)
es el tinico que hace ¢°j=f; en efecto (¢<))
()=¢((x))=¢(IxD=F(x) [6].
Sea C=Met, la categoria de los es-
pacios métricos, cuyos morfismos son
funciones uniformemente continuas, y
H = la subcategoria plena de los espa-
cios métricos completos. Entonces, si
(X,d) es un objeto de Met, se cons-
truye el espacio (X*d*), donde X* es
completacion del espacio métrico (X,d).
Asi, ((X*d*),i) es la reflexion de (X,d).
En efecto, sea (Z,7) un espacio métrico
completo y sea f:(X,d)—(Z#) una fun-

cién uniformemente continua. De esta
manera, el morfismo ¢:(X*d*)—(Z,y),
definido por ¢(x)=f(x), es uniforme-
mente continuo y cumple @oi=f.

Sea X un conjunto no vacio y p(X)
el conjunto de partes de X. Sea C la
categoria que determina la relacién
de contenencia en el conjunto (X).
Sean: 7 una topologia sobre Xy H la
categoria que determina la relacién de
contenencia en . Entonces, H es una
subcategoria reflexiva en C. En efec-
to, sea Ae p(X). Asi, 4 contiene a A (4
es la adherencia de A), y Aez°. Ahora
bien, si existe un conjunto B en %, tal
que B contiene a A, por ser 4 el menor
conjunto cerrado que contiene a A, se
tiene que B contiene a A4, de lo cual se
induce la reflexién de A.

Sea C=HComp la categoria de los
espacios compactos Hausdorff y sea
H = Tych Ila categoria de los espacios
Tychonoff (o espacios completamen-
te regulares). Entonces, mediante la
compactacién de Stone- C ech, para
cada espacio completamente regular
(X,7), su compactificacién es B(X) ,y
(B(X) i) eslareflexion de (X,7) [6].
Sea X un conjunto no vacio y @(X) el
conjunto de partes de X. Sea C la ca-
tegoria que determina la relacién de
contenencia en el conjunto ¢(X). Sean
7 una topologia sobre Xy H la catego-
ria que determina la relacién de conte-
nencia en 7. Entonces, H es una subca-
tegoria correflexiva en C. En efecto,
sea Aep(X). De esta manera, A° es
subconjunto de A (A° es el interior de
A), y A’er. Si existe un conjunto B en 7,
tal que B es subconjunto de A, por ser
A° el mayor conjunto abierto contenido
en A4, B es un subconjunto de A% de lo
cual se induce la correflexion de A [7].
Sea C la categoria de los espacios topo-
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l6gicos punteados. Los objetos de esta
categoria son los espacios topolégicos
en los cuales se ha fijado un punto base
y los morfismos son las funciones con-
tinuas que preservan el punto base [7].
Sea H la subcategoria plena de C
formada por los espacios topolégicos
conexos punteados. H es reflexiva en
C. En efecto, sea (X,7,,x,) un espacio
topolégico punteado cualquiera y sea
X*la componente conexa de X,. Enton-
ces, se determina el espacio topolégico
(X*1,,.x,), donde t,, es la topologia re-
lativa a X*.

El espacio topolégico (X*1z,,) es co-
nexo y la inclusién i:X*—X es continua
y es la correflexiéon de X.

8. Sea C =Topy K = la categoria de los
espacios secuenciales (es decir, espa-
cios en los que todo subconjunto se-
cuencialmente cerrado es cerrado). Si
(X,7) esun objeto en C, se define r'={A
c X | X4 es secuencialmente compac-
to en (X,7)}. De esta manera, (X,7) es
una topologia sobre X; teniéndose que
((X.7)).id, ) es la correflexion (X;z). En
efecto, sea (w,a) un espacio topologi-
co secuencial y sea f=(Z,a)—(X,7) una
funcién continua. Entonces, la funcién
0:(Z,a)—(X 1), definida por ¢(x).=AX)
es continua en K [6]. Ademas, es la
tnica funcién continua que cumple
idep=f. Otra demostracién, haciendo
uso de funtores elevadores, puede en-
contrarse en [8] y [5].

3. Un método de construccion
de subcategorias reflexivas y
correflexivas en la categoria Top

En algunos de los ejemplos considerados en
la seccién anterior, en particular en los rela-
cionados con el drea de la topologia, dados en
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los ejemplos 2, 3, 5y 7, un espacio y su re-
flexi6én no tienen en general el mismo conjun-
to subyacente, lo que si sucede en el ejemplo
8. Siguiendo a [5], en esta seccién se muestra
un método de construccién de subcategoras
de Top donde el espacio de partida y su re-
flexion (correflexién) tienen el mismo conjun-
to subyacente; es de anotar que el método en
cuestién estd relacionado con las topologias
iniciales y finales. Consideramos interesante
el hecho de que las subcategorias construi-
das son ademds categorias topoldgicas, en el
sentido de [3]. Adicionalmente, se presentan
algunos resultados que complementan lo de-
sarrollado en [5].

3.1. Topologias iniciales y finales

En la categoria de los espacios topolégicos, la
coleccién de topologias sobre un conjunto X
tiene estructura de reticulo completo, con el
orden inducido por la inclusién, siendo la topo-
logia grosera el minimo y la discreta el maxi-
mo. Dada un familia de topologias sobre X, el
infimo est4 dado por la interseccién y el supre-
mo por la topologia generada por la reunion.

Por otra parte, en la categoria de los espa-
cios topoldgicos Top se resuelve el siguien-
te problema: dada una funcién f.X—Yy 7,
una topologia sobre Y, se puede construir
sobre el conjunto X la topologia “z,”” llama-
da topologia inicial, de la siguiente manera:
t,={f'(B)|Bez}. De esta forma, la funcién
f:(X.t)—(Yz,) resulta continua y 7, es la
menor topologia sobre X que hace de f una
funcién continua. Ademds, para todo espacio
topolégico (Z,z,) y cualquier funcién g:Z—X
tal que 4:(Z,z,)—(Y7,) sea continua y ~=f°g,
entonces, g:(Zz,)—(Xr, ), es continua. En
forma dual, dada una funcién f:X—Y'y 7, una
topologia sobre X, se construye la topologia
sobre Y.z, ={BcY | f(B)ez,}; llamada topolo-
gia final. De esta forma, la funcién f:(X,z,)—(Y,
7,) es continuay 7, es la mayor topologia sobre
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Y que hace de f una funcién continua. Adema4s,
para todo espacio topoldgico (Z,z,) y cualquier
funcién g:Y—Z tal que h=g°f sea continua, la
funcién g:(¥,z,)—(Z,) es continua. En parti-
cular, cuando la f es sobreyectiva, se dice que
7, es una topologia cociente.

Un caso particular de una topologia final es el
siguiente: dados un espacio topoldgico (X.z,)
y una relacién de equivalencia R sobre X, se
construye el conjunto cociente X/R; adicional-
mente, se tiene de manera natural la funcién:

JX—X/R
x—=J(X)=[x]

Entonces, se puede construir la topologia co-
ciente sobre (X/R).

El cilindro, el toro, la cinta de M6bius y la bo-
tella de Klein son subespacios de R3 que se
obtienen mediante la construccién anterior,
definiendo para cada caso una relacién ade-
cuada en un rectingulo, considerando este
como subespacio de R? (ver [9]).

De forma més general, ver [3] o [6] en Top sea
S=(f,X) un sumidero cuyo dominio es la fami-
lia (X, z,) para todo A€A. Entonces, la topologia
final para X, correspondiente a la familia {7}
AV AR} est i={UcX | f(U)er, VieA}.
Asi, las funciones f:(X,7,)—(X,7) son conti-
nuas y cumplen la propiedad universal a dere-
cha, para todo A€A. Dicha topologia se llama
topologia final para el sumidero. De mane-
ra dual, se tiene la estructura inicial para la
fuente: F:(X,f), cuyo codominio es la familia
(X,7,). Entonces, la topologia inicial para X,
correspondiente a {z;},_, vy {f},_,, es la topo-
logia 7 generada por la familia: 4={f*(u)cX |
u, €74}, donde las funciones f: (X,7)— (X,7)
son continuas y cumplen la propiedad univer-
sal a izquierda para todo A€ A.

3.2 Construccion de subcategorias
reflexivas y correflexivas a traves
de topologias iniciales y finales

Haciendo uso de topologas iniciales y finales,
veremos la forma de construir una clase de en-
dofuntores de Top, a los que denominamos fun-
tores elevadores y coelevadores de estructura,
los cuales generan mediante sus puntos fijos
reflexivas y correflexivas de Top.

Definicién 3: sea E:Top—Top un funto. Deci-
mos que E es un elevador de estructura o sim-
plemente un elevador, si cumple: 1.0E=0,
donde O es el funtor olvido de Top en Conj,
siendo Conj la categoria de los conjuntos y 2.
X<E(X).

Andlogamente, se dice que un endofuntor C
es un coelevador de estructura, si cumple (1)
y C(X)<X, para todo XeTop, [5].

Definicion 4: un funtor E:Top—Top se llama
idempotente si E°E=E. En tal caso, los puntos
fijos de E coinciden con su imagen E(Top). En
adelante E(Top) ser4 la subcategoria plena de
Top

Proposicion 2: si E: Top— Top es un elevador
idempotente, entonces £(Top) es una subca-
tegoria correflexiva de Top [5].

En efecto: sea XeTop. Como E es eleva-
dor, entonces XeE(X), es decir, la funcién:
i E(X)—X es continua y E(X) es la corre-
flexién de X.

De forma dual, si C:Top—Top es un coele-
vador idempotente, entonces C(Top) es una
subcategoria reflexiva de Top. Es ficil ver que
los elevadores preservan la propiedad de ser
Hausdorff y los coelevadores preservan la co-
nexidad y la compacidad.
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Se ver4 enseguida una forma de construir ele-
vadores y coelevadores a partir de espacios
topologicos.

Sean W y X espacios topolégicos. En la colec-
cién de funciones continuas f:W—JX, al olvidar
la topologia de X se tiene el sumidero que nota-
mos: S(WX)={f: W—X| fe [W,X]Top} la estructu-
ra final para s(W,X) se escribe Fs(W,X)=X [5].

De la definicién de topologia final para un su-
midero, se tiene que

1. X<Fs(W,X)
2. [WX]= WFs(WX)],,,

En adelante, por simplicidad en la escritura se
escribird [, X], en vez de [W,X]Top Como con-
secuencia de la observacién anterior se tiene
de inmediato el siguiente teorema.

Teorema 1: sea W un espacio topologico. La
aplicacion

E,;Top—Top
X—E,(X)=Fs(1.X)
E,(f)=f

define a £, como un elevador idempotente
en Top

Observaciones:
1. E,(W)=W

2. E, (Top)es una categora topolégica, no-
cién que puede ser consultada en [5].

3. E,(Top) es correflexiva en Top.

De manera dual, haciendo uso de estructuras
iniciales, un espacio topolégico da origen a un
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coelevador idempotente C.

Ejemplos

1. SeaN el conjunto de los niimeros naturales
N_=Nu{ew}, 7, =P(N)Ju{Au{}NI4}.
La subcategoria plena de Top formada por
los espacios secuenciales corresponde
a E(Top). Por lo tanto, E,_(Top) es una
subcategoria correflexiva de Top (un es-
pacio X es secuencial si cada subconjunto
secuencial abierto de X es abierto. Un sub-
conjunto AcX es secuencialmente abierto
si cada sucesion en X que converge a un
punto de A, estd eventualmente en A. En
otras palabras, por fuera de A hay un ni-
mero finito de elementos de la sucesién).

2. La subcategoria plena de Top, formada
por los espacios completamente regula-
res, corresponde a C(Top), donde /=[0,/]
y C, es el coelevador correspondiente a
1, de Top en Top. Por lo tanto, CR es una
subcategoria reflexiva de Top.

3. Si W={}, sobre este conjunto se puede
definir una tnica topologia. Ahora, la ima-
gen del elevador £, corresponde a la sub-
categoria plena de Top, formada por los
espacios discretos.

4. S1W={}, laimagen del coelevador C,, co-
rresponde a la subcategoria plena de Top,
formada por los espacios con topologia
grosera.

3.3. Elevadores idempotentes a partir de
funciones continvas

Los elevadores y coelevadores construidos a
partir de un espacio topoldgico dado pueden
considerarse como construidos a partir de la
funcién identidad de dicho espacio. Con esta
idea, esta seccién generaliza este hecho, de
manera que los resultados obtenidos son ori-
ginales y de cardcter mis general. Su impor-
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tancia radica en que de acuerdo con la propo-
sicién 3, se generan métodos de construccién
de subcategorias correflexivas de Top.

Sea h: W,— W, una funcién continua para cada es-
pacio topologico X, sea S ={g:W,—X;ge[W,X],, }
yseaS ch={g°h.W,—X;geS }.

Considérese en Top la aplicacién E, que asig-
na a cada espacio topolégico X el espacio
E, (X)=F,, y a cada funci6n continua f la fun-
cién E, (f)=f

Dada una funcién fX—Y la funcién
SE(X)—E, (Y) resulta continua. Esto deter-
mina el funtor

E, :Top—Top

X—E, (X)

Observaciones

1. El funtor E, :Top—Top es un elevador
idempotente y, por tanto, £, (Top) es una
subcategoria correflexiva de Top [2].

2. Para cada espacio topoldgico W se cumple
E,=E h

Por tanto, un espacio y su funcién identi-
dad generan la misma subcategoria corre-
flexiva de Top.

3. Si h:W, —W, es una funcién conti-
nua, entonces F(W,X)F, , es decir,

EWZ(X)SEh(X)'

4. Sean h:W, —W,y h:W,—W, funciones
continuas, entonces, E_<E, ., -
2 ool

5. Sean ]fge[W,W]Top y A={f¢}. Entonces,
Ac[W.W],,,. Considerando E, el elevador
correspondiente al conjunto A, definido
de manera natural, se cumple E,=ENE o

es decir, E, (X)= E(X)nE (X), para ¢ todo
espacio topologico X.

6. Si A={f g}, B={f}, Bc[W,W], BcA, enton-
ces, E (X)< E,(X).

7. SiAcB; A,Bc[W,W] entonces, E,(X)< E(X).

8. Sige[W, W]Top es un homeomorfismo, en-
tonces, Eg(X);EW. Por tanto, un espacio
topolégico y cualquiera de sus homeo-
morfismos generan la misma subcatego-
ria correflexiva de Top.

9. Sea I, ={W—L—W]|f esisomorfismo}z,

entonces, I._c[W,W]. Luego, existe E._y

? Tiso iso

se tiene Eiso;EW.

10. Si A={fg}; g es isomorfismo. Entonces
E,=E,, es decir, E,(X)=E(X) para todo es-
pacio topolégico X.

11. SiAc[W, W], v I <A entonces, E,(X)=E

s0—

soX), s decir, E,(X)=E ,, (X) para todo
espacio topologico X.

12. Si fe[W,W]TOp y f es constante, entonces
E(X)=(X.D), donde D es la topologia dis-
creta.

13. Si E (X)=E(X); no necesariamente f=g. En
efecto, sean f,g:W—W funciones constan-
tes de valores w, y w, respectivamente,
con W, #w,. Entonces, Eg(X) =E(X)y ffg.

Definicion 5: Sean f.ge[W W], se define
f:g, si y solamente si 3h homeomorfismo,
tal que f=geoh. Claramente, esta relacién es
de equivalencia.

Proposicién 3: si fig, entonces E=E, y
por lo tanto, las funciones f y g generan la
misma subcategoria correflexiva de Top.

2 En la categoria de los espacios topoldgicos los isomorfismos
corresponden a los homeomorfismos.
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En efecto: como f:g, existe un homeomor-
flSI’l"IO h tal que g=f>h entonces E<E, » €8
decir, que E<E (1). Como g=f°h y h es iso-
morfismo geha'=f, por tanto E =E, nue-
vamente usando la propiedad E<E .=E,

es decir, EgsEf (2).De D)y (2) E, zEg.

4. Espacios topologicos punteados

En esta seccién se muestran nuevas formas
de construir subcategorias reflexivas y corre-
flexivas, usando una técnica muy particular,
como lo es el agregar o quitar abiertos a un
espacio topolégico punteado usando su pun-
to base. Estas construcciones dan origen a
elevadores y coelevadores definidos en Top”
y, por tanto, a subcategorias correflexivas y
reflexivas de Top™. Es de anotar que estas
nuevas técnicas no se pueden utilizar en Top
y, en consecuencia, amplian la teorfa expuesta
en [5] y, en general, en la seccién anterior. Al
final se muestra la manera de generalizar los
espacios topologicos punteados y, por consi-
guiente, la categoria Top™.

4.1 Algunos métodos de construccion
de subcategorias reflexivas
y correflexivas en Top”

Consideraremos la categoria de los espa-
cios topolégicos punteados Top®, cuyos ob-
jetos son ternas (X z.x,), donde X es un con-
junto, 7 una topologia sobre X'y X €X, y un
morfismo f entre dos espacios punteados
f:(Xr,x)—(¥7,y,), €s una funcién continua y
f(x,)=y,. Es de anotar que trabajaremos con
una definicién un poco mas fuerte.

Definicién 6: la categorfa de los espacios to-
poldgicos punteados Top” se define asi:

1. Los objetos son ternas (X,z,x,), X es un
conjunto, 7 una topologfa sobre X'y x es
un punto de X.
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2. Los morfismos en Top” son funciones
f:X—Y continuas y tales que f'(y)=x.
Es de anotar que de la teoria de eleva-
dores y coelevadores en [5], y tratando
de encontrar métodos distintos a los alli
expuestos, se proponen nuevos métodos
de construccién de elevadores y coeleva-
dores que no usan topologias iniciales y
finales. No obstante, es necesario anotar
que las nociones de elevador y coeleva-
dor en Top” son las mismas que las dadas
para Top", partiendo en cada caso de un
endofuntor definido en Top*; v en forma
andloga a lo considerado en Top®, se tiene
que la subcategoria plena de Top” forma-
da por los puntos fijos o la imagen de un
elevador idempotente definidos enTop”,
es correflexiva en Top™; y la subcategoria
plena de Top®, formada por los puntos fijos
o la imagen de un coelevador idempoten-
te definidos en Top”, es reflexiva en Top”.

A continuacién se ilustra la manera de ampliar
una topologia agregando nuevos abiertos, los
cuales se construyen agregando el punto base
de un espacio topolégico punteado a cada uno
de sus abiertos iniciales. Enseguida se mues-
tra coémo esta construccién genera un eleva-
dor y, por tanto, una subcategoria correflexiva
de Top™.

Si (X7,x)) es un objeto de Top’, se define
7=tu{Au{X }|aer}. Es claro que 7" es una to-
pologa sobre X.

Proposicion 4: dada 1la aplicacién
E:Top"—Top”™ definida por E(X,7,x0)=(X,7",x0)
y E(f)=f un elevador idempotente, entonces
la subcategoria plena de Top*, E(Top®) formada
por sus puntos fijos, forma una subcategoria
correflexiva de Top".

En efecto:
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1. Si(Xzx,)eTop”es claro que
(X.7*x,)eTop".

2. Sif:(Xzx)— (Yzy,) es una funciéon
continua, £(f)= f:(X.7".x))— (Y7.y,) es
continua. En efecto, sea Ae(Y,7",y,)
entonces puede suceder que Aer
o que A=Au{y,}, en el primer caso
f-1(A)e(Xx,7) pues f es continua; en el
segundo caso f1(A)=
F ALY D=F(A) o ({y )=F
Y(A)u{x,}. Luego E:Top—Top” es un
funtor.

3. Claramente, (X,7"x))<E(X,7".x,)

4. De la definicién 6 se obtiene de in-
mediato que E es idempotente.

5. E(Top")es una subcategorla correflexiva
de Top". Aunque este hecho se sigue de
la nota de la seccién 4.1., aqui se hace la
prueba particular de este hecho. En efec-
to, la funcién i: (X,7",x))—(X,7,x) es con-
tinua. Ahora bien, sea (¥,5,y,) un elemen-
to de E£(Top*) y sea g:(Y.f".y,)— (X 1.x,)
una funcién continua. Entonces, la
funcién g:(Y,4",y,)—(X,7".x,) definida por
2(y)=g(y) es la tinica que hace el siguien-
te diagrama conmutativo. Luego, E(Top")
es una subcategoria correflexiva de Top™.

Observacién: con respecto al funtor E se tie-
ne que:

1. Los espacios groseros no son puntos fijos
de E.

2. Si {x,} es abierto, entonces X=X" es decir,
=1

3. Si {x,} es cerrado, entonces (X,z,x,) es no
conexo.

Proposicién 5: sea (X;z,x,) un espacio topo-

légico y sea (x ), _, una sucesién convergente
en dicho espacio; entonces, la sucesion (x )
en (X,7",x,) no necesariamente es convergen-
te, como lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo: en (R x,0), donde R es el conjun-

to de los nimeros reales y u es la topolo-
. ., 1

gia usual. La sucesién o converge a 0,
1 .

HHO. En t*=tu{Au{0}|4e1} el abierto

(-o0,0)u{0} no contiene elementos de la su-

cesion.

Proposicién 6: sean (X,z,x,) un espacio to-
polégico y (x ) _, una sucesion que conver-
ge a I, I#x,, entonces la sucesion (x ), _, en
(X,x,,7") también converge a l.

En efecto, sea V un abierto de 7" tal que leV.
Debemos encontrar neN, de tal forma que si
n>n, entonces x eV. Hay dos posibilidades: 1)
si Ver, puesto que X converge a | en 7, en-
tonces existe n eN tal que si n>n, neV; ii) si
V=Au{Xx,}, 41, entonces leA y estamos en
el caso anterior.

Teorema 2: si (X,z,x)) es conexo y {X } no es
cerrado en 7 entonces (X, r*,xo) €s conexo.

En efecto, supongamos que (X,7",x,) es no co-
nexo, es decir, existen abiertos N y M tales que
NuM=Xy NnM=¢ como r*=ru{Au{xO}|Aer}
entonces, se tienen los siguientes casos:

1. N, Mer en este caso (X,z,x,) serfa no co-
nexo.

2. Ner, M=Au{x } entonces puede suceder:

(a) x,eN y x,2A entonces NnM+#¢, lo cual
es imposible.
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(b) x,eN y x,€A y como M=Au{X};
NAM#g

(©) x,2N y x,£A entonces NUM=NU(Au
{x}=X, es decir, NuA=X\{x }, en este
caso X\{x } es abierto, lo cual es imposible.

Las siguientes dos proposiciones ilustran la
manera de reducir una topologia, en el sentido
de quitar abiertos, eliminando los abiertos que
contienen al punto base de un espacio topo-
légico punteado. Enseguida se muestra cémo
esta construccién genera un coelevador y, por
tanto, una subcategoria reflexiva de Top™.

Si (X,7,x,) es un espacio topolégico punteado,
la coleccién 7,=(r{Act|xeA})u{X} es una to-
pologia sobre X.

Proposicion 7: la aplicacion C:Top™—Top',
definida por C(X,7,x))=(X,7,.x,) y C(f)=f es un
coelevador y, por tanto, la imagen de dicho fun-
tor es una subcategoria reflexiva en Top”. La
prueba es inmediata.

Proposicion 8: todo espacio topolégico pun-
teado (X,7,x,) se puede sumergir en un espa-
cio topoldgico conexo.

En efecto, sea (X,zx,) un espacio topolé-
gico vy, considerando (Xz,x;) donde z,=(z|
{4;Aer;x0eA})u{X}, entonces 7'cz. Por tan-
to, i:(X,r,xO)—>(X, r*,xo) es continua. Noétese
que (X,z,.x,) es conexo, pues la tinica forma de
obtener X como unién de dos abiertos es que
uno de ellos sea el mismo X.

Proposicién 9: todo espacio topolégico pun-
teado se puede sumergir en un espacio topo-
l6gico compacto.

En efecto, sea (X,zx) un espacio topol6-
gico. Si consideramos el espacio topoldgi-
co (Xz,x,) donde r*=(rl{Aetlx,cA})u{X},
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entonces, como antes, r,cr y asi la funcién
i:(Xt,x,)—(X,7,x) es continua. Nétese que
((X,7..x,)) es un espacio topolégico compacto,
pues la tinica forma de escribir X como unién
de abiertos, es si uno de ellos es el mismo
espacio X.

Observacion: en Top™ no todo coelevador
preserva la disconexion. Si C:Top™—Top” es
un coelevador, entonces no necesariamente
C(Top”) es disconexo, lo cual se muestra en el
siguiente ejemplo de caricter general.

Ejemplo: sea C el coelevador
C:Top"—Top”
(Xzx)—(Xr.x)

(X,7,x,) puede ser disconexo y (Xz,,x,) siem-
pre es conexo.

Para finalizar esta seccidén, se muestra un en-
dofuntor en Top” cuya imagen estd formada
por espacios que son a la vez compactos y co-
nexos. Si (Xz,x,) es un espacio topolégico y si
X,=X{X,}, entonces 7, ={AnX0|4der}{X} es
una topologia sobre X.

Proposicion 10: la aplicacién F:Top™—Top",
F(Xzx,)=(X.7,x,)) y F()=f, es un funtor. Por
tanto, la subcategoria plena formada por sus
puntos fijos forma una subcategoria reflexiva
en Top".

C:Top"—Top" es un funtor, en efecto:
1. F(X7x)=(X1,x,) €Top”

2. Seaf:(X.zx,)—(Ya,y,) una funciéon
continua, entonces f:(Xz,,x,)—(Ya,,y,)
es continua. En efecto, sea A €a, en-
tonces, A =4y, }. Luego, f(4\{y })=f
{A)F({Y}). Como £(X.z.x)—(Yay,)
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es continua, entonces f1(A)ery

(AN ({y,}9)= Bn{x }*=B\Yx,}*. Por
ende, F:Top™—Top” es un funtor.

Proposicion 11: si (X,z,x)) es un espacio to-
polégico, entonces (X,7,,x,) es conexo.

En efecto, sean A,Ber tales que A nB,=¢
entonces,

A,UB,=(A{x Hu(B\{x.})
=(An{x})u(Bnix})

=(AUB)N(AU{X )N ({X} UB)n({X } X })
=(AuB)N (A {x,Hn(BX,Hn{x}*
=(AuB){x }°

=(AUB)\{x }£X

para todo 4,Bety, por tanto, X es conexo.

Puesto que todo recubrimiento abierto de X
debe contener a {X}, la prueba de la siguiente
proposiciéon es inmediata.

Proposicion 12: (X,z,,x) es compacto.

4.2. Una generalizacion de los espacos
topoldgicos punteados

Proposicion 13: si (X;7) es un espacio

topolégico X*=Xu{x }; {x}eX definimos

t"'=tu{Au{x }|Aet}, entonces 7" es una to-

pologia de X*.

1. Como @er" y X'=Xu{x }, entonces @ y
Xrer.

2. Sean C,Dert*, vemos que CnDe7". En efec-
to, si C,Det* entonces pueden darse va-
rios casos :

(a) C,Der, por tanto CnDercr'.
(b) Cery D=Au{x }, con Aet, entonces,

CnD=Cn(Au{x })

=(CrA)u(Cu{x.})

= (CnA)er, y por tanto, (CnA)er®.

(©) Si C=Au{x } y C=Bu{x }, entonces
CrD=(Au{x, })n(Bu{x,})

=(AnB)u(Br{x, Hu(An{x Hu{x}{x,})
= (ArB)u{x }er

3. Sea {B },_,, una familia de elementos de 7.
Si todo B, esta en 7, entonces UB.e7,
de donde |JB,e7 . Si para algal’;ﬁ a’eH
se tiene qilleeH B=Au{x }, Aer, entonces,
UBaer'. En consecuencia, la siguiente

aeH

proposicién es inmediata.

Proposicion 14: sean (X,7) un espa-
cio topoldgico y x,x,€X, x#x,. Se define
T'=turur,ur, donde 7 ={Au{x }Aet},
t,={Au{x }Aet}, ,={Au{x,x }Aer}. En-
tonces, 7’ es una topologia.

La categoria de los espacios topoldgicos bi-
punteados, notada Top™, tiene por objetos a
las ternas de la forma (X,z,{X,x}), X;#x, ¥
un morfismo f entre dos objetos (X,7,{x,x,}),
X#x; V (Yo{y,».}), Y,#v, es una funcién
f:X—Y tal que f:(X,7)—(Ya) es continua,
SA{Xyx}—={y,»,} es biyectiva y ademds
({0 D)= {