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RESUMEN

El articulo muestra el desarrollo de los modelos ne-
cesarios para resolver problemas relacionados con el
analisis de sensibilidad a las tolerancias dimensiona-
les de ensambles eslabonados a partir de matrices de
sintesis de mecanismos. Se llego a plantear indices
de comportamiento, basados en el nimero de condi-
cion de la matriz de sensibilidad, los cuales se pueden
emplear para establecer criterios que permitan selec-
cionar configuraciones de ensamble que ofrezcan
menos errores al pasar por posiciones de precision,
cuando se presentan cambios en las dimensiones de
los eslabones. Se muestra un ejemplo comparativo
del uso de estos indices.
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ABSTRACT

In this article it is showed the development of neces-
sary models to solve problems related to analysis of
sensitivity to the dimensional tolerances of linked
assemblies from matrices of mechanisms synthesis.
It was gotten to raise behavior index numbers, based
on the sensitivity matrix condition number, which
can be used to establish criteria that allow select-
ing assembly configurations which offer less errors
when happening through precision positions, when
changes the dimensions of the links appear. It shows
a comparative example using these numbers.
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1. Introduccion

Una gran cantidad de ensambles que se calculan
como parte integral de dispositivos tecnoldgicos
se dimensionan de forma analitica; en el caso
de los ensambles destinados a la transmision de
movimiento se han trabajado una gran cantidad
de técnicas orientadas a la sintesis de mecanismos
eslabonados que permitan obtener el dimensio-
namiento de los elementos de los ensambles que
cumplan con tareas de seguimiento de trayectoria
y que tengan en cuenta las particularidades en
orientaciones de los eslabones e incluso variables
cinematicas como son velocidades y aceleraciones y
dinamicas como fuerzas y momentos, en diferentes
puntos de los eslabones. Los algoritmos de sintesis
de mecanismos no seran objeto de estudio en el pre-
sente articulo, sin embargo, es importante resaltar
que se utilizaron modelos basados en coordenadas
generalizadas [1], [2] que llevan a ecuaciones y a
resultados similares a los planteados por el método
de nimeros complejos [3], [4].

Los modelos de sintesis basados en métodos
analiticos, como los ntimeros complejos [3 y [4];
métodos numéricos alternativos basados en disefio
robusto [5]; mapeos cinematicos [6]; y métodos
de optimizacién [7] dan como resultado, para las
longitudes de los eslabones y sus orientaciones
iniciales, soluciones con tantas cifras significativas,
como herramienta de célculo que pueda trabajar o el
disefiador establecer; lo anterior lleva a plantear un
interrogante acerca de cual es la precision requerida
para el mecanizado de los eslabones calculados con
el objetivo de garantizar el comportamiento final
de la funcion del ensamble y, por lo tanto, poder
establecer el rango de las tolerancias de fabricacion,
en este caso dimensionales, que no afecten de forma
significativa la tarea de movimiento preestablecida.
Se presenta la reflexion desarrollada por el autor y
propone una serie de indices de comportamiento a
la sensibilidad, que se pueden considerar cuando se
presentan pequefias variaciones en las longitudes
y orientaciones de los eslabones que conforman
el ensamble, de forma que sea posible llegar a ca-
racterizar y refinar apropiadamente las soluciones
obtenidas.
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Entre los trabajos desarrollados en el area se
encuentran diferentes estrategias que tienden a
resolver problemas de sintesis de forma robusta,
una de ellas es la que se plantea a partir del método
de configuracion de espacios [5], el cual incluye
analisis de tolerancias en el ensamble y en la pa-
rametrizacion de las relaciones de ensamble entre
eslabones. El método explora la necesidad de tener
en cuenta condiciones reales de operacion de los
mecanismos sintetizados tales como las variaciones
en las dimensiones de fabricacion de los elementos
involucrados en el proceso de sintesis, centrando
el estudio en pares de union superiores, tales como
contactos simples entre superficies.

Igualmente, se han presentado algoritmos robustos
para resolver el problema de cinco posiciones de
Burmester' [6], eliminando estratégicamente los
términos que producen singularidades (disconti-
nuidades en la trayectoria o posiciones de agarrota-
miento), del sistema de ecuaciones que describe el
movimiento del mecanismo. Los resultados mues-
tran que se obtienen indices de sensibilidad bajos
con respecto a soluciones obtenidas por los métodos
de numeros complejos basados en el analisis de
longitudes y orientaciones de los eslabones [3].

Se han venido desarrollando métodos para determi-
nar las tolerancias dimensionales de los elementos
en un ensamble para que no afecten el comporta-
miento final del mecanismo. Este analisis se plantea
esencialmente para ensambles estaticos [7]; no
obstante, se puede hacer extensivo a mecanismos
moviles si se tiene en cuenta que se puede estudiar
el comportamiento en cada posicion de precision,
como si correspondiera a un analisis estatico.

La técnica de linealizacion Directa (DLM) [7, 8 y
9] esta basada en la construccion de la matriz de
sensibilidad con las variables que se constituyen en
posibles fuentes de error y las que se afectan por
estas variaciones; esta matriz identifica la robustez

1 El problema de Burmester consiste en determinar los
pardmetros geométricos de un mecanismo de cuatro barras
con uniones rotacionales capaz de pasar por un nimero
finito de posiciones de precision. Es un problema que ha sido
resuelto de multiples formas; sin embargo, continta siendo
un reto vigente en el nivel de sintesis de mecanismos.



de un mecanismo frente a cambios externos tales
como errores en la manufactura o en el montaje
de los eslabones. El método es utilizado como una
herramienta para definir las tolerancias.

Los indices de robustez se utilizan en un algoritmo
de dimensionamiento basado en sintesis de tole-
rancias en [10]. En este sentido, el indicador mas
utilizado es el nimero de condicion, que muestra
la forma como se comporta un ensamble con varia-
ciones de sus parametros de diseflo y lo resume en
el denominado elipsoide de sensibilidad. Mediante
este procedimiento el disefiador tendra criterios
para seleccionar una solucion de acuerdo con el
orden de magnitud del niimero de condicién. Aqui
se advierte de la dificultad de llegar a un algoritmo
de sintesis basado en la optimizacion del nimero de
condicidn, teniendo en cuenta que este indice es una
relacion de autovalores de matrices que pueden ser
de gran magnitud y su obtencion implica algoritmos
bastante complejos.

2. Sensibilidad a la tolerancia
dimensional en ensambles de cuatro
eslabones

Los cambios pequefios en las longitudes de los es-
labones de un mecanismo, causadas por errores en
la fabricacidn o el montaje, dan lugar a variaciones
en la caracteristica de movimiento del mecanismo
ensamblado. Entonces, se requiere un analisis que
establezca cdmo y cuanto un mecanismo se puede
afectar por los cambios dimensionales y de montaje
(ubicacidn de apoyos) y verificar su sensibilidad a
este tipo de modificaciones, esto es, qué tan critico
puede ser un error externo frente al funcionamiento
final del mecanismo.

Este analisis busca, por un lado, determinar el com-
portamiento del mecanismo frente a modificaciones
externas y, por otro, llegar a establecer las configu-
raciones de mecanismos menos sensibles a dichas
variaciones, las cuales, en consecuencia, generen
menos error frente a las posiciones prescritas en el
problema de sintesis analitica. De acuerdo con el
método de linealizacion directa (DLM), presentado
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en [7], y modificado en [8], se desarroll6 un modelo
que permite realizar analisis de sensibilidad a la
tolerancia dimensional, en mecanismos de cuatro
barras. Se consideran dos tipos de variables dentro
del analisis, de manufactura o independientes y de
ensamble o dependientes.

Las variables de manufactura corresponden a las
magnitudes que cambian de manera independiente,
debido a errores en la fabricacion. En estas variables
se encuentran todas las longitudes de los eslabones,
incluyendo la ubicacién de apoyos. Las variables de
ensamble identifican la posicidn y orientacion de un
elemento en el montaje y sus modificaciones, debido
a los cambios en las variables de manufactura. En
este grupo se incluyen, el vector que define la posi-
cion de precision y los angulos que determinan las
orientaciones del eslabon acoplador y de salida.

La metodologia utilizada plantea un circuito de
vectores a lo largo de todo el ensamble. Para que
el ensamble funcione adecuadamente la suma de
los vectores a lo largo del circuito debe ser igual
a cero. Si se presentan variaciones en la longitud
de los vectores o en sus orientaciones, el ensamble
igualmente se vera modificado, tal como se aprecia
en la figura 1.

Error de|posicidn .-

m— (CIriginal
= [Wariacione
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I
]

Figura 1. Mecanismo de cuatro barras con errores en el ensamble.
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Para trabajar el modelo de sensibilidad a la tole-
rancia en una aproximacion inicial se verifican los
efectos de las variables de manufactura, sin tener
en cuenta variaciones en la ubicacion de los apoyos.
Esto se hizo para un mecanismo sintetizado a partir
de parejas de vectores de restriccién en coordenadas
generalizadas, esquematizado como se muestra en
la figura 2.

/ P
/”K o ,’, Y/
" ’
|

Figura 2. Ciclos en un mecanismo de cuatro
barras para analisis de sensibilidad

Para describir completamente el comportamiento de
ensamble, se definen dos ciclos de restricciones [8],
el primero, de acuerdo con la figura 2, es el ABCDA
que analiza todo el ensamble del mecanismo y el
segundo ABPOA se plantea sobre el eslabon acopla-
dor y el vector que define la posicion de precision.
Las expresiones vectoriales que se obtienen en cada
caso se ven en las ecuaciones 1y 2.

=

=L+ W, + L, + W, =0

(M
)

T

=

+W,+Z,+P=0

A partir de las ecuaciones del circuito (1) y (2)
se obtiene una pareja de ecuaciones escalares por
cada circuito, una por cada direccion de traslacion
absoluta (XX, Y), para un total de cuatro ecuaciones
escalares. Si se tiene en cuenta que P es el vector
que define la posicion de precision con respecto al
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origen de coordenadas, se puede decir entonces que
las componentes rectangulares del vector P corres-
ponden a las coordenadas en x y y de la posicion:

P =Pcos g 3)

P,=Psinip, 4)

El vector 7, establece la posicion del punto 4, x , y,
con respecto al origen de coordenadas. Finalmente
las ecuaciones de lazo vectorial se pueden expresar
como [2]

H, =L, cosea+ W cosed + L, cosea, + W, cosea=0 &)
H,, =x,+ W, cos® + Z, cos@+P =0 (6)
H,, =L, sin @+W,sin ¢@+L, sin 08 +W, sin 2,8:0 (7
H,, =y, +W,sin @ +Z_ sin cg+P =0 (8)

Al analizar el mecanismo se identifica que las va-
riables que se modifican de manera independiente
son: 0,8, W, L, W, Z,L,x,yy, Las variables
dependientes son

9512’954'9’%’

P,P
X y

El método de linealizacion directa define las varia-
ciones en el ensamble como [7 y 8].

AH =[AJAX +[BJAU =0 9)

donde:

AX son las variaciones en el lazo de restric-
ciones;

AX representa las variaciones de las variables
de ensamble;

AX las variaciones en las variables de manu-
factura;

[B] matriz de derivadas parciales con respecto
a las variables independientes;

[B] matriz de derivadas parciales con respecto
a variables dependientes.



Se analizan los cambios en los variables depen-
dientes, asociados a los cambios en las variables
independientes, a partir de la ecuacion (9) se de-
duce que:

AU =-[B]"[4]ax

(10)
Las matrices A 'y B se calculan como:
r . T

H H (11)

)| 2

aU./ aU}
T (12)

)| 2

ou, U,

Donde i indica el nimero de ciclos y j el numero de
variables dependientes o independientes de acuerdo
con la matriz considerada.

La matriz de sensibilidad a la tolerancia se define
como [8y 9]

[s]=-{B]"[4] (13)

La ecuacion (13) establece la sensibilidad de un
mecanismo o ensamble con respecto a los cam-
bios que se presentan de manera independiente
en los eslabones. Algunos indices basados en las
propiedades de la matriz indican un nivel de mas o
menos sensibilidad, de forma que se permita tomar
decisiones frente a una solucidn, todos ellos estan
en torno a la singularidad de la matriz.

Si se tienen en cuenta las ecuaciones (10) y (13), los
cambios en las variables dependientes en términos
de las independientes se expresan como:

AU, =[s]ax] (14)
La expresion (14) en términos de las variables
dependientes e independientes definidas anterior-
mente, se presenta como [2]
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g&

AP = [S]
e

FFREFSFFE

Donde dq,, dq,,, dP , dP » son los cambios en las
variables dependientes asociados a los cambios en
las variables independientes dqA,, dq, dq,, d L,
dw,dL, dw, dZ dx,y dy,

3. Criterios de comportamiento basados
en analisis de sensibilidad

A fin de predecir el comportamiento de un ensam-
ble ante cambios en sus dimensiones se utiliza la
informacion que se pueda obtener de la matriz
de sensibilidad. El criterio de sensibilidad maés
comun en matrices cuadradas se define a partir de
la singularidad de la matriz, mediante el calculo
de su determinante; si este es nulo, la matriz no es
invertible y, por lo tanto, es singular. De tal forma
se puede afirmar que una matriz es muy sensible,
cuando la matriz esta cercana a la singularidad y
poco sensible cuando no hay singularidad [9], [10].
Sin perdida de generalidad y aplicado este criterio
a los mecanismos sintetizados analiticamente se
definen mecanismos muy sensibles, cuando para
cambios muy pequefios en las variables indepen-
dientes la matriz de sensibilidad es singular o esta
muy proxima a la singularidad y a mecanismos
poco sensibles, que son aquéllos que para grandes
cambios en las variables independientes la matriz
de sensibilidad no es singular.

Los modelos de sintesis en coordenadas genera-
lizadas basados en la generacion de sistemas de

Victor Ruiz Rosas
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ecuaciones simultaneos de lazos vectoriales por
cada posicion de precision, desarrollados en [2],
permiten obtener por la técnica DLM matrices de
sensibilidad rectangulares (dependiendo del nimero
de variables independientes incluidas en el proble-
ma), para las cuales no es calculable directamente
su inversa, lo que representa un inconveniente en
el momento de trabajar utilizando el criterio basado
en la singularidad presentado anteriormente.

Un método usado para establecer la singularidad
de una matriz, independientemente de que ésta sea
cuadrada o no, es el calculo del numero de con-
dicion de la matriz a partir de la descomposicion
de sus valores singulares [9 y 10]. La ventaja que
ofrece este método es que el valor del nimero de
condicién hace cuantificable la sensibilidad de la
matriz y la convierte en un criterio importante para
medir el comportamiento de un mecanismo sinte-
tizado analiticamente.

3.1  Valores singulares

Un método que ayuda a determinar singularida-
des para cualquier matriz independiente que sea
invertible o no corresponde a la Descomposicion
de Valores Singulares (SVD). Dada una matriz
[T], existe un operador 7* que corresponde a la
conjugada transpuesta de la matriz /7/. El producto
[T*][T] da como resultado una matriz cuadrada.
Los autovalores del operador /7*/[T] son siempre
positivos y mayores que cero y su descomposicion
se denotara como [11]:

2 2 2 2
o, 20,20;,2..20,=20

(16)

Donde @, corresponde al n-ésimo valor singular
ordenado de mayor a menor y se calculan a partir
de la expresion:

*

TrT

O =

(17

3.2 Numero de condicién

El nimero de condicion se define como la razén
entre el maximo y el minimo valores singulares de
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una matriz. Si se tiene en cuenta que los valores
singulares son siempre positivos, el nimero de
condicidn sera siempre mayor o igual que la unidad.
[11], [12], [13]

o

— max>
C=—==1 (18)

min

3.3  Criterios de sensibilidad a partir del nimero
de condicién

El nimero de condicion de una matriz indica su
cercania a la singularidad, de tal manera que si este
numero tiende a la unidad, se dice que la matriz es
menos sensible a los cambios que se presentan en
las variables; de igual forma, entre mayor sea el nu-
mero de condicidn, la matriz tiende a la singularidad
y sera mucho mas sensible a pequefios cambios en
las variables independientes.

Para el caso de los mecanismos de cuatro barras
obtenidos mediante sintesis analitica, el namero
de condicidn se calcula a partir de los valores sin-
gulares de la matriz de sensibilidad obtenida por
la relacion entre las variables dependientes e inde-
pendientes en el ensamble. Dado que se sintetiza
el mecanismo para multiples posiciones, se tiene
una matriz de sensibilidad por cada posicion de
precision lo que implica un numero de condicion
diferente en cada ubicacion del mecanismo. Por
lo tanto, el andlisis de condicion y sensibilidad se
debe hacer en cada una de las posiciones para las
cuales se desarrolld la sintesis dimensional, esto
en atencidon a que el mecanismo puede ser, por
ejemplo, poco sensible en una posicion, pero muy
sensible en otras.

El estudio del numero de condicion conduce al
establecimiento de las configuraciones sintetizadas
menos sensibles a las tolerancias dimensionales, el
cual se concentra especialmente en buscar mecanis-
mos para los que se obtengan cambios minimos en
las posiciones de precision, a fin de cumplir con los
requisitos de un problema de sintesis cinematica.

3.4 Numero de condicién ponderado

Cuando hay un problema de sintesis de trayectoria
o de movimiento, para el cual se requiere que el



mecanismo pase exactamente por unas posiciones
de precision prescritas, el analisis de sensibilidad se
debe enfocar en buscar minimas diferencias entre
dichas posiciones y las que el mecanismo logra
alcanzar cuando hay variaciones en el ensamble.
Para este caso se conformd una nueva matriz /S*/ a
partir de las dos tltimas filas de la matriz de sensibi-
lidad inicial, ecuacion (13), que corresponden a los
cambios generados en la posicion, la nueva expre-
sion para el analisis de sensibilidad es la ecuacion
(18). El nimero de condicion de esta nueva matriz
servird para establecer la sensibilidad en el cambio
en las posiciones de precision del mecanismo ante
cambios dimensionales en el ensamble.

[

sl

Con el objeto de obtener un solo niumero de condi-
cion que agrupe el comportamiento del mecanismo
en toda su trayectoria, se busco hacer un promedio
ponderado de los nimeros de condicidén en cada
posicion de precision, teniendo en cuenta que,
de acuerdo con la funcion final del mecanismo,
puede ser mas importante el paso exacto por una
posicion que por otras, si bien este criterio depen-
de completamente del disefiador del mecanismo,
con el objetivo de validar el indice propuesto, se
establecid que las posiciones mas importantes son
la inicial y la final y, por lo tanto, tendran pesos
mayores en el momento de calcular el nimero de
condicion ponderado. En general, este indicador se
puede expresar como:

n
* *
c = E PiC;
in1

(20)
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Donde p, es la ponderacion sobre el 100% del nu-
mero de condicion en la i-ésima posicion.

Para normalizar el nimero de condicidon ponderado,
¢ste se divide entre su norma de tal forma que:

j =2
q @1

Ay

3.5 Inverso del nimero de condicién ponderado

Teniendo en cuenta que el nimero de condicidén
en ocasiones puede ser muy grande, el hecho de
obtener su inverso es util para manejar los valores
en una escala entre cero y uno, de forma que puede
ser mas facilmente interpretado y representado. El
inverso del nimero de condicion ponderado esta
definido por la ecuacion (22):

« 1 1

W =—

¢ e (22)
EPﬁ
=
Como se ve en la formulacion, el inverso trabaja
con el numero de condicidén ponderado sin norma-
lizar. Un caso particular tenido en cuenta en los
dos indices formulados fue dar el mismo peso a
los nimeros de condicion en cada posicion, a fin de
verificar el efecto de la ponderacion en los nimeros
de condicion.

4. Resultados

Para verificar la utilidad del nimero de condicion
ponderado se plantearon diferentes problemas de
sintesis cinematica, estableciendo las configuracio-
nes mas adecuadas en cada caso, para las cuales el
numero de condicién es minimo. Se muestran los
resultados obtenidos para un problema de sintesis
de movimiento en tres posiciones y el analisis de
condicion correspondiente.

Las graficas 1 y 3 muestran dos soluciones para
un mismo problema de sintesis planteado para tres

Victor Ruiz Rosas
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posiciones. En las graficas 2 y 4 se muestran los  presenta en lineas continuas y el mecanismo con
errores en la primera posicion de precision asocia-  errores estd en lineas discontinuas, el error de
dos a los cambios en las longitudes de los eslabones ~ posicion se denota como dP que corresponde a la
de 0,1 unidades y de 1° en las orientaciones; en este ~ distancia de la posicion calculada P a la obtenida
ejemplo no se trabajoé con errores en la ubicacion ~ con errores P,

de los apoyos A y D. El ensamble sintetizado se

60
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Grifica 1. Mecanismo de cuatro barras en sus tres posiciones. Solucion 1.
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Grifica 2. Errores en el ensamble debidos a variaciones dimensionales de los eslabones. 1* posicion Solucion 1.
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Grifica 3. Mecanismo de cuatro barras en sus tres posiciones. Solucion 2.
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Grafica 4. Errores en el ensamble debidos a variaciones dimensionales

de los eslabones. 1% posicion. Solucion 2.
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Al comparar las soluciones obtenidas y verificar
los errores inducidos asociados a las variaciones
(graficas 2 y 4) facilmente se puede detectar que
la solucion 1 para las mismas variaciones en es-
labones y angulos presenta mayores errores en el
seguimiento de la posicion prescrita que la solucion
2; el ejemplo presentado se extendid para obtener
diez posibles soluciones por medio del control de
una de las variables de disefio (orientacion del es-
labdn de entrada 0,), para las cuales se calcularon
los indices de condicién normalizado, C* e inverso,
1/c* , con diferentes ponderaciones, los resultados
se resumen en la tabla 1 y se ven graficados en las
graficas 5y 6.

Igual ponderacion Diferent'e,

Solucion | 6,/6, ponderacion
1/c* C* 1/c* C*
1 0,10 0,04 0,55 0,03 1,37
2 0,20 0,08 0,57 0,07 1,43
3 0,25 0,11 0,57 0,10 1,36
4 0,50 0,14 0,54 0,12 1,27
5 0,67 0,23 0,52 0,18 1,23
6 0,71 0,54 0,55 0,56 1,31
7 0,83 0,66 0,56 0,66 1,51
8 0,96 0,50 0,51 0,40 1,24
9 1,08 0,26 044 0,17 1,14
10 1,20 0,21 0,51 0,17 1,19

Tabla 1. Resultados de indices de condicion para diferentes soluciones sintetizadas.

Condicion
o
®

e

0,10 0,20 0,25 0,50 0,67 0,71 0,83 0,96 1,08 1,20
theta2/theta2max

1/C* === = C*normalizado

Grifica 5. Indices de condicion con ponderaciones
diferentes para cada posicion.

Calculo de indices para determinar la sensibilidad a la tolerancia dimensional en ensambles eslabonados
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0,10 0,20 0,25 0,50 0,67 0,71 0,83 0,96 1,08 1,20
theta2/theta2max
1/C* == = C*(norm)

Grifica 6. Indices de condicion con igual ponderacion
en todas las posiciones.

Victor Ruiz Rosas



con-ciencias

Los resultados obtenidos evidencian que es posible
determinar un mecanismo que se comporte adecua-
damente ante los errores que se puedan presentar en
las dimensiones de los eslabones. Se logra apreciar
que para la solucion 1 se obtienen picos en el indi-
ce de condicidn inverso, que indican el valor mas
cercano a la unidad.

El inverso del numero de condicion ponderado se
muestra mas favorable para presentar la tendencia
a la singularidad comparado con el nimero de
condicion normalizado, para el cual las variaciones
en su valor son menos notorias y no logra definir
claramente la singularidad.

En cuanto a la ponderacion, es de resaltar que los
valores de 1/c* cuando las ponderaciones son igua-
les se comportan de forma muy similar a cuando se
tienen ponderados diferentes en cada posicion; sin
embargo, se considera la ponderacion importante

cuando son mas relevantes unas posiciones con
respecto a otras y, por lo tanto, se buscan menos
errores en ellas.

5. Conclusiones

Los indices de comportamientos planteados, basa-
dos en el nimero de condicion ayudan a seleccionar
una solucion que no presente altas sensibilidades
a lo largo de una trayectoria prescrita, teniendo en
cuenta que estos indicadores son globales para todas
las posiciones y no locales como se presentan en la
mayoria de estudios consultados.

El presente trabajo puede ser base para el desarrollo
de futuras investigaciones que impliquen diversos
temas como: sintesis con uniones deslizantes y
pares superiores; mecanismos de cuatro barras con
condiciones cinematicas y cinéticas que incluyan
inercias; velocidades y aceleraciones y optimiza-
cion de ensambles moviles.
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